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Введение 

 

Основной формой обучения студентов является самостоятель-
ная работа с учебником и учебными пособиями. Поэтому каждый 

студент с самого начала занятий должен выработать для себя рацио-

нальную систему работы над курсом, постоянно практикуясь при 
этом в решении задач. В противном случае усвоение и практическое 

использование материала затруднены. Чрезвычайно важны система-

тические занятия. Работа урывками не приносит положительных ре-
зультатов. 

Часто приходится слышать высказывания студентов о том, что 

теорию они знают, а решать задачи не умеют. Данная работа содер-
жит методические указания по выполнению модуля системы РИТМо, 

который способствует развитию индивидуального творческого мыш-

ления, обеспечивает ритмическую работу студента при изучении 
разделов математического анализа: пределы числовой последова-

тельности и функции, дифференцирование функции, исследование 

функции на непрерывность. 
Каждый параграф начинается с краткого теоретического введе-

ния, приводятся основные определения, методы и способы решения 

задач. Рассмотрение решения типовых примеров и задач в параграфе, 
как правило, расположено по возрастающей трудности. Здесь же 

представлены индивидуальные задания, которые даны в объеме 50 

вариантов. Номер варианта дает лектор. Он приводит общую нуме-
рацию студентов в потоке. 

Для подготовки к защите модуля представлен  список кон-
трольных вопросов. 

Для выполнения модуля достаточно аккуратно записанных лек-

ций и внимательного изучения методических рекомендаций, пред-
ложенных в данном учебном пособии. Кроме того, весь теоретиче-

ский материал по данным темам хорошо представлен в учебных по-

собиях, указанных в списке литературы. 
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Практическая работа 1. Введение в математический анализ. Пре-

дел числовой последовательности и функции 
 

Определение 1. Число А называется пределом функции f(x) в 

точке a, если для любого 0  найдѐтся такое число 0, что из нера-

венства  |ax|0  следует неравенство  |A)x(f| . 

Определение 2. Число А называется правым (левым) пределом 

функции f(х) в точке а, если для любого 0  найдѐтся такое число 

0 , что из неравенства  axa  )axa(   следует неравен-

ство  |A)x(f| .  

Для обозначения правого (левого) предела функции f(x) в точке 

а используют следующую символику: B)x(flim
0ах




 )B)x(flim(
0ах




. 

 Критерий существования предела. Для того, чтобы в точке 

ax   существовал предел функции f(x), необходимо и достаточно, 

чтобы существовали и были равны между собой  оба односторонних 

предела 

                             )x(flim)x(flim
0ax0ax 

 . 

Достаточно распространенными в курсе математики являются 

последовательности, то есть функции )n(fy  , заданные на множе-

стве натуральных чисел N. Чтобы подчеркнуть, что аргумент такой 

функции принимает только значения из множества натуральных чи-
сел, его обозначают не х,  а n. Для последовательностей f(n) доста-

точно часто возникает необходимость найти ее предел при неограни-

ченном возрастании аргумента n (при n ). 
Определение 3. Число В называется пределом последовательно-

сти f(n), если для произвольного 0  существует такое число 

0M  , что для всех Mn   выполняется неравенство  |B)n(f| . 

При нахождении пределов вида 
 
  C)x(flim

)x(

ax





 следует 

иметь в виду, что: 

1) если существуют конечные пределы 
 

A)x(flim
ax




 и  

 
B)x(lim

ax




,  то ;AC
B

  
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2) если 
 

1A)x(flim
ax




 и 
 




)x(lim
ax

, то вопрос о на-

хождении предела С решается непосредственно; 

3) если 
   




)x(limи1)x(flim
axax

, то есть имеем неопре-

делѐнность вида  
1 , то используем  2-ой замечательный предел  

  ex1lim
x/1

0x



  или    e

x

1
1lim

x

x












 

Пример 1. Найти .
x

x3sin
lim

x21

0x












 

Решение. Здесь   1x21limи3
x3

x3sin3
lim

x

x3sin
lim

0x0x0x






,  

следовательно,   33
x

x3sin
lim

1
x21

0x












. 

Пример 2. Найти 

2
x

2

2

x 1x3

2x
lim




















. 

Решение. Имеем 












2

x

2

2

x2

2

x
xlimи

3

1

x

1
3

x

2
1

lim
1x3

2x
lim  

Поэтому 0
3

1

1x3

2x
lim

2
x

2

2

x






































. 

Пример 3. Найти 

2x

x 3x

1x
lim
















. 

Решение. Здесь   ,2xlima,1

x

3
1

x

1
1

lim
3x

1x
lim

xxx




















то 

есть имеем неопределѐнность вида  
1 . В этом случае, прежде чем 

применить   2-ой замечательный предел, произведѐм следующие пре-

образования: 
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 

.eee

4

3x

1
1lim

3x

4
1lim

3x

43x
lim

3x

1x
lim

4x

3
1

x

8
4

lim

3x

)2x(4
lim

)2x(
3x

4

4

3x

x

2x

x

2x

x

2x

x

x

x 




















































































































 

Можно найти предел проще, не прибегая к общему приѐму, а 

именно 

 

.e
e

e

3

x

1
1

x

1
1

lim

x

3
1

x

1
1

lim
3x

1x
lim

4

3

1

x

)2x(3

3

x

x

2x
x

x2x

2x

x

2x

x





















































































































          Замечание. Если существует и положителен ),x(flim
ax

то 

   )x(flimln)x(flnlim
axax 


 

 
Непрерывность функции 

 

Функция f(x) называется непрерывной в точке а, если:  

1) эта функция определена в некоторой окрестности точки а;  

2) существует предел )x(flim
ax

;  

3) этот предел равен значению функции в точке а, 

т.е. ).a(f)x(flim
ax




 

Если функция непрерывна в каждой точке некоторой области, 
то она называется непрерывной в этой области. 
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Те точки области определения функции, в которых функция не 
является непрерывной, называются точками разрыва функции. 

Различают разрывы двух видов. 

1. Если в точке а существуют односторонние пределы функ-
ции, но, по крайней мере, один из них не равен значению данной 

функции в точке а, то говорят, что функция f(x) в точке а имеет 

разрыв первого рода. При этом возможны следующие случаи: 

f(a0)=f(a+0)f(a) 

(в этом случае говорят, что функция f(x) в точке а имеет устра-

нимый разрыв); 

f(a0)f(a+0) 

(в этом случае говорят, что функция f(x) в точке а имеет разрыв 

с конечным скачком. При этом число f(a+0)  f(a0)называют 
скачком функции f(x) точке а). 

2. Функция f(x) в точке а имеет разрыв второго рода, если в 

этой точке по крайней мере, один из односторонних пределов беско-
нечен или вовсе не существует. 

Функция  f(x) называется непрерывной на отрезке b;a , если она 

непрерывна в каждой точке этого отрезка, причѐм в точке а она не-

прерывна справа (f(a+0)=f(a)), а в точке в - слева (f(b0)=f(b)). 

Непрерывные на отрезке функции обладают рядом важных 

свойств. Приведѐм одно из них. 

Пусть функция f(х) непрерывна на отрезке  b;а  и на концах 

этого отрезка принимает значения разных знаков. Тогда на интервале 

 b;a  существует такая точка c, в которой данная функция равна ну-

лю. 

В задачах 1-5 определить, какого рода разрывы имеют  сле-
дующие функции в точке а 

  

Пример 1. 3a,2)x(f
)3x/(1




  

Решение. Если х30, то 
 3х

1
 и 02lim

)3x/(1

03x





. Если 

х3+0, то 
 3х

1
 и 





)3x/(1

03x
2lim . Так как один из односто-

ронних пределов бесконечен, следовательно, а=3-точка разрыва 2-го 

рода. 
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Пример 2. 
1х

5х2
)x(f




 , а=1. 

Решение. Выделим целую часть 
 

1х

7
2

1х

71х2
)x(f







 . 

Если 01x  , то 
1х

7
 и 












 1x

7
2lim

01x
. Если х1+0, то 


1х

7
 и 












 1x

7
2lim

01x
. 

Таким образом, функция при х1 не имеет ни левого, ни пра-

вого конечного предела. Следовательно,  х=1 является точкой разры-
ва 2-го рода. 

Пример 3. 
5х

1
arctg)x(f


 ,  а = 5. 

Решение. Если 05x  , то 
 5х

1
 и 

25x

1
arctglim

05x





. Если 05x  , то 

 5x

1
 и 

25x

1
arctglim

05x





. Итак, при х 5 функция имеет левый и пра-

вый конечные пределы, причѐм эти пределы различны. Следователь-

но, х = 5 является точкой разрыва 1-го рода. Разность между пра-
вым и левым пределами (скачок) в точке разрыва равна 








 




22
. 

Пример 4. 
1x

1х
)x(f

3



 , а = 1. 

Решение. 1
1xx

1
lim

1x

1x
lim

201x301x










,  

1
1xx

1
lim

1x

1x
lim

201x301x










.  Итак, 

 )01(f)01(f  , но не равны )1(f  , значит, а=1 является 

устранимой точкой разрыва. 
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Пример 5. 













1хпри

х1

1

1хприх2

)x(f ,   .1a   

Решение. Если х10, то   1x2lim)x(flim
01x01x




. Если 

х1+0, то 



 x1

1
lim)x(flim

01x01x
. Один из односторонних пре-

делов бесконечен, следовательно, 1a  -точка разрыва 2-го рода. 

 

5. Индивидуальные задания 

 

Задание 1 

Вычислить предел функции, числовой последовательности, раскрыв 

неопределенность типа 











. Задания взять из таблицы 2. 

Таблица 2 

№№ 

nn 

Задание №№ 

nn 

Задание 

1 
42

3

x xx2x3

xx21
lim






 12 

nn2n3

)3n)(2n)(1n2(
lim

23n 




 

2 

2xx

5xx2
lim

3

23

x 




 13 

3n2

n1n3n
lim

2

n 




 

3 

1xx5

5x6x2
lim

2

2

x 




 14 

2n

1n2n
lim

3 3

n 




 

4 
42

42

x xx32

x5x2x
lim






 15 

1n

nn
lim

3 2

n 




 

5 

3x

2x2x7
lim

4

34

x 




 16 

!n)!1n(

!n
lim

n 
 

6 
543

65

x xxx

xx
lim






 17 

!)1n(!)2n(

!)1n(!)2n(
lim

n 




 

7 

5x3

3x2x
lim

3

34

x 




 18 

1n

)n1n(
lim

3 5

22

n 




 



 

 

11 

8 
23

2

x x3x2

1x5x3
lim






 19 

n

n

n

3

1
...

9

1

3

1
1

2

1
...

4

1

2

1
1

lim






 

9 

1x3

1x
lim

3

3

x 




 20 

2n n

n...321
lim




 

10 

2xx2

6xx3
lim

4

24

x 




 21 

1n

n2...4321
lim

2n 




 

11 
2

2

n n2n4

n3n5
lim






 22 

xxx

x1x
lim

4 3

2

x 




 

 

Задание 2 

Вычислить предел функции, раскрыв  неопределенность типа 








0

0
. 

Задания взять из таблицы 3 
Таблица 3 

№ nn Задание № nn Задание 

1 
23

23

0x x4x5

x2x2
lim






 14 

32

2

0x xx

1x31
lim






 

2 
9x

3x
lim

23x 




 15 

x5x

6x2x31
lim

25x 




 

3 

8x14x5

4x8x3
lim

2

2

2x 




 16 

416x

11x
lim

2

2

0x 




 

4 

6x7x3

15xx2
lim

2

2

3x 




 17 

2

3 2

0x x

1x1
lim




 

5 

xx

1x2x
lim

3

2

1x 




 18 

x

x1x1
lim

33

0x




 

6 

1x5x6

1x8
lim

2

3

2

1
x 





 19 
5

3

1x x1

x1
lim






 

7 

1xxx

2xx
lim

23

3

1x 




 20 

x1x1

x5
lim

0x 
 



 

 

12 

8 

3x2x

xx
lim

24

3

1x 




 21 

x

xx3
lim

3

0x




 

9 
33x

6x
lim

6x 




 22 

3x2

9x4
lim

2

2/3x 




 

10 
2x24

x3
lim

9x 




 23 

20x9x

10x7x
lim

2

2

5x 




 

11 

1x

1x
lim

3

1x 




 24 

4x8x3

2x5x3
lim

2

2

3/2x 




 

12 
x3

x1x1
lim

0x




 25 

3x2x

xx
lim

24

3

1x 




 

13 
2

2

0x x

x11
lim




 

26 
x

11x
lim

0x




 

 

Задание 3 

Вычислить предел функции, используя I замечательный предел и его 

вариации. Задания взять из таблицы 4. 

Таблица 4 

№№ 

nn 

Задание №№ 

nn 

Задание 

1 
x3

x4sin
lim

0x
 14 

2

3

0x x

xcosxcos
lim




 

2 

xsin1

xcos
lim

3

2

2/x 
 15 

x3sin

x2ctgx
lim

2

0x




 

3 
x

x3cosxcos
lim

0x




 16 

x2cos1

x6cos1
lim

0x 




 

4 
x2

x3arcsin
lim

0x
 17 

2

2

0x x

2

x
tg

lim


 

5 
1tgx

xcosxsin
lim

4/x 




 18 

x2xtg2

x4cos1
lim

0x




 

6 
1tgx1

tgx
lim

0x 
 19 

x2sinx

xcos1
lim

3

0x




 

7 
x

xcosx2sin
lim

0x




 20 

xcosxsin1

xcosxsin1
lim

0x 




 



 

 

13 

8 
x

xsinx3sin
lim

0x




 21 

3

3

0x x

x2sin
lim


 

9 
20x x

1xcos
lim




 22 

2

3

0x x

xsin
lim


 

10 
x2/

xcos
lim

2/x 
 23 

2/x

ctgx
lim

2/x 
 

11 
x3

x5arctg
lim

0x
 24 

xcos1

xsin
lim

2

x 
 

12 
20x x5

xcos1
lim




 25 

ctgx

ctgx11
lim

2/x




 

13 
x

x2cos1
lim

0x




 26 

2

2

0x x

4

x
sin

lim


 

 

Задание 4 

Вычислить предел функции, используя II замечательный предел. За-

дания взять из таблицы 5. 
Таблица 5 

№nn Задание №nn Задание 

1 
x

x 2x

3x
lim 














 13 

1x2

x5

2x

3

x

1
1lim












  

2 
x5

x 1x2

1x2
lim 














 14 5x

2

2

0x

3

3x

1x
lim



 
















 

3 
1x

x2

x

2

x4

1x4
lim











 
 

15 5x

2

2

x

3

3x

1x
lim



 
















 

4 
x/1

0x
)x21(lim 


 16 

x2

1

2

0x
)xtg1(lim 


 

5 
]xln)1x[ln(xlim

x



 

17 
1x

1x2

x

2

x

2
1lim














  

6 
]xln)3x)[ln(1x2(lim

x



 

18 
ecxcos

0x
)xsin1(lim 


 



 

 

14 

7 
]xln)3x)[ln(5x(lim

x



 

19 
x

2

2

x 2x4x

1x2x
lim




















 

8 2x

xsin

2

0x
)x21(lim 


 

20 
2x

2

2

x 1x

1x
lim




















 

9 
4x

x2

2x

2
)5x3(lim 


  

21 
2x

x 1x5

x5
lim 










 

10 
3x

2

3x
)8x3(lim 


  

22 
3x2

x 1x3

2x3
lim
















 

11 
1x

1x4

x

2

1x2

3x2
lim


















 

23 
1x

x3

x

2

3

x

3
1lim 










  

12 
3x3

x

1x
)x67(lim 


  

24 xctg

0x

2

)x(coslim


 

Задание 5 

 

Исследовать функцию на непрерывность и построить график функ-
ции. Задания взять из таблицы 6. 

Таблица 6 

№№ 

nn 

Задание №№ 

nn 

Задание 

1 

















6x4;3x

4x2;x4

2x2;2x

)x(f  
7 












4x2;x

2x1;x2x
)x(f

2

 

2 


















7x5;x7

5x1;1x

1x2;x

)x(f

2

 

8 

















5x;2

5x2;1x

2x2|;x|

)x(f  

3 

















2/3x2/;xcos

2/x;1

2/x0,xsin

)x(f  
9 

















2x;x5

2x1;x

1x;2x

)x(f 2
 



 

 

15 

4 





















0x;0

0x1;x6

1x;
x

5

)x(f  

10 




















3x;x27

3x1;)2x(2

1x;x2

)x(f 2

3

 

5 

















3x;4

3x1;x35

1x1;3

)x(f

x

 

11 


























2x;3

2x0;
1x3

10x2

0x;
x

3

)x(f  

 

6 























2x;3

2x1;x2

1x;
x

1x2

)x(f 2
 

12 






















6x;1

6x2;3x

2x;
x

2

)x(f  

Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте определения предела функции в точке, предела 

функции в бесконечности, предела последовательности. 

2. Как связано понятие предела функции с понятиями ее пределов 
слева и справа? 

3. Какая функция называется бесконечно малой и каковы ее ос-

новные свойства? 
4. Какая функция называется бесконечно большой и какова ее 

связь с бесконечно малой? 

5. Сформулируйте основные теоремы о пределах функций. 
6. Как раскрываются неопределенности видов 

 















0],[,

0

0
, . 

7. Сформулируйте первый замечательный предел и его следствия. 
8. Сформулируйте второй замечательный предел. 

9. Сформулируйте определения непрерывности функции в точке и 

на отрезке. Какие точки называются точками разрыва функции? 
10. Охарактеризуйте точки разрыва I рода, II рода. 



 

 

16 

11. Сформулируйте определение порядка одной бесконечно ма-
лой относительности другой бесконечно малой. 

12. Чему эквивалентны при 0x   функции: ,xsin,arctgx,tgx  

,xarcsin 1)x1(,1a),x1(log x
a   ? 
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Практическая работа №2. Дифференциальное исчисление функ-

ций одной переменной 

 

Дифференцирование функции 

 

Пусть функция )x(fy   определена в некоторой окрестности 

точки 
0

x . 

Определение. Предел  отношения приращения y  функции в 

этой точке (если он существует) к приращению x  аргумента, когда 

0x  , называется производной функции  f(x) в точке 
0

x . 

Обозначения: )x(f
0

  или )x(y
0

   или  
dx

)x(df
0   или  

0
xx

f


 . Та-

ким образом,  

               
x

)x(f)xx(f
lim

x

y
lim)x(f

00

0x0x0 










. 

Вычисление производной называется дифференцированием 

функции.  
Так как дифференцирование функций с использованием только 

таблицы производных элементарных функций и основных правил 

дифференцирования не вызывает особых затруднений, то мы остано-
вимся  лишь на приемах вычисления производных сложных функ-

ций. 

Производная сложной функции 

Рассмотрим некоторую сложную функцию  )]x([fy  . 

В этой цепи функциональных зависимостей )z(fy   и )x(z   

аргумент х является последним и поэтому его называют независимой 

переменной. Таким образом, понятие аргумента и независимой пере-

менной следует различать. Например, пусть zy   и xcosz  . Здесь 

z есть аргумент функции y, но z, не будет независимой переменой. В 

результате, производная сложной  функции )]z([fy   равна произ-

водной данной функции y по промежуточному аргументу z,  умно-

женной на производную самого промежуточного аргумента z по не-
зависимой переменной х, т.е.  
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xzx

yyy  . 

Пример 1. Найти производную от функции xlny
3

 . 

Решение. Полагаем xlnz  , тогда 
3

zy  . Отсюда  

xln3z3y
22

z
 , 

x

1
z

x
 . Следовательно,  

x

1
xln3y

2

x
 .  

При достаточном навыке промежуточную переменную z не пи-
шут,  вводя ее лишь  мысленно. 

Пример 2. Найти производную от функции   

)5x3xsin(y
23
 . 

Решение.  

).5x3xcos()2x(x3)5x3xcos()x6x3(

)5x3x()5x3xcos(y

23232

2323




 

Пример 3. Найти производную от функции 
1xx

2

ey


 . 

Решение.  

       

 

.

1xx2

e)1x2(

)1xx(

1xx2

e
1xxey

2

1xx

2

2

1xx
21xx

2

2

2




















 

 

Производная функции, заданной в неявном виде 

В некоторых случаях функция определяется уравнением, кото-

рое нельзя элементарными средствами разрешить относительно y, и 

приходится рассматривать y как неявную функцию от х. В таком ва-
рианте существует особый способ нахождения производной. Извест-

но, если две функции тождественно равны друг другу, то равны и их 

производные. Поэтому, взяв производные  от левой и правой частей 
данного тождества и применяя правило дифференцирования сложной 

функции (полагая, что y  сложная функция, зависящая от х), полу-

чаем равенство, откуда и выражаем y . 
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Пример 4. Найти производную от функции, определяемой урав-

нением 0xy4yx
44

 . 

Решение. ,0)xy4yx(
44   

0)yxyx(4yy4x4
33

  

0yx4y4yy4x4
33

  
33

x4y4yx4yy4   
33

x4y4)x4y4(y   

x4y4

x4y4
y

3

3




    или   

xy

xy
y

3

3




 . 

 

Производная функции, заданной параметрически 

Пусть функция )x(fy   определена параметрически:  )t(xx  , 

)t(yy  . Тогда, если функции x(t) и y(t)  имеют производные в точке 

0
t , причем 0)t(x

0
 , а функция )x(fy   имеет производную в точке 

)t(xx
00

 , то эта производная находится по формуле 

)t(x

)t(y
)x(y

0t

0t

0 


   или  

t

t

x x

y
y




 . 

Пример 5. Найти )x(y  для заданной параметрически функции  









tcos1y

tsintx
. 

Решение. 

tcos1)tsint(x
tt

  

tsin)tcos1(y
tt
  

2

t
ctg

2

t
sin

2

t
cos

2

t
sin2

2

t
cos

2

t
sin2

tcos1

tsin

x

y
y

2
t

t

t








 . 

 

Логарифмическое дифференцирование 
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Если дана сложная функция, представляющая собой произведе-
ние или частное нескольких функций, причем числитель и знамена-

тель дроби в свою очередь содержат произведения, то следует обе 

части данного выражения сначала прологарифмировать  по основа-
нию у, применить соответствующие свойства логарифмов, а затем  

приступить к дифференцированию обеих частей. Этот прием носит 

название логарифмического дифференцирования. Его также исполь-
зуют, если функция содержит корни из дробей. К этому  приему при-

бегают, если имеется показательно-степенная функция или функция 

вида )x()]x(f[y  . 

      Пример 6. Найти производную функции 
5 4

23 2

1x

)1x(2xx
y




 . 

      Решение. Логарифмируем обе части равенства по основанию е 

                          
5 4

23 2

1x

)1x(2xx
lnyln




 . 

Применяя свойства логарифмов, получаем 

)1xln(
5

1
)1xln()2xxln(

3

1
yln

422
 . 

Дифференцируем обе части, считая y сложной функцией пере-

менной х: 

  
1x

x4

5

1

1x

x2

2xx

1x2

3

1
y

y

1

4

3

22









  

  
)1x)(1x)(1x(

x4

5

1

1x

x2

)1x)(2x(

1x2

3

1
y

y

1
2

3

2









  

  
)2x)(1x)(1x)(x(15

)2x(x12)2x)(1x(x30)1x)(1x)(1x2(5
y

y

1
2

322




  

 

)2x)(1x)(1x)(1x(15

x24x12x60x30x60x305x15x15x15x10
y

y

1

2

34234234






 

 
)2x)(1x)(1x(15

5x45x15x51x28
y

y

1
22

234




  
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)2x)(1x)(1x(15

5x45x15x51x28

1x

)1x(2xx
y

22

234

5 4

23 2









  

 
5 4

3 2

2

234

1x

2xx

)2x)(1x(15

5x45x15x51x28
y









 . 

 

Пример 7. Найти производную функции 
1x

e2
)2xx(y



 . 

Решение. Логарифмируем обе части по основанию е  

                                
1x

e2
)2xxln(yln



 . 

Используя свойство логарифма, получаем,  

                                 )2xxln(eyln
21x




. 

Дифференцируем обе части, считая y сложной функцией пере-
менной х 

 

])2xx[ln(e)2xxln()e(y
y

1 21x21x 


 

)1x2(
2xx

1
e)2xxln(ey

y

1

2

1x21x






 


















2xx

1x2
)2xxln(e)2xx(y

2

21xe2
1x

. 

 

 Замечание. При дифференцировании степенно-показательной 

функции можно пользоваться формулой 

          )x()x(fln)x(f)x(f)x(f)x())x(f(
)x(1)x()x(




, 

если f(x) и (х)  дифференцируемые функции. 
 

 

 
 

 

 

Задание 1 

 

Найти производную функции. Задания взять из таблицы 7. 
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Таблица 7 

№

nn 

Задание №

nn 

Задание 

1 
1x

1x
lnxy




  13 

23 xxlnxy   

2 x14xarcsin1x2y   14 
ctgxtgx

ctgxtgx
y




  

3 arctgx2x2)1xln(xy 2   15 

1x1

1x1
y

2

2




  

4 3222 )x1(
3

2
x1xy   16 

1x

x3x
y

3




  

5 xarctgxxxarctgy   17 
xcosln1

xcos
y


  

6 xarcsinx1xy   18 )4xln()4x(y 33   

7 

1x1

x
lny

2 

  19 

3

22

x

)3x2(3x
y


  

8 

1e1

1e1
lny

x

x




  

20 
xsinxcos

xsinxcos
y




  

9 

2x2x

1x
)1x(arctgy

2 


  21 

2

4

x31

xx4
y




  

10 
x23 e)x3x2x3(y   22 )3)1x3(ln(1x3y   

11 

2

2

x

x1x
y


  

23 
1xlnx

1xlnx
y




  

12 xx e1arccosearccosy   24 xcoslnxtg
3

1
y 3   

 

Задание 2 

Найти производную функции. Задания взять из таблицы 8. 
Таблица 8 
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№№ 

nn 

Задание №№ 

nn 

Задание 

1 



















1x

1x
y

2

2

 14 
)xsinxln(y   

2 3

2

x31

x31
lny 












  

15 
3

5

2
)3x(

)2x(
logy




  

3 
23 )x4x2ln(3y   16 

1x

1x
lny

3 


  

4 
2

2

x1

)x1(x
lny




  17 xln5y 2x3

  

5 3
x4

x4

e

e1
y


  

18 
2

3

3

1x

1x
y


















  

6 
5x2 )3xe(y   19 

3

1x2
arccosy


  

7 
x2

x2

e1

e1
y








  

20 )1x(logy 3
3   

8 )1x9x3ln(xy 42   21 )]3x([loglogy 2
32   

9 )2xsin(y x2   22 2x1arcctglny   

10 

1x

9x
lny

3

3




  23 3

3

2x
coslny


  

11 
3 2x1lny   24 x2xarccos

2

1
y 2   

12 
32

2

)x26(

2x
lny




  25 

x1

x1
arccosy




  

13 
x4

x4

e1

e1
y








  

26 3 x3arctgecoslny   

Задание 3 
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Используя логарифмическое дифференцирование, найти производ-
ную функции. Задания взять из таблицы 9. 

Таблица 9 

№№ 

nn 

Задание №№ 

nn 

Задание 

1 
x2 )x2x(y   16 

x)x(y   

2 3x2 3

)1x(y   17 
x

1

2 )x5x(y   

3 
x

1

)x(siny   
18 

x

x1

x
y 










  

4 
x)x(cosy   19 

xcos2 )1x(y   

5 
x

1

)xcosx(siny   
20 

xsin)x(cosy   

6 
x)ctgxtgx(y   21 

ctgx)tgx(y   

7 
xarcsin)x(siny   22 

xln)1x(y   

8 
xarccos)x(cosy   23 2x2

)x(lny   

9 
arctgx)tgx(y   24 

x2
2 )x(logy   

10 
2x1)arcctgx(y   25 

2logx 3)3(y   

11 
x)x(lny   26 

x2ctg)x2(cosy   

12 xln2 )4x(y   27 1xln2 2

)1x(y   

13 
2

x
ctg

)x2tg(y   
28 

xex )arctge(y


  

14 
xcosxy   29 xlnx )e(y   

15 3x3

x

1
y











  

30 
xe2 )xln1(y   

Задание 4 
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Найти производную неявно заданной функции. Задания взять из таб-
лицы 10. 

Таблица 10 

№№ 

nn 

Задание №№ 

nn 

Задание 

1 1xxyy 22   16 0xcoslnycosx 2   

2 0yxy2x 33   17 0eysinx xcos   

3 )yx(tg
y

x
cos

y

x
sin   18 

2yxcoslny   

4 1xeylny y   19 
y

x

y

x
ctg   

5 
xyye1x   20 

yxysinxxcosy   

6 
arctgyxy   

21 
0ycosxxcosy   

7 
)yxsin(y   

22 
yxyx eee   

8 
yarccosxarcsinyx   

23 
y

x

2 eyx   

9 
yxyx 333   24 0arcctgxeyx y   

10 xyyx 33   25 
x

y
arctgxln   

11 
x

y

x
e y

x

  
26 1yxyx 22   

12 
0y2sinysinycosx   

27 
0xsinyysinx   

13 
0)yxsin(xcosy   

28 
y

x
arcctg

y

x
  

14 )yx()yx(x2   29 012ee xyyx   

15 y3 exxy   30 0y2)xysin(x2   

 

Задание 10 
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Найти производную функции, заданной параметрически. Задания 
взять из таблицы 11. 

Таблица 11 

№№ 

nn 

Задание №№ 

nn 

Задание 

1 











3 ty

1tx
 9 









 

t2

t

2y

2x
 

2 










2ty

1t4x
 10 














1t

1
y

)1tln(x

 

3 










3ty

1tx
 11 











32

2

t3ty

t6t3x
 

4 













ttty

t

1
x

23

 
12 





















2

2

2

t1

t1
y

t1

t2
x

 

5 











tcosy

tsinx

2

2

 13 











tsiny

tcosx

3

3

 

6 





















2

2

t1

1
arccosy

t1

1
arcsinx

 

14 













tlnty

t

tln
x

 

7 








tsinttcosy

tcosttsinx
 15 




























2

1t

t
y

1t

1
x

 

8 











t2

t

ey

ex
 16 











tcosey

tsinex

t

t

 

 

Контрольные вопросы 
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1. Сформулируйте определение производной. 
2. Каков ее механический и геометрический смысл? 

3. Сформулируйте основные правила дифференцирования функ-

ций. 
4. В чем заключается суть логарифмического дифференцирования 

и в каких случаях его целесообразно применять? 

5. Каково правило дифференцирования функции, заданной неяв-
но? 

6. Как находится первая производная функция, заданной парамет-

рически? 
 

Практическая работа №3. Интегральное исчисление функций 

одной переменной 

 

Интегрирование представляет собой операцию обратную диф-
ференцированию, поэтому каждой формуле дифференцирования со-

ответствует формула интегрирования. Это дает возможность напи-

сать таблицу основных интегралов 

1. Cxdx  ;                                      9.  ;Cctgx
xsin

dx
2

  

2. );1(C
1

x
dxx

1









     10.   


C
a

x
arctg

a

1

ax

dx

22
 

3. ;C|x|ln
x

dx
                              11. ;C

a

x
arcsin

xa

dx

22



  

4. ;C
aln

a
dxa

x
x

                            12.   






;C

ax

ax
ln

a2

1

ax

dx

22
 

5. ;Cedxe
xx
                              13. ;Caxxln

ax

dx 22

22



  

6. ;Cxsinxdxcos                       14. ;Cchxdxshx   

7. ;Cxcosxdxsin                    15. ;Cshxdxchx   

8. ;Ctgx
xcos

dx
2

                          16. ;Ccthx
xsh

dx
2

  
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17. Cthx
xch

dx

2
 ;       

18. Cctgx
xsin

1
lnC

2

x
tgln

xsin

dx
 ; 

19. C
xcos

1
tgxlnC

42

x
tgln

xcos

dx








 
 . 

 

Укажем ряд приемов, позволяющих во многих случаях сводить 

заданные интегралы к табличным. 

 

1.1. Примеры выполнения задания 1 

 

Данные задания могут быть выполнены методом разложения 
подынтегральной функции на сумму функций, от каждой из которых 

первообразную можно найти с помощью «табличного интегрирова-

ния» (этот метод основан на линейности неопределенного интегра-
ла). 

Пример 1. Найти интегралы (используя метод разложения), ре-

зультаты проверить дифференцированием: 

а) ;dx
2x

8x
3





                                     б) 




dx

xsinxcos

xsin3xcos2
22

22

; 

в) 



dx

x9

x94
2

2

;                               г) .dx
2

3e5
x

xxx




 

Решение. Нахождение каждого из интегралов начинается с пре-
образования подынтегральной функции. В задаче а) воспользуемся 

формулой сокращенного умножения и затем почленным делением 

числителя на знаменатель (как и в примерах б), в), г)). 

а) 













 dx

2x

)4x2x)(2x(
dx

2x

2)x(
dx

2x

8x
333

             

    
.Cx4x

3

4
x

2

1
Cx4

2/3

x
2x

2

1

dx4dxx2xdxdx)4x2x(

32
2/3

2

2/1



  
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(см. табличные интегралы 1 и 2). Обращаем внимание на то, что в 
конце решения записываем одну общую постоянную С, не записывая 

постоянные от интегрирования отдельных слагаемых. 

б) 























 dx

xsinxcos

xsin3

xsinxcos

xcos2
dx

xsinxcos

xsin3xcos2
22

2

22

2

22

22

 

       









xcos

dx
3

xsin

dx
2dx

xcos

3

xsin

2
2222

 

    Cctgx2tgx3Ctgx3)ctgx(2  . 

(см. табличные интегралы 8 и 9). 

в)  

























dx

x9

x9

x9

4
dx

x9

x94
2

2

22

2

 

   

.C
3

x
arcsin

3x

3x
ln

3

2

C
3

x
arcsin

3x

3x
ln

32

1
4

x9

dx

9x

dx
4

22




















 

 

(см. табличные интегралы 11 и 12). 

г) 






















  dx

2

3
dx

2

e5
dx

2

3

2

e5
dx

2

3e5
x

x

x

xx

x

x

x

xx

x

xxx

 

    




























 








 

















 
   C

2

3
ln

2

3

2

e5
ln

2

e5

dx
2

3
dx

2

e5

xx

xx

 

    

C
)2ln3(ln2

3

)2ln15(ln2

e5

C
2ln3ln

2

3

2lneln5ln

2

e5

x

x

x

xx

x

x

x

xx



















 

(см. табличный интеграл 4). 

Замечание. Проверку полученных результатов дифференциро-
ванием предлагаем студентам выполнить самостоятельно. 
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Одним из основных методов интегрирования является метод 
замены переменной (или метод подстановки), описываемый следую-

щей формулой: 

                        ,dt)t())t((fdx)x(f                                     (1.1) 

где )t(x    функция, дифференцируемая на рассматриваемом 

промежутке. Данная формула показывает, что переходя к новой пе-
ременной, достаточно выполнить замену в подынтегральном выра-

жении. Удачная замена позволяет упростить исходный интеграл, а в 

простейших случаях свести его к табличному (табличным). 
Отметим два частных случая замены переменных: 

1. Введение под дифференциал постоянного слагаемого.  

Для любой постоянной величины а справедливо равенство: 

                               ,dx)ax(d                                                   (1.2) 

поэтому   ).ax(d)x(fdx)x(f  

2. Введение под дифференциал постоянного множителя. 

Так как dxa)xa(d  , то имеет место равенство     

                             ),xa(d
a

1
dx           )0a(                             (1.3) 

  поэтому           )xa(d)x(f
a

1
dx)x(f .                                  (1.4) 

Пример 2.  Найти интегралы: 

а)   dx)2x7sin( ;                   б) dxx3
3
  ; 

в) 
 3x4

dx
;                              г) dxe

7x2



; 

д) dx5
3x7




;                            е) 










3

x
4cos

dx

2

. 

Решение. Данные интегралы могут быть найдены путем приме-

нения формул введения под знак дифференциала постоянного мно-
жителя и слагаемого к одному из табличных интегралов. 

а) C)2x7cos(
7

1
)2x7(d)2x7sin(

7

1
dx)2x7sin(    

(см. табличный интеграл 7). 
Заметим, что при 0k   имеют место формулы 
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    C)bkxcos(
k

1
dx)bkxsin(                                          (1.5) 

    C)bkxsin(
k

1
dx)bkxcos(                                             

(1.6) 

б) 


  C
3/4

)x3(
)x3(d)x3(dxx3

3/4
3/13  

     C)x3(
4

3 3/4
  

(см. табличный интеграл 2). 

       Следует заметить, что в общем случае 

    )0k,1n(,C
1n

)bkx(

k

1
dx)bkx(

1n
n









                 

(1.7) 
(см. табличный интеграл 3). 

в) .C|3x4|ln
4

1

3x4

)3x4(d

4

1

3x4

dx








  

Отметим, что при 0k   

    C|bkx|ln
k

1

bkx

dx



 .                                                      

(1.8) 

г) Ce
2

1
)7x2(de

2

1
dxe

7x27x27x2



  

(см. табличный интеграл 5). 

Отметим, что при 0k   

    Ce
k

1
dxe

bkxbkx



 .                                                           (1.9) 

д) C
5ln

5

7

1
)3x7(d5

7

1
dx5

3x7
3x73x7

 



 

(см. табличный интеграл 4). 

е) C
3

x
4tg3

3

x
4cos

3

x
4d

3

3

x
4cos

dx

22











































  
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(см. табличный интеграл 8). 
 

Пример 3.  Найти интегралы 

а) 


 dxex
2

x
;                               б) dx

2xsin

xcos
3


; 

в)   dx)x2(x
543

;                        г) 


dx
x1

xarcsin

2

3

; 

д) 


dx
34

3
x

x

;                                е)   dx)x6xcos()3x(
2

. 

Решение.  

а) сделаем замену переменной полагая 
2

xt  . Найдем диффе-

ренциал от левой и правой части формулы 
2

xt  :  

                         )x(ddt
2

      или      dx)x(dt
2  .  

Окончательно,  

                         xdx2dt         и      .dt
2

1
xdx   

Тогда 

Ce
2

1
Ce

2

1

dte
2

1
dt

2

1
exdxexe

2

22

xt

ttxdxx


















 

(см. табличный интеграл 5). 

б) Заметим, что  ),2x(sind)x(sindxdxcos   тогда обозначим  

2xsint   и  применим формулу 2 из таблицы интегралов: 

   

.C)2x(sin
2

3
Ct

2

3
C

3/2

t

dttdt
t

1
)2x(sind

2xsin

1
dx

2xsin

xcos

3/23/2
3/2

3/1

333












 

в) Для решения примера воспользуемся заменой .x2t
4

  

Тогда dxx4dx)x2()x2(ddt
344

 , т.е. ,dxx4dt
3

  откуда 

dt
4

1
dxx

3
 . 
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Итак, 

  dtt
4

1
dt

4

1
tdxx)x2(dx)x2(x

55354543
 

.C)x2(
24

1
Ct

24

1
C

6

t

4

1 546
6

  

г) Для решения данного примера воспользуемся равенством 

)x(arcsinddx
x1

1

2



 и заменой xarcsint  . Используя указанную 

замену и табличное интегрирование,  получим результат: 

 







)x(arcsind)x(arcsindx

x1

1
)x(arcsindx

x1

xarcsin 3

2

3

2

3

 

.Cxarcsin
4

1
C

4

t
dtt

4
4

3
   

д) Воспользуемся заменой, существенно упрощающей решение 

данного примера: 
x

34t  . Тогда dx3ln3dx)34(dt
xx
 , откуда 

dt
3ln

1
dx3

x
 .  Используя указанную замену и табличное интегриро-

вание получим результат 

.C)34(logC|34|ln
3ln

1
C|t|ln

3ln

1

t

dt

3ln

1
dt

3ln

1

t

1
dx3

34

1
dx

34

3

x

3

x

x

xx

x










 

е) Для решения примера воспользуемся заменой x6xt
2
 .     

Тогда ,dx)3x(2dx)6x2(dx)x6x()x6x(ddt
22

   т.е. 

dx)3x(2dt    и .dt
2

1
dx)3x(   

Используя указанную замену и табличное интегрирование, по-
лучим результат 

  dx)3x()x6xcos(dx)x6xcos()3x(
22

 

.C)x6xsin(
2

1
Ctsin

2

1
tdtcos

2

1
dt

2

1
tcos

2
   
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Задание 1. 

Найти интеграл, результат проверить дифференцированием. 

 

1. 
 2x4

dx3
 2. 


dx

x

3x5
3

8

 

3. dx
x1

3

x1

1

22 

















 4. dx

1x

2x
2

2





 

5. dx
4

32
x

xx




 6. 
 9x

dx2
2

 

7. dx
1x

1x3





 8. dx

x1

x13
2

2





 

9. dx
2

1e2
x

xx




 10.  






 
dx

x

x1
2

 

11. dx
1x

1x





 12. dx

1x

31x

2

2





 

13. dx
2x

6x5x 2





 14. dx

1x

1x21
2

2





 

15. 
 2x8

dx7
 16. 


dx

xsin

3xsinx2
2

2

 

17.  












 dxx

2

e
xsin 6

x

 18. dx
x2

x21

2

2





 

19. 


dx
2

43
x

xx

 20. dx
9x3x

27x
2

3





 

 

Задание 2. 

Найти интеграл, результат проверить дифференцированием. 

 

31.  







 dx

3

x2
1sin  32. 


dx

)1x5(sin

1
2

 33. 


dx
x35

1
 

34.   dx)x51( 5/1  35. dxx733
   36. 

 dx2 x71  
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37. dx1
2

x
cos 








  38. dx

2

x
1

4

 







  39. dx2 2

1x





 

40. dx

3

x
sin

1

2
  41. dx

)x31(

1
5/1


 42.  dx

5

x
cos

1

2

 

43. dx
)1x2(

1
2/1


 44. 


dx

х53

1
 45. dx

x71

1



 

46. dx
3

1
x42 

 47. dx
3

x
1sin 








  48. dx

)1x2(

1
3


 

49. dx
1x4

1



 50. dx

4

x
1

5

 







  51. dx

7

x
1cos 








  

 

Задание 3. 

Найти интеграл, результат проверить дифференцированием. 

21. dxxcosx 2
  22. dxex

2x1


  

23. dx
e1

e
x

x




 24. dx
x1

x2

2



 

25. dx
xcos

xtg
2

5

  26. dx
xsin

xcos
5/3  

27. dx
x1

x

6

5




 28. 
 6

2

x1

dxx
 

29. dx
e2

e
x

x




 30. dx
1x

x

4

3




 

31. dxx2
2x

   32. dx)ecos(e xx
  

33. dxex
2x4


  34. dxxe 2x3

   

35. dx
32

2
x

x




 36. dx
x1

e

2

xarcsin




 

37. dx)x2(x 432
   38. dx)4x3()x4x( 2103

   
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39. dx
x41

x
4


 40. dx

xsin

e
2

ctgx

  

 

        Задание 4. 

        Найти интеграл, применив метод интегрирования по частям. Ре-
зультат проверить дифференцированием. 

 

1.   dxe)1x( x3  2.   dxx2sin)1x2(  

3. dxx2arctg  4. dxxln  

5. dx)1xarcsin(   6. dx2)x31( x
   

7. 
 dxe)x34( x  8. dx)x1ln(   

9. dxxcos)1x2(   10.  xdx2lnx  

11. dxe)1x2( x2
   12. dx2x x


  

13. dxarctgx)1x(   14. dx)2xarcsin(   

15.   dxxln)x1(  16.   dx)x31ln(  

17.   dxx3cos)3x2(  18. dxx5sin)1x(   

19. dxex x1


  20. dx1
2

x
ln 








  

 

        Задание 5. 

        Найти интеграл от выражений, содержащих квадратный трех-

член. 

 

1. 



dx

25x6x

3x2
2

 2. 



dx

25x6x

1x2

2
 

3. dx
8x4x

1x
2




 4. dx

10x2x

1x
2




 

5. dx
5x2x

2x2

2





 6.  dx

10x2x

3x3

2





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7. dx
5x4x

4x2

2





 8. dx

13x6x

x2

2



 

9. dx
10x4x2

1x4
2




 10. dx

1xx2

2x2
2




 

11. dx
26x10x

1x
2




 12. dx

18x6x

1x5
2




 

13. dx
5x4x

x

2



 14. dx

3x2x4

1x4
2




 

15. dx
5x4x4

1x2
2




 16. dx

5x4x4

1x

2





 

17. dx
10x4x2

x
2


 18. dx

x10x6

x2
2


 

19. dx
15x6x

1x
2




 20. dx

x37x15

1x2
2




 

 

        Задание 6. 

        Найти интеграл от рациональной дроби, предварительно разло-
жив ее на сумму простейших дробей. 

1. 



dx

)4x4x)(2x(

1x
22

2

 2. 



dx

x4x4x

7x
23

 

3. dx
)5x2x)(1x(

3x
2




 4. dx

)4x)(1x(

3x
2



 

5. dx
)5x2x)(2x(

4x
2

2





 6.  dx

x2x2x

7x
23



 

7. dx
)1x)(1x(

8x4x
2

2





 8. dx

4x4x

xx
24

3





 

9. dx
)1xx)(1x(

1
2


 10. dx

)9x)(1x2x(

1xx
22

2





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11. dx
)1x2x)(2x(

3x
22




 12. dx

)4x)(4x4x(

5x2x
22

2





 

13. dx
)6x5x)(4x(

1x3x
2

2





 14. dx

)1x)(1xx(

3xx
2

2





 

15. dx
81x

1xx
4

2





 16. dx

x4x4x

1x
234




 

17. dx
xx

5xx
23

2





 18. dx

4x4xx

1x2
23




 

19. dx
)1x)(1x2x(

x
2

2




 20. dx
x4x

7x4x
3

2





 

Контрольные вопросы 

 
1. Дайте определение первообразной функции. 

2. Что называется неопределенным интегралом? 

3. Дайте определение операции интегрирования. Как проверить ре-
зультат интегрирования? 

4. Сформируйте основные свойства неопределенного интеграла. 

5. Запишите соотношения, устанавливающие связи между интегри-
рованием и дифференцированием. 

6. Объясните суть непосредственного интегрирования. 

7. В чем суть способа интегрирования,  введением  множителя )x(  

под знак дифференциала? Запишите соответствующую формулу. 

8. Найдите интеграл   dx)1x5(
2

 двумя способами. 

9. Напишите формулу замены переменной в неопределенном инте-

грале. 
10.Напишите формулу интегрирования по частям для неопределен-

ного интеграла. 

19. Методы нахождения интегралов вида xdxcosxsin
nm

 .  

20. Методы нахождения интегралов вида  xdxctg,xdxtg
nm

. 

21. Методы нахождения интегралов вида  xdxeccos,xdxstc
n2m2

. 
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Практическая работа №4. Определённый интеграл и его прило-

жение 

 
 

2. Индивидуальные задания 

 

Задание 1. Вычислить интеграл 
b

a

dx)x(f . 

Таблица 2.1 

№ 
b

a

dx)x(f  № 
b

a

dx)x(f  

1 2 3 4 

 

1 dxxcos
x

1x
2

1

2

 















 

 

2 
 

dxxsin
x

2x
3

1
3

2

 















 

 

3 dxe
x

5xx
4

1

x2
3

 















 

 

4 dx
x

2x
5

2

1

4
x2

 











 
  

 

5 dxx3cos
x4

3
1

0
2 











 

 

6 dx
x

2x

xcos

5
4

2

3

2 











 
  

 
7 dx

1x

1x

xsin

4
5

2

3

2 
















  

 
8  dx6exsin4

1

0

2x3
    

 
9 

 
dx

x

2x3
2

1
3

23




 
 

10 dx4
x

3x
2

1

1x2
6

 














   

 

11   dx
x2

1
e1x3cos2

1

2

x5













  

 

12  dx
x

5xx
7

2

1
2

4
x6

 











 
  

 
13 dxe

xx

1x
2

1

x4

2

3

 

















 

 
14  

dx
1xx

1xx3xx2
3

1
2

234





 

 
15    dxx3cosx21x2

1

0

32
   

 
16 

dx
x1

x1x12

1

0
4

22





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17 dxx4sin

1x

2xx
3

2
2

3

 

















 

 

 
18 dxxsin

x

5xx2
2

1

3

 















 

 
19 dx

xcos

1
e

x

5
2

1
2

1x2
 








   

 
20 dxx2cos

x

5xx
9

1

2
3


















 

 

Задание 2. Вычислить интеграл 
b

a

dx)x(f . 

Таблица 2.2 

№ 
b

a

dx)x(f  № 
b

a

dx)x(f  

1 2 3 4 

 

1 


8

0
1x61

dx
 

 

2 


1

0
1x51

xdx
 

 

3 


3

2
1x41

xdx
 

 

4 


2

1
1x35

dx
 

 
5 



3

2

3

1x

dxx
 

 
6 



1

0

2

1x

dxx
 

 

7 


7

6

2

5x

dxx2
 

 

8 




1

1
4x

xdx3
 

 

9 


3

2
4 36 5 xx

dx2
 

 

10 


3

1
6x71

dx
 

 
11 dx

4x6

x
1

0




 
 

12  


4

0
1x62

dx
 

 

13 


2

1
1x31

xdx
 

 

14 


2

1
1x71

xdx
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15 


16

1
4 xx

dx
 

 

16 


7

0
1x51

dx
 

 
17 



1

0
1x81

dx
 

 
18 



2

2
2 1xx

dx
 

 

 

19 


3

1
1x21

dx
 

 

20 


2

1
1x61

xdx
 

 

Задание 3. Вычислить интеграл 
b

a

dx)x(f . 

Таблица 2.3 

№ 
b

a

dx)x(f  № 
b

a

dx)x(f  

1 2 3 4 

 

1 


1

0
2 4x

xdx
 

 

2   

1

0

10
dx7x3  

 

3 dx
x

xln
2

1

3

  
 

4 


1

0
2

4

x1

xdxarctg
 

 
5 

1

0
2

8

xcos

xtg
dx 

 
6 



2

1
3

2

5x

dxx3
 

 

7 dx
x1

2xarccos2
1

0
2

3





 

 

8 dx
x

xln2
2

1




 

 

9 


1

0
4 1x

xdx
 

 

10 
 
 




1

0
3

2

1x3x

dx1x
 

 

11 dx
x1

xxarctg
3

0
2

2





 

 

12  dx
x

xlnx
3

1

22



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13 
 

dx
1x

1xln1
3

2

 


 

 

14 dxxe

1

0

1x2


  

 
15   

3

5,2

17
dx5x2  

 
16 dx

xsin

xctg
2

1
2

10

  

 
17 dx5x

2

1

1x2 3


  

 
18 dx

xsin2x

xcosx
2

2


 


 

 

19 dx
x41

x2arctgx82
1

0
2




 

 

20 
 

dx
xsinx

xsinxcosx2

4

2






 

 

Задание 4. Вычислить интеграл, используя  формулу интегрирования 
по частям. 

Таблица 2.4 

№ 
b

a

dx)x(f  № 
b

a

dx)x(f  

1 2 3 4 

 
1   xdx2cos6x5x

0

2

2




  
 
2   dxx4sin3x

0

3




  

 
3 dxxe

2

1

x

  
 
4   dxx3sin1x2x

0

1

2




  

 

5  


2

1

x3 dxex34  
 

6   

1

0

xdx2cos3x4  

 

7 dx1x4arctg

2

1

   
 

8   

1

0

x3 dxe4x3  

 
9 dx1x2arctg

2

1

   
 

10   

3

1

dx3x2ln  

 

11  




0

xdx2sin10x6  
 

12     dx1xln1x

1

0

   
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13  dx1xarcsin
0

1




  
 

14  dx4xln

1

0

2

   

 
15   xdxcosx61

2

0

   
 

16 
 dx1x9arccos

9

1

0

   

 

17 
2

1
2 xcos

xdx
 

 

18 
2

1
2 xsin

xdx
 

 

19 
4

2

2 xdxsinx  

 

 

20 
3

1

xdx2arcctg  

 

Задание 5 .  Вычислить несобственные интегралы, если они сходятся. 
Таблица 2.5 

№ 
b

a

dx)x(f  № 
b

a

dx)x(f  

1 2 3 4 

 

1 





2
1

2 2xx

dx
 

 

2 


0
4 1x16

xdx
 

 

3 


1
4 1x16

xdx16
 

 

4 
 




1
3 43

2

8x

dxx
 

 
5  

dx
x41

x2arctg

0
2




 

 
6 



2
2 6x3x

dx
 

 

7 


1
2 13x4x

dx
 

 

8 



8

5
2 4x5x4

dx
 

 

9 


 2
2 10x4x

dx
 

 

10 


2
2 6xx2

dx
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11 


 2.0
2 7x2x5

dx
 

 

12  


4
2 1x4x

xdx
 

 
13  



 1
2 5x4x

dx
 

 
14 



5.0
2 1x2x2

dx
 

 

15 



4

11
2 2x11x2

dx
 

 

16 


0
2 2xx2

dx
 

 

17 


2
2 3x12x3

dx
 

 

18 
 




1
2

4

3
ln1x5x6

dx
 

 

19 


4
2 6x5x

dx
 

 

20 


1
2 x3x2

dx
 

 
Задание 6. Вычислить несобственные интегралы, если они сходятся  

Таблица 2.6 

  

№ 
b

a

dx)x(f  № 
b

a

dx)x(f  

1 2 3 4 

 
1 

 


1

0
2

1x

dx
 

 
2 



1

0
3 x42

dx
 

 

3 


3

1
2 9x6x

dx
 

 

4 
 




3

1
3 4

x3

dx
 

 

5 




0

3
1

3 x31

dx
 

 

6 


1

4
3

5 x43

dx
 

 

7 


2

1
5 2 4xx4

dx
 

 

8 




0

4
3 3x4

dx
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9 


1

2
1

9 x21

dx
 

 

10 


4
1

0
3 x41

dx
 

 
11 

 


2
1

0
2

1x2

dx
 

 

12  
 


2

0
3

2x

dx
 

 

13 
 


3
1

0
2

x31

dx
 

 

14 


1

0
2x1

dx
 

 

15 
 

 

0

1
2

1x

dx
 

 

16 
 




0

5
1

2
x51

dx
 

 

17 


1

0
3 x1

dx
 

 

 

18 
 


4

2
2

x2

dx2
 

 

19 


3

0
2x9

dx
 

 

20 
 



4

2
3

2
3x2

dx
 

 

Задание 7. Построить фигуру, ограниченную линиями, найти ее пло-
щадь 

Таблица 2.7 

№ 

)x(fy

)x(fy

2

1




 

№ 

)x(fy

)x(fy

2

1




 

1 2 3 4 

1 3x4xy 2   

3xy   

2 7x8xy 2   

5x5y   

3 x4xy 2   

4xy   

4 1x6x9y 2   

1xy   

5  

8x4y

2xy
2




 

6   

2xy

2x3xy




 

7 

xy

xx3y 2




 

8 

3x2y

1x4x2y 2




 



 

 

46 

9 

2xy

1x8xy 2




 

10 

5x
2

1
y

x2xy 2





 

11   

4x5y

4x1xy




 

12  

1x2y

1x6xy 2




 

13 

1x6y

1x8x2y 2




 

14  

1xy

1xy
2




 

15 

7x2y

5xxy 2




 

16 

1x4y

1x3xy 2




 

17 

3x3y

3x5x2y 2




 

18 

1x4y

1x2x
2

1
y 2




 

19   

5.3x5.3y

1x5xy




 

20 

6x4y

6xxy 2




 

 

Задание 8. Вычислить длины дуг кривых 

 
Таблица 2.8 

№ Уравнение кривой № Уравнение кривой 

1 2 3 4 

1 2

x

e2y    , 8lnx3ln   2 
2

x
y

2

 ,  1x0   

 

3 















4

t
2y

t
6

1
x

4

6

 

Между точками пересече-
ния с осями Ox,Oy 

 

4 

  

03xy2 2   

Между точками пересече-
ния с осями Ox 

5 xey  , 1x0   6  ey ,  20  
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7 








tsiny

tcosx
  ,  2t0  8 4

5

x
5

4
y  , 9x0   

9 
4

x
y

2

 ,  2x0   10 
2

x
4y

2

 ,  0y   

11  32 1x
3

2
y  , 5x0   12  dtt2cosy

x

0

 , 
4

x0


  

13 dtt2siny

x

0

 , 
4

x0


  14 











tsinay

tcosax

3

3

, 
2

t0


  

15 











tsinay

tcosax

5

5

, 
2

t0


  16 
tcosax    

tsinlna2y  , 

от т.А (0,0) до В  у,x0  

 

17   sin17 , 
66





  18  2 ,  

4

3
0   

19 
 

 







tcos13y

tsint3x
,  2t  20 

 

 







tcos15y

tsint5x
,  t0  

 

 

Контрольные вопросы 

1.Укажите типы интегралов, вычисление которых целесообразно произ-

водить методом  интегрирования по частям. 

2.Сформулируйте теорему о разложении многочлена на неприводимые 

множители. 

3.Изложите правило разложения правильной рациональной дроби на 

сумму простейших дробей (в случае различных действительных корней знаме-

нателя). 

4.Изложите правило разложения правильной рациональней дроби на 

сумму простейших дробей (в случае кратных действительных корней знамена-

теля). 

5.Сформулируйте правило разложения правильной рациональной  дроби 

на сумму простейших дробей в случае, когда знаменатель имеет некратную па-

ру комплексно-сопряженных корней. 

6. Сформулируйте правило разложения правильной рациональной 
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    дроби на сумму простейших дробей в случае, когда знаменатель  имеет 

кратную пару комплексно-сопряженных корней. 

7. Объяснить методы нахождения неопределенных коэффициентов. 

8. В чем суть универсальной тригонометрической подстановки? 
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Практическая работа №5. Числовые и функциональные ряды 

 
       

2.2. Пример 2 

 

Вычислить значение определенного интеграла 




5,0

0

dx
x

)x1(Ln
J  с точно-

стью до 0,001. 

Интеграл J является несобственным. Так как ,1
x

)x1(Ln
lim

0x





 то поло-

жим  f(0) = -1. 

Разложим подынтегральную функцию в ряд и почленно проинтегрируем 

 

.
n2

1

92

1

42

1

2

1

n

x

9

x

4

x
xdx

n

x

3

x

2

x
1

dx
x

n

x

3

x

2

x
x

dx
x

x1Ln

2n32

5,0

0

2

n325,0

0

1n2

5,0

0

n32

5,0

0






































































 

Определим, сколько слагаемых надо взять, чтобы погрешность вычисле-

ний не превышала 0,001. Для этого применим метод мажорирования. 

























































































4

1

2

1
1

)1n(2

1

)1n(4

1

)1n(2

1

)1n(

1

2

1

)4n(8

1

)3n(4

1

)2n(2

1

)1n(

1

2

1

)3n(2

1

)2n(2

1

)1n(2

1
R

21n3221n

22221n

23n22n21nn

 

,
)1n(2

1

)1n(2

2

2

1
1

1

)1n(2

1
2n21n21n 














 

.001,0
)1n(2

1
R

2nn 


  

Для n = 5 001,0
1152

1

3632

1



. Поэтому берем 5 слагаемых в разложении 
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.5807,0
800

1

256

1

72

1

16

1

2

1
dx

x

)x1(Ln
5,0

0












  

-0,5817 < J < -0,5797. 

 

 

2.3. Пример 3 

Вычислить значение определенного интеграла 




1

0

x2

dx
x

1e
y         с точно-

стью до 0,001. 

Интеграл y является несобственным. Так как 2
x

1e
lim

x2

0x





, то положим 

F(0) = 2. 

Обозначим 1e)x(f x2  .  Разложим f(x) в степенной ряд 

      ),x(R
!n

)x2(
...

!3

)x2(

!2

)x2(
x21e)x(f n

n32
x2   

где )x(R n  - n-ый остаток, допускающий оценку Лагранжа. 

,|x|
)!1n(

M
|)x(R| 1n

n



       где       .|)x(f|maxM )1n(

]1,0[x




  

Так как 
1nx2)1n( 2e)x(f    и экспонента достигает максимального значе-

ния на правом конце отрезка, то 1n2 2eM  . Следовательно, 

.|x|
)!1n(

29
|x|

)!1n(

2e
|)x(R| 1n

1n
1n

1n2

n















  

Значит, 

,R
n!n

2
...

2!2

2
2

dx
x

)x(R
)x

n!n

2
...x

4!4

2
x

3!3

2
x

2!2

2
x2(

dx)
x

)x(R
x

!n

2
...x

!3

2
x

!2

2
2(dx

x

e
dx

x

)x(f

n

n2

1

0

n

0

1
n

n
4

4
2

32

1

0

n1n
n

2
321

0

x21

0






























 

где .dx
x

)x(R
R

1

0

n
n   

Оценим nR  сверху: 
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.
)1n()!1n(

29

)1n()!1n(

|x|29
dx|x|

)!1n(

29
dx|

x

)x(R
||R|

1n

0

11n1n1

0

n
1n1

0

n
n


















  

Теперь подберем n так, чтобы 

.001,0
)1n()!1n(

29 1n




 

 

Для этого n будем иметь 001,0|R| n   и требуемая точность 

 8n               ;001,0
2835

4

9!9

29 9





 

 9n               .001,0
15750

4

10!10

29 10





 

 ,7165,3
9!9

2

8!8

2

7!7

2

6!6

2

5!5

2

4!4

2

3!3

2

2!2

2
2dx

x

1e 987654321

0

x2




  

          .7175,3J7155,3   

Необходимо взять в сумме 9 слагаемых, и необходимая точность  будет 

достигнута. 

 

Индивидуальные задания 

 

                                   1.2.1. Задание 1  

 

 Записать ряд в развернутой форме  ,...а...аа n21  если задан общий 

член  а n  ряда. Выражение для общего члена взять в таблице 

 

n a n   n a n 

  1 2   3  4 

     

  1 
!n

2n n
 

 

  12 )3n5(...1272

)2n3(...741




 

   

  2 
)!2n(

n 2


 

 

13 3

n
n

n

21
)1(


  

   

  3 22

1n

)1n(n

)1(



 

 
 

  14 n2 2
sin

n

1 
  

 

  4 
!n

n 2

 
 

  15 
!n

)1(21 1n
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  5 
)1n(n

)1( n




 

 

  16 

1n

3

n2
cos

2 



 

 

  6 22 )1n(n

1n2




 

 

  17 
)!2n(3

n
)1(

n

2
1n


   

 

  7 
!n2

1n
)1(

n

2
n




  

 

  18 n

nln
 

 

  8 
)!n(

)1n6(...19137

3


 

 

  19 2n

1n

2

2n
)1(


   

 

  9 n

2
1n

2

1n
)1(


   

 

  20 nsin)1n(

1


 

1

10 n3

1n 
 

 

  21 n

1n
n

2

3n
)1(


  

1

11 )5n2()1n2()1( n   
   

  22 1n

1
2

n   
 

 

                                    1.2.2. Задание 2 

                

        Для ряда ...,aa 21    определить его общий член nа   и записать ряд в 

виде 


1n

na               

                                                                                                                    Таблица 1.2 

n ...ааaa 4321   

1 2 

1 ...
43

4321

33

321

23

21

3

1

432















  

2 ...
5432

64

432

27

32

8

2

1









  

3 ...
25

16

16

9

9

4

4

1
  

4 
...

120

16

24

13

6

10

2

7
4   

5 ...
2516

10

169

8

94

6
1 








  
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6 ...
654

1

543

1

432

1

32

1












 

7 ...
11852

9753

852

753

52

53

2

3















  

8 ...
10000

24

1000

6

100

2

10

1
  

9 ...
!8

9

!6

8

!4

7

!2

6
  

10 ...
4

79

3

57

2

35
3 








  

11 ...
25

244

16

82

9

28

4

10
4   

12 

...
4

81

4
sin

3

27

3
sin

2

9

2
sin

1

3
sin

















 

13 ...
5ln

24

4ln

6

3ln

2

2ln

1
  

14 ...
256

3681

64

2527

16

169

4

93












  

15 
...

4321

4

321

3

21

2
1

32










  

16 

...

24

16
cos

23

8
cos

22

4
cos

0
432


















  

17 ...
5cos6

1

4cos5

1

3cos4

1

2cos3

1












 

18 

...
32

16

1
arctg

18

9

1
arctg

8

4

1
arctg

8



  

19 ...
120

1

24

1

6

1

2

1
11   

20 ...
26

6

17

5

10

4

5

3
1   

 
1.2.3. Задание 3 

 

Найти сумму ряда  
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Таблица 1.3 

 

  

n  
                 na

 
   

n  
               na

 

1 





1n
)4n)(5n(

1

 

11 





5n
)4n)(2n(

2

 

2 







1n
1n

1nn

6

53

 

12 







1n
1n3

2n

3

)15(

 

3 
)6n)(4n(

2

7n





  

13 





8n
)7n)(4n(

3

 

4 






1n
n

2n

4

)21(

 

14 







1n
1n

nn2

7

32

 

5 





4n
)3n(n

3

 

15 





6n
)5n)(4n(

1

 

6 







1n
1n2

n

3

51

 

16 







1n
1n3

n

2

43

 

7 





11n
)10n)(9n(

1

 

17 





1n
)8n)(10n(

2

 

8 






1n
n2

1nn

3

32

 

18 





 

1n
1n

n1n2

10

52

 

9 





1n
n)2n(

2

 

19 





2n
)1n(n

1

 

10 







1n
1n

2n

5

)12(

 

20 







1n
1n

n2

8

21

 
 

1.2.4. Задание 4 

 

Исследовать сходимость ряда, применяя признаки сравнения  

 

Таблица 1.4 

 

  n                   na     n                 na  

1 


 1n
22 )4n(n

1
 13 



1n
nln

1
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2 



 1n
1n )1n(5

2
 14 



 1n
3 5n)1n(

1
 

3 
)1n(n

1

1n 





 15 


 1n
3 1n

nln
 

4 





1n
)2n)(1n(n

1
 16 



 1n
4 9n

n
 

5 





1n
nlnn

1
 17 






1n
)5n2)(1n2(

1
 

6 
















1n
2 1n

n

n

1
 18 



1n
2

n2

n

2sin
 

7 


1n

2

nn

nnsin
 19 








1n
n2

sinn  

8 


 



1n
n

n

13

12
 20 



 



1n
22 )1n(n

1n2
 

9 


 1n
2

2

1n

nsin
 21 



 1n
n5n

3
 

10 


1n

2

!n

n5cos
 22 




1n
1n22)1n2(

1
 

11 


 1n
32 nn5

n
 23 



 1n
2 )2n(n

1
 

12 


 1n
3 n4n

1
 24 




1n
1n35)1n3(

4
 

 

 

                                    1.2.5. Задание 5 

            Исследовать сходимость ряда, применяя признак Даламбера. 

                                                                                                                    Таблица 1.5 

  n                   na     n                 na  

1 


 



1n
n )!1n(2

)!1n(
 14 



1n
)!n2(

!n
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2 


1n
n

2

2

2

)!n(
 15 






1n
1nn

!n
 

3 







1n

1n

)!1n(

2
 16 








1n
1n2!n

)2n3(...741
 

4 


1n

n

!n2

)!n2(10
 17 







1n
nn

)!1n(
 

5 


 



1n
n2)5n3(

2n2
 18 








1n

3 2n

)!1n(

n5
 

6 






1n

n2 en  19 






1n
n

n

n

2!n
 

7 


 1n
n

n

!n3

n
 20 







1n
)!n2(

!n5
 

8 














1n

n

5

2
)1n(  21 



 1n
n2

n

4)2n(

3
 

9 


 



1n
n2

2

2)2n(

5n
 22 








1n
)1n3(...852

)1n2(...753
 

10 


1n
2

n

)!n(

n
 23 








1n
)5n2(...1197

)2n3(...741
 

11 


 



1n
n

2

32

1n2
 24 



1n
n10

!n
 

12 







1n

1n

)!1n(

4
 25 



 



1n
n

3

23

nn
 

13 


 



1n
n2n

1n2
 26 







1n
n

4

2

1n
 

 

                                     1.2.6. Задание 6 

               Исследовать сходимость ряда, применяя признак Коши (с радикалом). 

                                                                                                                    Таблица 1.6 

  n                   na     n                 na  

1 
















1n

n

n

2

)1n

n

3

1
 13 















1n

n2

3n4

n2
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2 














1n
n

n

4

1

n

1
1

2

 14 






















1n

n

2

2
3

1n2

3n2
 

3 















 

1n

n

2

2

n

1n2
 15 


















1n

n

1n4

2n3
 

4 

















1n

n2

2n3

1n2
 16 




















1n

2n

3n4

2n3
 

5 














1n

n

5n3

n2
 17 



















1n

2

n

1n3

1n2
 

6 






















1n

n

2

2
3

1n2

2n2
 

18 






1n
n

1n

n

2
 

7 

















1n

n

1n5

3n4
 19 



1n
n)n(ln

1
 

8 














1n

n2

5n10

n
 20 







1n

n

n2
sin  

9 

















1n

n2

1n3

2n
 21 

















1n

1n

1n3

n
 

10 











 

1n
n

n

5

1

n

1n
 22 



 1n
n

n

)1n2(

3
 

11 




 

1n

n1n e2  23 






1n

n

n4
arcsin  

12 














1n

n2

1n3

n
 24 


















1n

n2

2n4

1n3
 

 

                               1.2.7. Задание 7 

                Исследовать сходимость ряда, применяя интегральный признак Коши 

 

                                                                                                                    Таблица 1.7 

  n                   na     n                 na  

1 


 



1n
2)1n(

)1nln(
 14 



 1n
3 n2lnn

1
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2 






1n
4 5n

)1nln(
 15 



 2n nlnn

1
 

3 





2n
nlnlnnlnn

1
 16 






1n
)1nln()1n(

1
 

4 






1n

n

n

e
 17 



 1n
4n1

n5
 

5 


 1n
2n1

n
 18 







1n

n

n

2
 

6 


2n
2)n(lnn

1
 19 



 1n
3

2

1n

n6
 

7 





1n
)3n2()1n2(

1
 20 



 1n
3

2

n1

n2
 

8 





2n
nlnn

1
 21 



 2n
2 1n

n
 

9 


 1n
2 )1n(ln)1n(

1
 22 



 1n
4 9n

n3
 

10 





1n
)3nln()3n(

1
 23 






1n
)2n)(1n(

1
 

11 


1n
n5

nln
 24 







1n

n

n2

3
 

12 


 1n
6

2

4n

n
 25 








1n
)2n(

)2nln(
 

13 





1n
n2lnn

1
 26 








2n
)1n(n

1n2
 

 
Задание 3 

 

Разложить функцию f(x) в ряд по степеням x – x0. 

 

Таблица 1.3 

Индивидуальные задачи к заданию 3 

n f(x) x0 n f(x) x0 
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1 2 3 4 5 6 

1 Sin(x+3) 0 20 

2xx

3
2 


 

0 

2 Ln(10x-3) 1 21 7x2   1 

3 

2x3x

1
2 

 
0 22 Ln(3x + 2) 1 

4 e
3x+2 

1 23 e
x
 3 

5 

3x4x

2
2 

 
0 24 x

2
Cos(x + 1) 0 

6 Cos(x-2) 0 25 

1x2x3

2x2
2 


 

0 

7 3 2x1  0 26 x  Sin(2x + 1) 0 

8 Ln(x + 2) 0 27 
xCos

x

Shx
  

0 

9 e
2x+1 

2 28 3 x1  7 

10 

2x3x2

1x
2 


 

0 29 Ln(3x + 1) 0,2 

11 

4

x
Sin


 

2 30 

2x5x3

1x2
2 


 

-1 

12 x1  3 31 x arctg x 0 

13 

3

x
Ch  

0 32 Ln(1 + 6x + 8x
2
) 0 

14 Ln(2x + 5) 0 33 (3 + e
-x

)
2
 0 

15 

10x3x

7
2 

 
0 34 x Sin(x + 2) -2 

16 

3

x
Sin  

1 35 

1xx6

2x
2 


 

0 

17 e
3x-1 

1 36 x – Ln(2x + 1) 0 

18 3 x7   1 37 2x4   0 

19 Cos(3x – 1) 1 38 x Cos(x – 2) 2 

  

1.2.4. Задание 4 

 

Вычислить значение функции f(x) в заданной точке x0 (f(x0)) с точностью 

до 0,001. 

Таблица 1.4 

Индивидуальные задачи к заданию 4 
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n f(x0) N f(x0) n f(x0) n f(x0) 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 3 7  15 3 06,1  29 Sin 0,4 43 6 68  

2 Sin 0,21 16 4 е/1  30 3 е/1  44 Sin 15 

3 3 9  17 3
145  31 Cos 0,31 45 Cos 0,26 

4 Cos 0,22 18 Cos 0,24 32 27  46 Ln 2,26 

5 е/1  19 5 246  33 4 17  47 4 18  

6 Ln 1,1 20 Ln 1,05 34 Ln 3,03 48 Cos 18 

7 Cos 0,4 21 Cos 0,25 35 Cos 10 49 6 556  

8 3 10  22 3 72  36 Cos 0,21 50 e 
- 1/ 6 

9 Ln 1,2 23 Ln 1,5 37 e 
- 0,3 

51 e 
- 0,15 

10 Sin 9 24 e 
- 0,1 

38 Sin 0,22 52 Ln 1,03 

11 Ln 1,3 25 Sin 36 39 Cos 9 53 Sin 0,25 

12 Sin 10 26 Cos 15 40 Ln 2,04 54 5 252  

13 5 36  27 3 130  41 Ln 1,12 55 Cos 36 

14 Sin 18 28 Ln 1,08 42 e 
- 0,4 

56 3 66  

  
1.2.5. Задание 5 

 

Вычислить определенный интеграл 

b

0

dx)x(f  с точностью до 0,001. 

Таблица 1.5 

Индивидуальные задачи к заданию 5 

n f(x) b n f(x) b 

1 2 3 4 5 6 

1 Cos x
3
 1 9 4 3x1  0,5 

2 

2x1

1


 

0,5 10  
x

2/x1Ln 
 

1 

3 
1

x

xSin
  

0,5 11 

x

1e
2x2 

 
0,1 

4 
x

2

x2Sin
  

0,5 12  
x

x31Ln 
 

0,1 

5  
x

x1Ln 2
 

0,8 13 

2

x
Sin  

0,5 
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6 2x2e  0,2 14 

3 3x8

1


 

1 

7 
xCh

x

xSh
  

1 15 
xarctg

x

1
  

0,5 

8 xCos  1 16 x Ln(1 + x
3
) 0,4 

17 Cos (10x
2
) 0,1 35 

x

1e
2x 

 
1 

18 2x7e  
0,5 36 xarctg  0,36 

19 

2
xarcsin  

0,1 37 

x

xSin
 

1 

20 
3x1

1


 

0,2 38  
x

3/x1Ln 
 

1 

Контрольные вопросы 

 

1. Что называется функциональным рядом? 

2. Область сходимости функционального ряда. 

3. Ряд Тейлора для функции f(x) по степеням х – а. 

4. Что называется степенным рядом? 

5. Область сходимости степенного ряда. Теорема Абеля. 

6. Оценка остатка функционального ряда. 

7. Применение степенных рядов к приближенным вычислениям. 

8. Теорема о непрерывности суммы функционального ряда. 

9. Теорема о почленном интегрировании и почленном дифференцирова-

нии функционального ряда. 

10. Равномерная сходимость степенного ряда. Теорема Вейерштрасса. 

11. Разложение в ряд основных функций: e
x
, Cos x, Sin x, Ln(1+x), (1+x)

m
. 

12. Условия разложимости функций в ряд Тейлора. 
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Практическая работа №6. Интегральное исчисление функций 

многих переменных 

 

1.1. ЗАДАЧА 1 

Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 

                              dx)y,x(fdy

y2

0

3

1

 . 

РЕШЕНИЕ. Область интегрирования органичена прямыми y = 1, y = 3,  x 

= 0, x = 2y. На рис.2.1. она представляет трапецию АВСD. 

 

 

 D                   Н                                С         

 

 

 

А                     В       

 

  0                                                                                                                  х 

Рис.2.1. Область интегрирования 

При интегрировании в другом порядке, вначале по y, необходимо разбить 

область АВСD прямой BH, параллельной Оy на две части, так как нижняя ли-

ния границы этой области состоит из двух частей АВ и ВС, которые имеют 

уравнения  y = 1 и  y = x/2. 

Поэтому интеграл при изменении порядка интегрирования окажется  

равным сумме двух интегралов 

.dy)y,x(fdxdy)y,x(fdxdx)y,x(fdy
3

2/x

6

2

3

1

2

0

y2

0

3

1

   

 

y 
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2.2. ЗАДАЧА 2 

Вычислить двойной интеграл    ,
yx

dxdy

D
22


 

где  D – круговое кольцо, заключенное между окружностями 

4yx,1yx 2222    (рис.2.2) 

                                              y                              

                                                                                    4yx 22   

 

 

 

                                                                                             х 

                                                                                        

                                                                                  1yx 22   

 

 

                          Рис.2.2. Область интегрирования D 

РЕШЕНИЕ. Преобразуем двойной интеграл, отнесенный к декартовым 

координатам (x,y), в двойной интеграл в полярных координатах (,). Имеем 

 siny,cosx . Якобиан соответствующего преобразования равен . 

       Очевидно, что точкам (x,y)D взаимно однозначно соответствуют точки 

(,) области }.21,20:),{(G   Поэтому данный интеграл 

равен 

             

.2dd

dddddd
sincos

1

2

0

2

0 1

2

2

1

2

0GG
2222














 

 

2.3. ЗАДАЧА 3 

 

Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.)x6(8y,xy 3232   
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РЕШЕНИЕ. Построив данные полукубические параболы ,хy 32   

,)x6(8y 32   получим криволинейный четырехугольник ОАВС на рис.2.3,  

О(0;0), В(6;0), С(4;8) 

      y 

       8                     C 

 

 

 

 

                                                 B 

       0                                        6                                                    x     

 

 

 

           

                               А    

          Рис.2.3. Графики функций  
3232 )x6(8y,хy   

 

Вследствие симметричности фигуры относительно оси Ох, ее площадь S 

равна  удвоенной площади фигуры D - криволинейного треугольника ОВС: 

.
5

2
38)32

10

9
48(2)y

10

9
y6(2

dy)y
2

3
6(2dyx2dxdy2dxdy2S

0

8
3/5

8

0

3/2
8

0
y

y
2

1
6y

2

1
6

y

8

0D 3/2

3/2
3/2

3/2



 


 

 

2.4. ЗАДАЧИ 4-5 

. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями ,yxhz 22   

)0h(hz  .Найти координаты центра масс тела, предполагая, что оно од-

нородно 
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РЕШЕНИЕ. Данное тело ограничено снизу параболоидом 
h

yx
z

22 
 ,  

сверху плоскостью z=h и проектируется в круг hyx 22   плоскости XOY. 

                             z 

 

 

 

 

 

 

                                                                                               y 

 

     х               Рис.2.4. Область интегрирования  

Используем цилиндрические координаты: 

                                      

,zz

,siny

,cosx







 

в которых уравнение параболоида будет 

                   ,
h

sincos
z

2222 
            т.е.          

h
z

2
 . 

Объем тела равен 
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Координаты центра масс тела вычисляются по формулам 

         ,
M

M
Z,

M

M
Y,

M

M
X

xy

c
zx

c

yz

c   где 

          
)V(

,dxdydz)z,y,x(M  

           
)V(

yz ,dxdydz)z,y,x(xM  
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           
)V(

zx ,dxdydz)z,y,x(yM  

           
)V(

xy ,dxdydz)z,y,x(zM  

где )z,y,x(  - плотность тела в точке (х,y,z). Для однородного тела можно по-

ложить .1)z,y,x(   

Находим: 
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Таким образом 

         .
h3

1
hZ,0Y,0X ccc   

 

Индивидуальные задания 

 

Задание 1 

Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле, сделав чертеж об-

ласти интегрирования. 

Таблица 3.1 

№ Задание № Задание 

1 


y

y

1

0

dx)y,x(fdy  
10 

dx)y,x(fdy
3

0

y3

y9 2

 




 

2 

dy)y,x(fdx
1

1

x1

0

2

 




 

11 

dy)y,x(fdx
R

0

xR

0

22

 


 

3 

dy)y,x(fdx
a

0

xax2

x

2

 


 

12 

dx)y,x(fdy
R2

2/R

yRy2

0

2

 


 

4 

dy)y,x(fdx
2

2

x4

x4

2

2

 






 

13 
dy)y,x(fdx

6

2

2x

4x2

 




 

5 
dy)y,x(fdx

2

1

x2

x

   
14 

dx)y,x(fdy
3

0

y26

y9 2

 




 

6 

 



x2

0

2

1

1

0

x

0

dy)y,x(fdxdy)y,x(fdx  
15 

dy)y,x(fdx
4

0

x16

8

x16

2

2
 





 

7 

 





)x3(
2

1

0

3

1

1

0

x

0

dy)y,x(fdxdy)y,x(fdx

2

 

16 

dy)y,x(fdx
4

2

xx8

0

2

 


 

8 

 








2x4

0

0

2

2

0

x2

0

dy)y,x(fdxdy)y,x(fdx
17 

dy)y,x(fdx
6

0

x12

xx6 2

 

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9 

dx)y,x(fdy
2

0

y4

2y

2

 




 

18 
dx)y,x(fdy

5

0

y5

y25 2

 




 

 

Задание 2 

Вычислить двойной интеграл 
D

dxdy)y,x(f . Предварительно сделать чертеж 

области интегрирования. 

№№ f(x,y) Уравнения линий, ограничивающих об-

ласть D 

1 

x

y2

 
4x,2x,x2y,xy   

2 23yx  
222 Ryx   

3 yx2   xy,xy 22   

4 

2

2

y

x
 

1yx,xy,2x   

5 )yxcos(   xy,y,0x   

6 22 yx1   0y,0x,1yx 22   

7 
1а,

yxa

1

222



 

.1yx,xy,xy 22   

8 22 yx   
1x,xy,xy   

9 
y

x

  

.1y,0x,xy2   

10 
22 yx

x


 xy,

2

x
y

2

  
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11 x  1)1y(x,2yx 22   

12 y  )0y(,1y)1x(,0y 22   

13 y2x   0x,x1y,xxy 22   

14 2x  2x,1x,
x

1
y   

15 
22 yx

x


 

px,px2y2   

16 2xy  px,px2y2   

17 xy  0y,0x,Ryx 222   

18 y  222 a)ay(x   

19 22 yx   ax2yx 22   

20 222 yxa   )0x(ayx 222   

 

Задание 3 

Вычислить площадь плоской  фигуры, ограниченной данными линиями. 

№№ Уравнения линий №№ Уравнения линий 

 1 0yx;y2yx 2   15 x9y5;y25x3 22   

2 4x4y;x2y 2   16 5yx;4xy   

3 x2y;xx4y 222   

(вне параболы) 

17 

y2x;yx

;1y3x;1yx




 

4 y9x5;x25y3 22   18  sin2;sin4  

5 x5x2y;xx4y 22   19  2cosa  
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6 04y2x;y4x 2   20  3sina  

7 2);cos1(2        

(вне кардиоиды) 

21 3222 y2)yx(   

8  cos2);cos1(2  22 )yx(a)yx( 442322   

9 244522 yxa)yx(   23 )yx(a2)yx( 222222 

 

10 yxa)yx( 32322   24 xya)yx( 2222   

11 24322 xa)yx(   25 4x;x2y;xy   

12 36522 xya)yx(   26 )yx(a2)yx( 22222   

13 24322 ya)yx(   27 

)0x(;0y

;x2cosy;xcosy




 

14 

6y3x;6yx

;y2x;yx




 

28 1x;x5y;xy   

 

Задание 4 

    Вычислить объем тела, ограниченного данными поверхностями. Найти ко-

ординаты центра масс этого тела в предположении, что оно однородно. 

№№ Уравнения поверхностей №№ Уравнения поверхностей 

1 

2x25y;4x

0x;yz;0z




 

10 

4yx

;0y;xz;0z 2




 

2 

0x;8yx;0y

;x16z;0z 2




 

11 

6yx2

;0x;y4z;0z




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3 

;0x;8y2x

;yz;0z 2




 

 

12 

;0y;8y2x

;0x;x9z;0z 2




 

4 

6xy2

;0y;0x

;x9z;0z 2







 

13 

9yx;6x

;0x;y2z;0z




 

5 

x5y;0y

;x1z;0z 2




 

14 

9yx

;yz;0z

22

2




 

6 

6yx;0y;0x

;x4z;0z 2




 

15 

3yx;0y

;x9z;0z 2




 

7 

6yx;0x

;y4z;0z 2




 

16 

4yx

;yx4z;0z

22 


 

8 

9yx;0yx2

;y
4

1
z;0z 2




 

17 

2y16x;2y

;0y;x2z;0z




 

9 

xy;4yx;0x

;yxz;0z

22

22




 

18 2xy;4zy;0z   

19 

9yx

;yxz;0z

22

22




 

28 

2yx

;9zx;0z




 

20 

6yx

;x2y

;xz;0z 2







 

29 

9zx

;x2y

;xy;0z







 

Контрольные вопросы 

1. Двойной интеграл. Области интегрирования 

2. Двойной интеграл в полярных и криволинейных координатах. 

3. Якобиан преобразования координат 

4. Геометрические приложения двойного интеграла 

5. Тройной интеграл и его приложения 
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