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1 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ЭЛЕКТРОПРИВОДА НА БАЗЕ ДВИГАТЕЛЯ 

ПОСТОЯННОГО ТОКА С РЕДУКТОРОМ 
 

Цель работы: 
 Основываясь на уравнениях электромеханического равновесия 
двигателя постоянного тока (ДПТ) независимого возбуждения 
(НВ), создать математическую модель и провести моделирование 
работы двигателя постоянного тока в программе MATLAB. 

Ознакомиться с методом решения систем дифференциальных 
уравнений в программе MATLAB средствами встроенного решателя 
дифференциальных уравнений «ode» для моделирования 
механических систем на примере ДПТ. Освоить основные 
принципы компьютерного математического моделирования. 

 
Задача 1:  

Создать файл рабочей программы с математической моделью 
работы ДПТ НВ, обеспечить выходную характеристику N=ω - 
скорость вращения якоря при заданном Nmc 2.0= - статическом 
моменте, где N – номер варианта.  

 
ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

Математическая модель двигателя состоит из электрической и 
механической частей, описываемых системой уравнений (1): 

    ,                                     (1) 
где:  
ua - напряжение источника питания, подаваемое на электрическую 
часть якоря двигателя (1 – подано номинальное напряжение, 0 – 
отключено);  
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ea - ЭДС, наводимая в обмотке якоря при пересечении проводников 
потока φ, создаваемого неподвижными полюсами; ia - 
электрический ток в якорной цепи;  ra - полное электрическое 
сопротивление якорной цепи, включая сопротивление 
дополнительных полюсов и щеток;  

a

a
a r

LT = - постоянная времени 

якорной цепи; m, mс - электромагнитный и статический моменты;  
ω - скорость вращения якоря;  φ – магнитная постоянная;  Tj - 
инерционная постоянная времени двигателя.  
Параметры двигателя:     

Первое уравнение системы (1) - баланс напряжений в 
электрической части двигателя. Второе - уравнение движения для 
механической части. Третье и четвертое - уравнения связи 
электрической и механической частей двигателя. 

Из системы уравнений (1) выразим производные через 
конечные разности: 

(2) 

(3) 
Тогда ток в якоре в момент времени определится: 

(4) 
Аналогично, для скорости ω: 

(5) 

(6) 

(7) 
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Ход решения задачи 1: 
1. Ознакомиться с теоретической частью 
2. Изучить пример реализации. 

Пример файла рабочей программы с математической 
моделью работы ДПТ НВ представлен на рисунках 1 – 3. 

 

 
Рис. 1. Пример кода объявления главной функции и 

используемых переменных  
 

 
Рис. 2. Пример кода основного цикла программы  
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Рис. 3. Пример кода вспомогательных функций 

 
3.  Создать файл рабочей программы с математической моделью 

работы ДПТ НВ и представить результаты. 
Пример вывода результатов представлен на рисунке 4. 

 
Рис. 4. Пример вывода результатов 
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Задача 2:  

Создать файл рабочей программы с математической моделью 
работы ДПТ НВ, решение дифференциальных уравнений которого, 
обеспечивается с помощью встроенной в MATLAB функции «ode». 

Необходимо выбрать модель существующего ДПТ, 
использовать его характеристики для моделирования и сравнить 
результаты моделирования  с номинальными характеристиками. 

  
ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 
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Ход решения задачи 2: 
4. Ознакомиться с теоретической частью 
5. Изучить пример реализации. 

 
 На рисунках 2 – 4 представлен программный код для 
моделирования ДПТ НВ помощью решателя дифференциальных 
уравнений “ode”. 
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Рис. 7. Пример кода объявления главной функции и используемых 

переменных 

 
Рис. 8. Пример кода основного цикла программы  
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Рис. 9. Пример программного кода математической модели ДПТ 

НВ, где решение происходит с помощью функции «ode»  

 

  
Рис. 10. Программный код вспомогательных функции 

 



 
 

13 

Характеристики двигателя приведены в файле приложения 1. 
 

6. Создать файл рабочей программы с математической моделью 
работы ДПТ НВ и представить результаты. 
Пример вывода результатов представлен на рисунке 11. 
 

 
Рис. 11. Пример вывода результатов 

 
 

МАТЕРИАЛЫ ДЛЯ СПРАВКИ 
«dydt = @(t, y) …»: Это определение анонимной функции MATlAB, 
«t» - это время, а «y» - это вектор состояния системы. Функция 
возвращает производные состояний по времени. 
«A*y + B»: Это выражение определяет производную по времени 
для обоих состояний. 
 

СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЁТА 
В отчёте о проделанной работе должно содержаться 

следующая информация:  
• Название лабораторной работы и её цель. 
• Расчетная схема объекта моделирования; 
• Программный код; 
• Рабочий файл программы; 
• Графики изменения характеристик объектов; 
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• Проверка адекватности разработанной модели путем 
анализа получаемых результатов, выводы по работе; 

• Список использованной литературы. 
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Какие функции используются для описания 

математической модели ДПТ. 
2. Каковы особенности математического моделирования 

механизмов в MATLAB. 
3. Что такое численное интегрирование, 

дифференцирование и решатель дифференциальных уравнений, их 
формулы 

4. Как проверить адекватность построенной модели? 
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2 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
МАНИПУЛЯТОРА 

 
Цель работы: 
 Провести кинематический анализ манипулятора, заданной 
конфигурации. 
 
Задачи:  

1. Проанализировать заданный манипулятор и определить: 
1.1. конфигурацию манипулятора; 
1.2. количество твёрдых тел, из которых состоит 

манипулятор; 
1.3. количество кинематических пар и их типы. 

2. Составить расчётную схему манипулятора, заданной 
конфигурации. 

3. Составить аналитическое описание модели манипулятора, 
заданной конфигурации: 
3.1. Написать уравнения решения прямой задачи кинематики; 
3.2. Написать уравнения решения обратной задачи 

кинематики. 
4. Описать желаемый закон движения исполнительного звена 

манипулятора. 
5. Составить блок-схему алгоритма численного моделирования. 
6. Провести численное математическое моделирование 

движения. 
7. Представить результаты и провести их критический анализ. 

 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 
 

На рисунке 1 изображёна твердотельная модель 
манипулятора. 
 
Решение задачи 1 
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Рис. 1. Твердотельная модель манипулятора 

 
В ходе анализа объекта, представленного на рисунке 1, было 
установлено, что:  

• объект является пространственным четырёхзвенным 
манипулятором; 

• манипулятор состоит из 4 твердых тел (рис. 1): основания – 0, 
вертикального звена – 1, двух горизинотальных звеньев – 2, 3 
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и исполнительного звена – 4, установленного на конце звена 3 
в точке С; 

• манипулятор состоит из трёх кинематических пар: в точке О 
вращательная пара относительно вертикальной оси, в точках А 
и В вращательные пары относительно фронтальной оси. 

 
Решение задачи 2 

По результатам анализа, составим расчётную схему 
пространственного четырехзвенного манипулятора (рис. 2). 

 
Рис. 2. Расчётная схема манипулятора 

 
Система координат (СК) XYZ с центром в точке O, является 

абсолютной системой отчёта. Векторы и переменные, описываемые 
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в СК XYZ, помечаются верхним индексом (0). СК x1y1z1 с центром в 
точке O, СК x2y2z2 с центром в точке А, СК x3y3z3 с центром в точке 
В и СК x4y4z4 с центром в точке С являются относительными СК, 
связанными с телами 1, 2, 3 и 4 соответственно. Векторы и 
переменные, описываемые в этих СК, помечаются индексами: (1), (2), 
(3), (4) в верхнем регистре.  

Пусть точка С движется по заданной траектории из точки S0 в 
точку S1. Вектор  ( )qrCO

)0( , описывающий координаты центра 
исполнительного звена, рассчитывается в зависимости от значений 
вектора собственных обобщённых координат, который имеет вид: 

( )Tq 322110 ϕϕϕ= . состоящий из 10ϕ - угол поворота звена 1 
относительно звена 0, вокруг оси OZ(0). 21ϕ - угол поворота звена 2 
относительно звена 1, вокруг оси Ay2

(2). 32ϕ - угол поворота звена 3 
относительно звена 2, вокруг оси By3

(3). Длины звеньев обозначены 
как: l1 – длина 1-го звена; l2 – длина 2-го звена; l3 – длина 3-го звена. 

 
Решение задачи 3 

Прямая задача кинематики 
Прямая задача кинематики робота-манипулятора заключается в 
расчёте положения и ориентации исполнительного звена на основе 
известных углов или положений суставов робота. Суть этой задачи 
заключается в том, чтобы рассчитать, в каких координатах и как 
будет ориентировано исполнительное звено (численные значения 
вектора )0(

COr ), если известна конфигурация манипулятоа и какие 
значения углов в суставах робота (численные значения вектора q ).  
Это необходимо для управления роботом и планирования 
траекторий его движений. 

Уравнение прямой задачи кинематики: 
)3(

323221211010
)2(

21211010
)1(

1010
)0( ))()()(())()(()( CBBAAOCO rRRRrRRrRr ⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅= ϕϕϕϕϕϕ .      () 

Матрицы )( 1010 ϕR , )( 2121 ϕR  и )( 3232 ϕR  используются для расчёта 
численных значений векторов каждой из точек в (0)  СК в 
трёхмерном пространстве. Эти матрицы называются матрицами 
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вращения вокруг осей декартовой системы координат и 
записываются как: 

• Вращение вокруг оси ОZ на угол 10ϕ : 

( )














 −
=

100
0cossin
0sincos

1010

1010

1010 ϕϕ
ϕϕ

ϕR .                                   (6)  

• Вращение вокруг оси Ay2 на угол 21ϕ : 

( )
















−
=

2121

2121

2121

cos0sin
010

sin0cos

ϕϕ

ϕϕ
ϕR .                                   (5)  

• Вращение вокруг оси Вy3 на угол 32ϕ : 

( )
















−
=

3232

3232

3232

cos0sin
010

sin0cos

ϕϕ

ϕϕ
ϕR .                                   (5)  

Любое вращение в трёхмерном пространстве может быть 
представлено как композиция поворотов вокруг трёх 
ортогональных осей (например, вокруг осей декартовых 
координат). 

Определим координаты точки O и её вектора )0(
Or  в (0)  СК: 

)0,0,0()0( =O ,                                                 (6) 
T

Or )000()0( = .                                              (7) 
Определим координаты точек О, А и их вектора  )1(

AOr   в (1)  СК: 
)0,0,0()1( =O ,                                                 (8) 
),0,0( 1

)1( lA = ,                                                (9) 
T

AO lOAr )00( 1
)1()1()1( =−= .                                   (10) 

Определим координаты точек A, B и их вектора  )2(
BAr  в (2)  СК: 

)0,0,0()2( =A ,                                                (11) 
)0,0,( 2

)2( lB = ,                                               (12) 
T

BA lABr )00( 2
)2()2()2( =−= .                                    (13) 

Определим координаты точек B, C и их вектора )3(
CBr  в (3)  СК: 

)0,0,0()3( =B ,                                               (14) 
)0,0,( 3

)3( lC = ,                                               (15) 
T

CB lBCr )00( 3
)3()3()3( =−= .                                 (16) 
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Определим вектор каждой из точек  в (0)  СК. 
Для расчёта ориентации звена 1 в глобальной СК используется 

матрица поворота вокруг оси ОZ, согласно (6) рассчитаем 
положение вектора )0(

AOr , зависящее от угла поворота 10ϕ  как: 
)1(

1010
)0()0( )( AOOAO rRrr ⋅+= ϕ ;                                         (17) 
















=
















⋅














 −
+















=

11

1010

1010
)0( 0

0
0
0

100
0cossin
0sincos

0
0
0

ll
rAO ϕϕ

ϕϕ
.                         (18) 

Для расчёта ориентации звена 2 в глобальной СК 
используются матрицы поворота вокруг осей Ay2 и ОZ, согласно (5, 
6) рассчитаем положение вектора )0(

BOr , зависящее от углов поворота 

10ϕ и 21ϕ  как: 
)2(

21211010
)0()0( ))()(( BAAOBO rRRrr ⋅⋅+= ϕϕ ;                                  (19) 
















⋅
































−
⋅














 −
+
















=

0
0

cos0sin
010

sin0cos

100
0cossin
0sincos

0
0 2

2121

2121

1010

1010

1

)0(

l

l
rBO

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ
ϕϕ

;              (20) 

















⋅−
⋅⋅
⋅⋅

=















⋅
















−
⋅⋅
⋅−⋅

+















=

2121

10212

211022

2121

2110101021

2110102110

1

)0(

sin
sincos
coscos

0
0

cos0sin
sinsincossincos
sincossincoscos

0
0

ϕ
ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ
ϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕϕ

ll
l
ll

l
rBO .  (21) 

Обратите внимание, что порядок перемножения матриц имеет 
важное значение! В данном примере порядок перемножения 
матриц следующий: )( 1010 ϕR , затем )( 2121 ϕR , поскольку звенья 
вращаются сначала вокруг оси ОZ, а затем вокруг оси Ay2. 

Для расчёта ориентации исполнительного звена, находящегося 
на звене 3 в глобальной СК используются матрицы поворота вокруг 
осей ОZ, Ay2 и Вy3, согласно (5, 6) рассчитаем положение вектора 

)0(
COr , зависящее от углов поворота 10ϕ , 21ϕ и 32ϕ  как: 

)3(
323221211010

)0()0( ))()()(( CBBOCO rRRRrr ⋅⋅⋅+= ϕϕϕ ;                         (22) 
















⋅
































−
⋅
















−
⋅














 −
+=

0
0

cos0sin
010

sin0cos

cos0sin
010

sin0cos

100
0cossin
0sincos 3

3232

3232

2121

2121

1010

1010
)0()0(

l
rr BOCO

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ
ϕϕ

; (23) 












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Обратная задача кинематики 
Обратная задача кинематики робота-манипулятора 

заключается в расчёте углов или положений суставов робота, 
которые необходимы для достижения заданного положения и 
ориентации исполнительного звена (например, захвата или 
инструмента). 

Условимся, что далее говоря про вектор )0(
COr  будем иметь 

ввиду его описание в СК XYZ, тогда : )0(
COCO rr = . 

Вектор COr  зависит как от времени, так и от обобщённых 
координат (): 

)()( qrtr COCO = .                                               (26) 
Взяв частную производную по времени от () получим () 

t
q

t
qr

t
tr COCO

∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂

∂ )()( .                                         (27) 

Выделим вектор производных обобщённых координат из (26) и 
получим (27): 

qJrCO
 ⋅= ,                                                    (28) 

где: J - матрица Якоби, являющаяся производной векторной 
функции от векторного аргумента (матрица частных производных). 

Матрица Якоби )(qJ  - матрица частных производных функции 
прямой кинематики по каждой из обобщённых координат, 
рассчитывается как (): 
 



 
 

22 

























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

32

)0(

21

)0(

10

)0(
32

)0(

21

)0(

10

)0(
32

)0(

21

)0(

10

)0(

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕ

COCOCO

COCOCO

COCOCO

ZZZ

YYY

XXX

J  

















+⋅−⋅−+⋅−
⋅+⋅−⋅++⋅⋅−⋅++⋅⋅
⋅+⋅−⋅++⋅⋅−⋅++⋅⋅−

=
)cos(cos)cos(0

sin)sin()sin)sin((sin)cos)cos((cos
cos)sin()sin)sin((cos)cos)cos((sin

3221321232213

103221321232213102123221310

103221321232213102123221310

ϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

lll
lllll
lllll

J

 
 
 Выразим q  из (29) и получим : 

COrJq  ⋅= −1 .                                               (29) 
Для численного решения обратной задачи кинематики 

необходимо перейти от непрерывного времени описания времени к 
дискретному (): 

ttt ∆+= ,                                                 (30) 
где: t∆ - малое, постоянное приращение (рис. 3).  

 
Рис. 3. Дискретизация непрерывного сигнала 

Тогда численно, производную вектора обобщённых координат 
можно записать в виде (): 

t
qqq

kk

∆
−

=
−1

 .                                                     (31) 
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Выразим q на  k-м как (): 
CO

kk rJqq ∆⋅+= −− 11 , 
где: 21 −− −=∆ k

CO
k

COCO rrr  - приращение функции COr  на временном шаге t∆ . 
Полученное соотношение позволяет находить вектор 

обобщенных координат q на  k-м временном шаге по известному 
значению q на (k-1)-м шаге.  

Обратная задача кинематики позволяет планировать 
траекторию движения робота. Если известно, куда должно 
переместиться исполнительное звено, можно вычислить, как 
должны измениться углы суставов, чтобы достичь этой цели. 
  
Решение задачи 4 
Планирование траектории 
 Определим простую траекторию движения, определяемую 
ломанной кривой (рис. 4 а)) на временном промежутке ( )Ttt 0∈ . 
Начальная и конечная точки траектории S0 и S1 описываются 
координатами: ),,(

000

)0(
0 SSS ZYXS = и ),,(

111

)0(
1 SSS ZYXS = . 

 
а)                                                                     б) 

Рис. 4. Заданная траектория движения: а) схема; б) график с 
численными значениями 
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 Установим зависимости траектории от времени. 
Если 






∈

30
Ttt , то: 






 ⋅⋅+=

000
,,

2
1)

3
()0(

SSS ZYTtXS . 

Если 





 ⋅

∈
3

2
3

TTt , то: 





 ⋅⋅−+⋅+=

000
,

2
1)

3
)

3
((,

2
1

3
)0(

SSS ZTTtYTXS . 

Если 





 ⋅

∈ TTt
3

2 , то: 





 ⋅⋅

⋅
−+⋅+⋅+=

2
1)

3
)

3
2((,

2
1

3
,

2
1

3 000

)0( TTtZTYTXS SSS . 

 Определим временные интервалы: 00 =t сек, 3=T  cек, 
)0,0,25.0()0(

0 =S  м, тогда следуя условиям выше: )5.0,5.0,75.0()0(
1 =S м. 

График изменения заданной траектории представлен на рисунке 4 
б). 
 
Решение задачи 5 
 На рисунке 5 представлена блок-схема алгоритма численного 
математического моделирования прямой и обратной задач 
кинематики пространственного трёхзвенного манипулятора. 
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Рис. 5. Блок-схема алгоритма численного математического 

моделирования 
 

Решение задачи 6 
 На рисунке 6 представлен пример программного кода 
MATLAB-программы для численной математической модели 
пространственного движения трёхзвенного манипулятора, согласно 
блок – схеме (рис. 5). 
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Рис. 6. Пример программного кода численной модели 
манипулятора 

 
Решение задачи 7 

На рисунках представлен пример вывода результатов 
численного моделирования прямой и обратной задач кинематики 
манипулятора. 

 
 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ 
РАБОТЫ 
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СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЁТА 
В отчёте о проделанной работе должно содержаться 

следующая информация:  
• Название лабораторной работы и её цель. 
• Расчетная схема объекта моделирования; 
• Программный код; 
• Рабочий файл программы; 
• Графики изменения характеристик объектов; 
• Проверка адекватности разработанной модели путем 

анализа получаемых результатов, выводы по работе; 
• Список использованных источников. 

 
КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

5. Какие функции используются для описания численной 
математической модели кинематики манипулятора? 

6. Как нарисовать расчётную схему манипулятора? Какие 
основные элементы должны быть на расчётной схеме 
манипулятора? 

7. Что такое фреймы? Как описывается их взаимное 
расположение? 

8. Что такое численное интегрирование, 
дифференцирование и решатель дифференциальных уравнений, их 
формулы 

9. Как проверить адекватность построенной модели? 
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3. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КИНЕМАТИКИ 
КОЛЁСНОГО РОБОТА С ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ 

ПРИВОДОМ 
 

Цель работы: 
Провести кинематический анализ колёсного робота с 

дифференциальным приводом.  
 

Задачи:  
1. Проанализировать заданный колёсный робот и определить: 

1.1. конфигурацию колёсного робота; 
1.2. количество твёрдых тел, из которых состоит колёсный 

робот; 
1.3. количество кинематических пар и их типы. 

2. Составить расчётную схему колёсного робота, заданной 
конфигурации. 

3. Составить аналитическое описание модели колёсного робота, 
заданной конфигурации: 
3.1. Написать уравнения решения прямой задачи кинематики; 
3.2. Написать уравнения решения обратной задачи 

кинематики. 
4. Описать желаемый закон движения колёсного робота. 
5. Составить блок-схему алгоритма численного моделирования. 
6. Провести численное математическое моделирование 

движения. 
7. Представить результаты и провести их критический анализ. 

 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 
Общее описание 

Дифференциальный колесный робот - это мобильный робот, 
движение которого основано на работе двух колес с независимым 
приводом, расположенных по обеим сторонам корпуса робота (рис. 
1). Таким образом, он может менять направление движения, 
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изменяя относительную скорость вращения колес, и, 
следовательно, ему не требуется дополнительное рулевое 
управление. Роботы с таким приводом обычно имеют одно или 
несколько поворотных колес для предотвращения опрокидывания 
транспортного средства. 

 
Рис. 1. Схема расположения приводов и колёс трехколесного 

робота с дифференциальным управлением 
 
 

Общее описание кинематики колёсного робота с 
дифференциальным приводом 

 
Определение систем координат 

1. Анализ робота 
Рассмотрим схему колёсного робота, представленную на 

рисунке 1. Заданный колёсный робот состоит из: корпуса, 
независимого поворотного колеса и двух независимых ведущих 
колёс с электроприводами, что указывает на то, что это колёсный 
робот с дифференциальным приводом (КРсДП). Робот состоит из 
7-ми твёрдых тел, движение в пространстве осуществляется с 
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помощью четырёх кинематических пар вращения и трёх 
цилиндр-плоскость. 
 

2. Расчётная схема робота 
Рассмотрим расчётную схему кинематики КРсДП, 

представленную на рисунке 2. Для описания положения КРсДП в 
пространстве, необходимо определить две системы координат (СК): 

1. Инерциальная система координат: это система координат, 
представляющая собой глобальную систему отсчёта (СО), 
зафиксированную в среде или плоскости, в которой 
происходит движение КРсДП. Эта СК рассматривается как СК 
в глобальной СО и обозначается как XOY. Векторы и 
переменные, описываемые в СК XОY, помечаются верхним 
индексом (0). 

2. Система координат робота: это СК являющаяся локальной СО, 
связанной с КРсДП и, таким образом, движущейся вместе с 
ним. Эта СК обозначается как x1Cy1. Векторы и переменные, 
описываемые в СК x1Cy1, помечаются верхним индексом (1). 
Две, определенные выше, системы координат показаны на 

рисунке 2, примем, что начало СК робота совпадает с его 
центром масс. 
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Рис. 2. 

  
Согласно расчётной схеме (рис. 2), положение и ориентация 

робота в инерциальной СК могут быть определены как вектор (1): 
( )T)0()0()0( ϕ= CC yxq ,                                              (1) 

где: )0(
Cx  и )0(

Cy  - координаты точки С в СК XOY, ϕ  - угол поворота 
корпуса КРсДП. 

Положение любой точки на корпусе робота может быть 
определено в СК робота (1) и инерциальной СК (0), следующим 
образом: 

Пусть ( )T)1()1()1()1( ϕ=χ CC yx , и ( )T)0()0()0()0( ϕ=χ CC yx  — векторы 
положения и ориентации точки С в (1) и (0) СК соответственно. 

Тогда, связь двух систем координат можно описать 
следующим преобразованием (2): 
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

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=


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



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


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C

C

C

Z y
x

y
x

R ,                  (2) 

где: )(ϕZR  - ортогональная матрица вращения.  
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Это преобразование также позволит рассчитывать движение 
между системами координат (3): 

)1()0( )( χϕ=χ 
ZR .                                                   (3) 

Уравнение (3) очень важно для вывода кинематических и 
динамических моделей КРсДП, поскольку оно описывает 
взаимосвязь между скоростями в инерциальной системе отсчета и 
системе отсчета робота. 

Для КРсДП основной целью кинематического моделирования 
является представление скоростей робота как функции скоростей 
ведущих колес вместе с геометрическими параметрами робота. 
 

3. Аналитическая модель 
3.1. Решение прямой задачи кинематики 

 
Аналитическая модель кинематики колёсного робота с 

дифференциальным приводом 
 

Вектор линейной скорости КРсДП в СК (1), связанной с 
роботом является средним значением линейных скоростей каждого 
ведущего колеса в СК робота, и рассчитывается согласно: 















 ω+ω⋅
=















 +
=
















=

0
0

2/)(

0
0

2/)( 21

)1(

)1(

)1(

)1(
21

RVV

z
y
x

V
CC

V

V

V

A

A

A

A

.               (5) 

Вектор скоростей вращения КРсДП рассчитывается согласно: 
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Вектор обобщённых скоростей КРсДП в СК (1) можно 
представить через скорости точки А робота в СК (1) следующим 
образом: 
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Либо в матрично-векторной форме: 
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После нахождения вектора обобщённых скоростей )1(
Aq  робота 

в СК (1) согласно уравнению (3) можно вычислить вектор 
обобщённых скоростей КРсДП в СК (0) следующим образом (9): 

)1()0( )( AZA qRq  ϕ= .                                         (9) 
 Для нахождения вектора обобщённых координат 
воспользуемся численным интегрированием методом Эйлера. 
Условимся, что дальнейшие действия происходят в СК (0), тогда 
представим (9) как (10): 

tqqq k
A

k
A

k
A ∆⋅+= − 1 .                                          (10) 

Альтернативная форма кинематической модели (11) может 
быть получена путем представления скоростей КРсДП через 
линейные и угловые скорости КРсДП в системе координат робота: 
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Уравнение (11) отражает аналитическую модель кинематики 
КРсДП. 
Форма записи кинематики (12) может использоваться для решения 
обратной задачи кинематики КРсДП. 
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3.2. Решение обратной задачи кинематики 
Для управления мы можем использовать параметры: )1(

AVx ,  Ω , 
применяемые в канонической модели (12) для непосредственного 
управления двумя компонентами линейной скорости опорной 
точки P, закрепленной на шасси робота. Это полезно, например, 
когда датчик смещён от оси колёс и  расположен в точке P. 
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Условимся, что ( )TPP yxP )0()0()0( =  будут координатами точки P в 
мировой СК, а ( )TPP yxP )1()1()1( = будут ее (постоянными) координатами 
в СК, связанной с роботом. Чтобы вычислить значения )1(

AVx ,  Ω , 
необходимые для достижения желаемого движения в мировой 
СК ( )TPP yxP )0()0()0(  = , мы сначала запишем (13): 
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Продифференцировав, получим (14): 
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Подставляя Ω  вместо ϕ  и ( )ϕ⋅ϕ⋅ sincos )1()1(
AA VV xx  вместо ( ))1()1(

PP yx и 
решая, получаем (15): 
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Уравнение (15) можно интерпретировать как (16): 
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qJ  - матрица Якоби, описывающая 

между движением точки P и ( )Ω)1(
AVx  в мировой системе отсчёта. 

Расчёт желаемых угловых скоростей ведущих колёс КРсДП 
происходит согласно (17): 
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4. Желаемый закон движения 
Определим простую траекторию движения, зависящую от 

времени S(t) (рис. 3) на временном промежутке ( )Ttt 0∈ . Начальная 
и конечная точки траектории S0 и S1 описываются 
координатами: ),(

00

)0(
0 SS YXS = и ),(

11

)0(
1 SS YXS = . 

Уравнения, описывающие траекторию имеет вид (18): 
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Определим временные интервалы: t0 сек, T = 10 cек, )0,6.0()0(
0 =S  м, 

тогда следуя условиям выше: )75.0,6.5()0(
1 =S м.  

 
Рис. 3. Заданная траектория движения 

 
5. Алгоритм моделирования 
На рисунке 4 представлена блок-схема алгоритма численного 

математического моделирования прямой и обратной задач 
кинематики КРсДП. 
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Рис. 4. Блок-схема алгоритма численного математического 

моделирования 
 

6. Численное математическое моделирование 
На рисунке 5 представлен пример программного кода MATLAB-

программы для численной математической модели 
пространственного движения трёхзвенного манипулятора, согласно 
блок – схеме (рис. 4). 
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Программный код функций, отвечающих за анимацию, 
представлен в приложении.  
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Рис. 5. Пример программного кода численной математической 

модели кинематики КРсДП 
 

7. Результаты численного математического моделирования 
На рисунках 6 - 9 представлен пример вывода результатов 

численного моделирования прямой и обратной задач кинематики 
КРсДП. 
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Рис. 6. Кадр из анимации движения модели кинематики КРсДП 

 

 
Рис. 7. Графики изменения траекторий движения ключевых точек 

КРсДП 
 



 
 

41 

 
Рис. 8. Графики изменения траекторий движения точек S и P 

 

 
Рис. 9. Графики изменения вычисленных угловых скоростей колёс 

1ω и 2ω  
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

Таблица 1, варианты заданий  
Вариант R колеса, 

м 
L колёсной 

оси, м 
CA смещение центра 

масс, м 
1 0.1 0.25 0 
2 0.15 0.5 0.125 
3 0.25 0.65 -0.2 
4 0.37 0.7 -0.25 
5 0.5 0.3 0.15 
6 0.05 0.28 0 
7 0.175 0.9 0.45 
8 0.2 1.0 0.3 
9 0.18 1.5 -0.29 
10 0.3 2.0 0.37 
11 0.19 1 0 
12 0.21 1.25 0.2 
13 0.25 0.75 -0.22 
14 0.27 0.95 -0.56 
15 0.39 0.65 0 
16 0.55 0.9 -0.14 

 
 

СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЁТА 
В отчёте о проделанной работе должно содержаться 

следующая информация:  
• Название лабораторной работы и её цель. 
• Расчетная схема объекта моделирования; 
• Программный код; 
• Рабочий файл программы; 
• Графики изменения характеристик объектов; 
• Проверка адекватности разработанной модели путем 

анализа получаемых результатов, выводы по работе; 
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• Список использованных источников. 
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Какие функции используются для описания численной 

математической модели кинематики колёсного робота с 
дифференциальным приводом? 

2. Как нарисовать расчётную схему кинематики колёсного 
робота с дифференциальным приводом? Какие основные элементы 
должны быть на расчётной схеме кинематики колёсного робота с 
дифференциальным приводом? 

3. Что такое фреймы? Как описывается их взаимное 
расположение? 

4. Что такое матрица / вектор? Какие действия с векторами 
и матрицами вы можете назвать? Запишите основные действия с 
матрицами и векторами. 

5. Что такое численное интегрирование, 
дифференцирование и решатель дифференциальных уравнений, их 
формулы 

6. Как проверить адекватность построенной модели? 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
Программный код функций, отвечающих за анимацию 
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