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1. Öåëü ðàáîòû

Èçó÷èòü òðàíñêðèòè÷åñêóþ è ñóáêðèòè÷åñêóþ âèëîîáðàçíóþ áèôóðêà-
öèè â îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ.

2. Òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ

Òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ ñâÿçàíà ñ îáðàùåíèåì ìóëüòèïëèêàòîðà
â +1, ò.å. â êðèòè÷åñêèé òî÷êå ñóùåñòâóåò íåãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì +1.

3. Ìîäåëüíîå îòîáðàæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ áèôóðêàöèè
(íîðìàëüíàÿ ôîðìà)

xk+1 = F (a, xk), F (a, x) = (1 + a)x− x2. (1)

Óðàâíåíèå äëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

F (a, x)− x = 0, ãäå F (a, x) = (1 + a)x− x2

èëè

x+ ax− x2 − x = 0⇒ ax− x2 = 0.

Îòñþäà îòîáðàæåíèå èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè:

x∗1 = 0, x∗2 = a.

Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè F (a, x) ïî x:

∂F (a, x)

∂x
= 1 + a− 2x.

Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå äëÿ
∂F (a, x)

∂x
êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê x∗1,2,

ïîëó÷èì ìóëüòèïëèêàòîðû:

∂F (a, x∗1)

∂x
= a− 2x∗1 = 1 + a,

∂F (a, x∗2)

∂x
= a− 2x∗2 = 1− a.
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Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗1 îïðåäå-
ëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

−1 <
∂F (a, x∗1)

∂x
< +1⇔ −1 < 1 + a < +1.

Ðåøèâ ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà a, ïîëó÷èì îáëàñòü óñòîé÷è-
âîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗1:

−2 < a < 0.

Åñëè a > 0 òî
∂F (a, x∗1)

∂x
> +1;

Åñëè a < −2 òî
∂F (a, x∗1)

∂x
< −1;

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé ñ ìóëüòèïëè-
êàòîðîì +1 ïðè a = 0:

∂F (a, x∗1)

∂x
= +1⇔ 1 + a = +1⇒ a = 0.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé ñ ìóëüòèïëèêàòî-
ðîì −1 ïðè a = −2:

∂F (a, x∗1)

∂x
= −1⇔ 1 + a = −1⇒ a = −2.

Óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗2 = a:

−1 <
∂F (a, x∗2)

∂x
< +1⇔ −1 < 1− a < +1 ïðè 0 < a < 2.

Åñëè a < 0 òî
∂F (a, x∗2)

∂x
> +1;

Åñëè a > 2 òî
∂F (a, x∗2)

∂x
< −1.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗2 = a ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé c ìóëüòèïëèêàòî-
ðîì +1, êîãäà a = 0:

∂F (a, x∗2)

∂x
= +1⇔ 1− a = 1 ïðè a = 0.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗2 = a ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé c ìóëüòèïëè-
êàòîðîì -1, êîãäà a = 2:

∂F (a, x∗2)

∂x
= +1⇔ 1− a = −1 ïðè a = 2.
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Ðèñ. 1. Äî áèôóðêàöèè a < 0.0.

Òàêèì îáðàçîì, òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ ñâÿçàíà ñ íàðóøåíèåì
óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê x1,2 ïðè a = 0, êîãäà ìóëüòè-
ïëèêàòîðû îáðàùàþòñÿ â +1:

∂F (a, x∗1,2)

∂x
= +1⇔ 1± a = +1 ïðè a = 0.

4. Îïèñàíèå áèôóðêàöèè

Áóäåì óâåëè÷èâàòü ïàðàìåòð a, ñëåäÿ çà ïîëîæåíèåì x∗1,2, à òàêæå çà

ìóëüòèïëèêàòîðàìè
∂F (a, x∗1,2)

∂x
= 1± a.

Ïðè −2 < a < 0 îòîáðàæåíèå èìååò äâå ãèïåðáîëè÷åñêèå íåïîäâèæíûå
òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ óñòîé÷èâàÿ x∗1 = 0, a äðóãàÿ x∗2 = a � íåóñòîé÷èâàÿ.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà a îáå íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1,2 ñáëèæàþòñÿ.

Ïðè ýòîì îáà ìóëüòèïëèêàòîðà
∂F (a, x∗1,2)

∂x
= 1± a ñòðåìÿòñÿ ê +1. Â òî÷êå

a = 0.0, ãäå
∂F (a, x∗1,2)

∂x
= 1 ± a = +1 íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1,2 ñëèâàþòñÿ, à

ãðàôèê ôóíêöèè F (a, x) êàñàåòñÿ áèññåêòðèñû y = x.
Ïðè a = 0.0 íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1,2 = 0 ñòàíîâÿòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèìè

ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì +1, ïðè÷åì

∂F (0, 0)

∂x
= +1,

∂F 2(0, 0)

∂x2
= −2 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0 ñóùåñòâóåò ïîëóóñòîé÷èâàÿ
ñïðàâà íåãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = x∗2 = 0. Ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç òî÷êó áèôóðêàöèè a = 0.0, ò.å. ïðè ñìåíå çíàêà ïàðàìåòðà ñ
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(à) (á)

Ðèñ. 2. (à) Äî áèôóðêàöèè a < 0.0. (á) Â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0.

(à)

(á) (â) (ã)

Ðèñ. 3. (à) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. (á) Äî áèôóðêàöèè a < 0.0. (â) Â òî÷êå
áèôóðêàöèè a = 0.0. (ã) Ïîñëå áèôóðêàöèè a > 0.0

¾ìèíóñà¿ íà ¾ïëþñ¿, íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1,2 ¾îáìåíèâàþòñÿ¿ (�exchange of
stability�) óñòîé÷èâîñòüþ: x∗1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé, a x∗2 = a � óñòîé-
÷èâîé (ðèñ. 3).

6



5. Ñóáêðèòè÷åñêàÿ âèëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ

Êàê ìû ãîâîðèëè ðàíåå, ñóùåñòâóþò äâå ìîäèôèêàöèè: ñóáêðèòè÷åñêàÿ
è ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóáêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ. Âè-
ëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ òàêæå ñâÿçàíà c îáðàùåíèåì ìóëüòèïëèêàòîðà â +1.

Ìîäåëüíîå îòîáðàæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ áèôóðêàöèè (íîðìàëüíàÿ ôîðìà):

xk+1 = F (a, xk), F (a, x) = (1 + a)x+ x3. (2)

Óðàâíåíèå äëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

F (a, x)− x = 0, ãäå F (a, x) = (1 + a)x+ x3

èëè

(1 + a)x− x3 − x = 0⇒ x3 + ax = 0.

Îòñþäà ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a îòîáðàæåíèå òðè
íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1 = 0, x∗2,3 = ±

√
−a, à ïðè a > 0 � îäíó: x∗1 = 0.

Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè F (a, x) ïî x:

∂F (a, x)

∂x
= 1 + a+ 3x2.

Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå äëÿ
∂F (a, x)

∂x
êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê x∗1 = 0,

x∗2,3 = ±
√
−a, ïîëó÷èì ìóëüòèïëèêàòîðû:

∂F (a, x∗1)

∂x
= 1 + a,

∂F (a, x∗2,3)

∂x
= 1− 2a.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗1 = 0 îïðå-
äåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

−1 <
∂F (a, x∗1)

∂x
< +1⇔ −1 < 1 + a < 1.

Ðåøèâ ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà a, ïîëó÷èì îáëàñòü óñòîé÷è-
âîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗1 = 0:

−2 < a < 0.

Åñëè a > 0 òî
∂F (a, x∗1)

∂x
> +1;

Åñëè a < −2 òî
∂F (a, x∗1)

∂x
< −1.

7



Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé ñ ìóëüòèïëèêàòî-
ðîì +1 ïðè a = 0:

∂F (a, x∗1)

∂x
= +1⇔ 1 + a = +1⇒ a = 0.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé ñ ìóëüòèïëèêàòî-
ðîì −1 ïðè a = −2:

∂F (a, x∗1)

∂x
= −1⇔ 1 + a = −1⇒ a = −2.

Ñèììåòðè÷íûe ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗2,3 = ±
√
−a ïðè

a < 0 íåóñòîé÷èâû

1− 2a > +1 ïðè a < 0.

Ïðè a = 0 ñèììåòðè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñëèâàþòñÿ ñ x∗1 = 0:

x1∗ = x∗2,3 = 0

è ñòàíîâÿòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèìè ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì +1.

6. Îïèñàíèå áèôóðêàöèè

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè x∗1 = 0 íå èçìåíèëîñü. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, êàê
è ðàíåå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïðè a > 0. Îäíàêî íåóñòîé÷èâûå x∗2,3 =
±
√
−a, a < 0 ïðè óâåëè÷åíèè a ¾âëèïàþò¿ â x∗1 = 0 è èñ÷åçàþò ïðè ñìåíå

çíàêà a c ¾ìèíóñà¿ íà ¾ïëþñ¿.
Ïðè a < 0 îòîáðàæåíèå òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè: x∗1 = 0, êîòîðàÿ óñòîé-

÷èâà ïðè −2 < a < 0 è äâå íåóñòîé÷èâûå ñèììåòðè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè
x∗2,3 ±

√
−a.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà a ìóëüòèïëèêàòîð
∂F (a, x∗1)

∂x
= 1 + a ñòðå-

ìÿòñÿ ê +1. Ïðè a = 0.0, ãäå
∂F (a, x∗1)

∂x
= +1, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0

ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé.
Ïðè÷åì, êàê ìîæíî âèäåòü èç ãðàôèêà ôóíêöèè F (a, x), ïðîèçâîäíûå â

òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0 ðàâíû
∂F (0, 0)

∂x
= +1,

∂F 2(0, 0

∂x2
= 0.

Ïîñêîëüêó
∂F 3(0, 0

∂x3
= 6 > 0, òî ïðè a = 0.0 íåãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïî-

äâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 íåóñòîé÷èâà.
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(à) (á) (â)

Ðèñ. 4. (à) Äî áèôóðêàöèè a < 0.0. (á) Â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0. (â) Ïîñëå
áèôóðêàöèè a > 0.0

(à)

(á) (â) (ã)

Ðèñ. 5. (à) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. (á) Äî áèôóðêàöèè a < 0.0. (â) Â òî÷êå
áèôóðêàöèè a = 0.0. (ã) Ïîñëå áèôóðêàöèè a > 0.0

Ïðè a = 0.0 íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗2,3 = ±
√
−a = 0 òàêæå ñòàíîâÿòñÿ

íåãèïåðáîëè÷åñêèìè ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè +1, ïðè÷åì

∂F (0, 0)

∂x
= +1,

∂F 2(0, 0)

∂x2
= 0.
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Ïîñêîëüêó
∂F 3(0, 0

∂x3
= 6 > 0, òî ïðè a = 0.0 íåãèïåðáîëè÷åñêèå íåïîäâèæíûå

òî÷êè x∗2,3 = 0 òàêæå íåóñòîé÷èâû.
Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó áèôóðêàöèè a = 0.0 â îáëàñòü a > 0 íåïî-

äâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé, à x∗2,3 = ±
√
−a èñ÷åçàþò

(ñì. ðèñ. 5).

7. Çàäàíèå íà ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó

Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè è îòâå÷àþùèå èì ìóëüòèïëèêàòîðû îòîá-
ðàæåíèÿ xk+1 = F (a, xk). Çäåñü a � ïàðàìåòð. Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò,
âûïîëíèòå êà÷åñòâåííûé àíàëèç òðàíñêðèòè÷åñêîé è âèëîîáðàçíîé áèôóð-
êàöèé.

7.1. Âàðèàíòû çàäàíèé

Âàðèàíò 1.

(a) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = a(x− x2).

(b) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = 0.2x+ ax+ x3.

Âàðèàíò 2.

(a) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = (0.25 + a)x− x2.

(b) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = ax+ x3.

Âàðèàíò 3.

(a) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,
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F (a, x) = x+ ax+ x2.

(b) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = x+ 0.5ax+ x3.

Âàðèàíò 4.

(a) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = (a+ 1/2)x+ x2.

(b) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = (0.5 + 1.25a)x+ x3.

Âàðèàíò 5.

(a) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = 0.25ax+ x3.

(b) xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = ax+ x2 − 0.5x.

7.2. Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

• 1. Èçó÷èòå òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî òðàíñêðèòè÷åñêîé è ñóáêðèòè÷å-
ñêîé âèëîîáðàçíîé áèôóðêàöèÿì è ìåòîäèêó êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà.

• 2. Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè è îòâå÷àþùèå èì ìóëüòèïëèêàòîðû. Äëÿ
ýòîãî:

(a) Âûïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê:

F (a, x)− x = 0.

Ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x.
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(á) Íàéòè ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè F (a, x) ïî x: F ′(a, x) =
∂F (a, x)

∂x
.

(â) Ïóñòü x∗ � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ F (a, x) − x = 0, ò.å.
F (a, x∗) − x∗ = 0. Íàéòè ìóëüòèïëèêàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè F ′(a, x∗),
ïîäñòàâèâ êîðåíü óðàâíåíèÿ F (a, x)− x = 0 â âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîä-
íîé F ′(a, x).

Çàìå÷àíèå: ×èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ F (a, x) − x = 0
åñòü ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

• 3. Äëÿ êàæäîé íåïîäâèæíîé òî÷êè íàéòè îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ
ýòîãî:

(a) Âûïèñàòü óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷-
êè:

−1 <
∂F (a, x∗)

∂x
< +1.

Ðåøèòü ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà a. Ýòî è åñòü îáëàñòü
óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè ïî ïàðàìåòðó a (äèàïàçîí çíà÷åíèé
a).

(á) Åñëè∣∣∣∣∂F (a, x∗)

∂x

∣∣∣∣ > 1,

òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íåóñòîé÷èâà.

(â) Âûïèñàòü óñëîâèå íàðóøåíèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè:

∂F (a, x∗)

∂x
= +1 è

∂F (a, x∗)

∂x
= −1.

Ðåøèòü ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà a, òåì ñàìûì ðàññ÷èòàòü
çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì +1 èëè −1, ñîîòâåòñòâåííî.
(ã) Îïðåäåëèòü óñòîé÷èâîñòü íåãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ñ
ìóëüòèïëèêàòîðîì +1.

• 4. Íàïèøèòå ïðîãðàììó ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è èòå-
ðàöèîííûõ äèàãðàìì. Âûïîëíèòå êà÷åñòâåííûé àíàëèç áèôóðêàöèîí-
íîãî ïåðåõîäà, ðàññ÷èòàâ áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó è èòåðàöèîííûå
äèàãðàììû äî áèôóðêàöèè, â òî÷êå áèôóðêàöèè è ïîñëå áèôóðêàöèè
(ñì., íàïðèìåð, Fig. 5). Ñôîðìóëèðóéòå âûâîäû.
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• 5. Îôîðìèòå îò÷åò ïî ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå.
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