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1. Öåëü ðàáîòû

Èçó÷åíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè ìåòîäà-
ìè íóëåâîãî ïîðÿäêà è ïîëó÷åíèå ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî â òî÷êàõ, ãäå ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìàê-
ñèìóìà èëè ìèíèìóìà, åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ðàâíà íóëþ. Ìû òàêæå çíàåì,
êàê, ïîëüçóÿñü ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî èìååò
ôóíêöèÿ f(x) â äàííîé òî÷êå x = x∗ (ñòàöèîíàðíîé) ìàêñèìóì, ìèíèìóì
èëè ïåðåãèá. Äëÿ ýòîãî ïðèõîäèòñÿ íàì âû÷èñëÿòü f ′(x) ïðè çíà÷åíèÿõ x,
áëèçêèõ ê x∗, ñïðàâà è ñëåâà îò x∗.

Ìû çíàåì òàêæå äðóãîé ìåòîä, ïðè êîòîðîì ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïðèâëå-
êàåòñÿ âòîðàÿ, òðåòüÿ è ò.ä. ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à î íàõîæäåíèè òîãî çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðîì
äàííàÿ ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ
ìèíèìóìà ôóíêöèè −f(x).

Òî åñòü äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü çíàê ôóíêöèè f(x) íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûé. Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çàäà÷è íàõîæäåíèÿ
ìèíèìóìà f(x).

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a0, b0]. Îáû÷-
íî äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿþò ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è
íàõîäèòñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
çíà÷åíèé f(x) è åå ïðîèçâîäíûõ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ âíóòðè çàäàííîãî îòðåç-
êà [a0, b0]. Ýòîò èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì íåîïðåäåëåííîñòè.

Òàêèå ìåòîäû äåëÿòñÿ íà íåñêîëüêî êëàññîâ. Ôàêòè÷åñêè âñå ýòè ìåòîäû
îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f(x) íà îòðåçêå [a0, b0] ÿâëÿåòñÿ óíèìî-
äàëüíîé. Îïðåäåëåíèå óíèìîäàëüíîñòè f(x) äàäèì ÷óòü ïîçæå.

Ìû íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè, â
êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ çàäàí-
íîãî îòðåçêà [a, b] è íå òðåáóþòñÿ âû÷èñëåíèÿ åå ïðîèçâîäíûõ. Òàêèå ìåòîäû
íîñÿò íàçâàíèå ïðÿìûõ ìåòîäîâ èëè ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ óíèìîäàëüíîé íà èíòåðâàëå
[a0, b0], åñëè îíà äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà [a0, b0] â åäèíñòâåííîé
òî÷êå x∗. Ïðè÷åì ñëåâà îò x∗ ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî óáûâàåò, à ñïðàâà îò x∗ �
ñòðîãî âîçðàñòàåò.
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(a) (á)

(â)

Ðèñ. 1. (à) Ôóíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è íå ÿâëÿþùàÿñÿ
óíèìîäàëüíîé. (á),(â) Óíèìîäàëüíûå ôóíêöèè

2.1. Îñíîâíûå ýòàïû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

• Âûáîð íà÷àëüíîãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè [a0, b0]. Ãðàíèöû a0 è b0
äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà óíèìîäàëüíîé.

• Óìåíüøåíèå èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè, íà êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ êî-
íå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíîãî èíòåðâàëà ñ òåì,
÷òîáû óìåíüøèòü åãî äëèíó äî çàðàíåå óñòàíîâëåííîé âåëè÷èíû.

• Ïðîâåðêà óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ ïîèñêà. Ïîèñê çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà, íà-
ïðèìåð, äëèíà |ak − bk|, k = 1, 2, .... òåêóùåãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííî-
ñòè [ak, bk] îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå óñòàíîâëåííîé âåëè÷èíû.

• Çàìåòèì, ÷òî âûáîð êðèòåðèÿ îñòàíîâà î÷åíü ñëîæåí, â îñîáåííîñòè äëÿ
ïëîõî ìàñøòàáèðîâàííûõ çàäà÷. Â ïîëíîì îáúåìå ýòîò âîïðîñ òðåáóåò
îòäåëüíîãî îáñóæäåíèÿ.
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(a)

(á)

Ðèñ. 2. (à) Îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåé ãëóáèíû â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ðåêè áðîñàíèåì
ðó÷íîãî ëîòà. (á) Ðó÷íîé ëîò

2.2. Ïðèìåð. Îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåé ãëóáèíû âîäîåìà ðó÷íûì
ëîòîì

Ïðîñòåéøèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïåðåáîðà. Ðàç-
îáúåì îòðåçîê [a0, b0] íà N ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè äåëåíèÿ

xk = a0 +
L0

N
· k, k = 0, 1, ...N, L0 = b0 − a0 = |a0 − b0|.

Âûïîëíèì N èçìåðåíèé áðîñàíèåì ëîòà â òî÷êàõ xk è íàéäåì òî÷êó äëÿ
êîòîðîé ãëóáèíà íàèáîëüøàÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ íàè-
áîëüøåé ãëóáèíû íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

ε =
L0

N
.

×èñëî èçìåðåíèé (ýêñïåðèìåíòîâ) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ε. Ïðè ìàëûõ ε,
÷èñëî èçìåðåíèé N ìîæåò äîñòèãàòü àñòîðíîìè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Êàê óìåíüøèòü ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ? Ðàññìîòðèì äàëåå ìåòî-
äû, ïîçâîëÿþùèå óìåíüøèòü ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ.
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Ðèñ. 3. Âûáîð ïðîáíûõ òî÷åê: L0 = |a0 − b0|� äëèíà èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè; x1, x2,
xs � ïðîáíûå òî÷êè

Ðèñ. 4.

2.3. Ìåòîä äåëåíèÿ èíòåðâàëà ïîïîëàì

Ìåòîä ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ïîëîâèíó òåêóùåãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåí-
íîñòè íà êàæäîé èòåðàöèè. Èíîãäà ýòîò ìåòîä íàçûâàþò òðåõòî÷å÷íûì
ïîèñêîì íà ðàâíûõ èíòåðâàëàõ, ïîñêîëüêó ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà îñíîâà-
íà íà âûáîðå òðåõ ïðîáíûõ òî÷åê x1, x2 è xs, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â
èíòåðâàëå ïîèñêà.

• Øàã 1. Çàäàòü íà÷àëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè [a0, b0] è òðåáóå-
ìóþ òî÷íîñòü ε > 0 îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà x∗ ôóíêöèè f(x).

• Øàã 2. Âû÷èñëèòü ñðåäíþþ òî÷êó xs =
a0 + b0

2
è äëèíó èíòåðâàëà

íåîïðåäåëåííîñòè L0 = |a0−b0|. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â ñðåäíåé
òî÷êå, ò.å. f(xs) (ðèñ. 4).
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Ðèñ. 5.

(a) (á)

Ðèñ. 6.

• Øàã 3. Âû÷èñëèòü äâå ïðîáíûå òî÷êè:

x1 = a0 +
L0

4
; x2 = b0 −

L0

4
.

• Øàã 4. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) â ïðîáíûõ òî÷êàõ, ò.å. f(x1),
f(x2) (ðèñ. 5). Ñðàâíèòü f(x1) è f(xs).

4.1. Åñëè f(x1) < f(xs), òî èñêëþ÷èòü îòðåçîê [xs, b0], ïîëîæèâ b0 ←
xs. Ñðåäíåé òî÷êîé íîâîãî èíòåðâàëà ñòàíîâèòñÿ x1: xs ← x1 (ðèñ. 6).
Ïåðåéòè ê øàãó 6.

4.2. Åñëè f(x1) > f(xs), òî ïåðåéòè ê øàãó 5.

• Øàã 5. Ñðàâíèòü f(x2) è f(xs).

5.1. Åñëè f(x2) < f(xs), òî èñêëþ÷èòü îòðåçîê [a0, xs], ïîëîæèâ a0 ← xs
è xs ← x2 (ðèñ. 7). Ïåðåéòè ê øàãó 6.

5.2. Åñëè f(x2) > f(xs), òî èñêëþ÷èòü îòðåçêè [a0, x1] è [b0, x2], ïîëîæèâ
a0 ← x1 è b0 ← x2, xs � ñðåäíÿÿ òî÷êà (ðèñ. 8). Ïåðåéòè ê øàãó 6.
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(a) (á)

Ðèñ. 7.

• Øàã 6. Âû÷èñëèòü äëèíó òåêóùåãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè:

L0 = |a0 − b0|.

Åñëè L0 < ε, òî çàêîí÷èòü ïîèñê. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ìîæíî âçÿòü ñåðåäèíó ïîñëåäíåãî èíòåðâàëà ïîèñêà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âåðíóòüñÿ ê øàãó 3.

• ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ñðåäíÿÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåìûõ èíòåðâà-
ëîâ âñåãäà ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ïðîáíûõ òî÷åê x1 è x2 èëè xs, íàéäåííûõ
íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîé èòåðàöèè òðåáóåò-
ñÿ íå áîëåå äâóõ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

• ×èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà x∗ ñ
òî÷íîñòüþ ε íàõîäèòñÿ èç íåðàâåíñòâà:

L0

2k
6 ε, ε > 0.

Îòñþäà

k >
ln(L0/ε)

ln 2
.

Çäåñü L0 � äëèíà íà÷àëüíîãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè.

3. Ìåòîä äèõîòîìèè

Àëãîðèòì ìåòîäà îïèðàåòñÿ íà àíàëèç çíà÷åíèé ôóíêöèè â äâóõ òî÷êàõ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ òî÷åê òåêóùèé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè äåëèòñÿ
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(a) (á)

(a) (á)

Ðèñ. 8.

ïîïîëàì, è â îáå ñòîðîíû îò ñåðåäèíû îòêëàäûâàåòñÿ îòðåçîê äëèíîé
δ

2
, ãäå

δ � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà ïîèñêà ñòàíäàðòíûå: ïîèñê çàêàí÷èâàåòñÿ,

êîãäà äëèíà òåêóùåãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå óñòà-
íîâëåííîé âåëè÷èíû.

Àëãîðèòì âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå øàãè.

• Øàã 1. Çàäàòü íà÷àëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè [a0, b0], òðåáóåìóþ
òî÷íîñòü ε > 0 îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà x∗ è δ > 0 � ìàëîå ÷èñëî.

• Øàã 2. Âû÷èñëèòü äâå ïðîáíûå òî÷êè:

x1 =
a0 + b0 − δ

2
; x2 =

a0 + b0 + δ

2

Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) â ïðîáíûõ òî÷êàõ, ò.å. f(x1), f(x2)
(ñì. ðèñ. 9(à)).

• Øàã 3. Ñðàâíèòü f(x1) è f(x2).

3.1. Åñëè f(x1) < f(x2), òî èñêëþ÷èòü îòðåçîê [x2, b0], ïîëîæèâ b0 ← x2
(ðèñ. 9(á)). Ïåðåéòè ê øàãó 4.
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(a) (á)

Ðèñ. 9.

(a)
(á)

Ðèñ. 10.

3.2. Åñëè f(x1) > f(x2), òî èñêëþ÷èòü îòðåçîê [a0, x1], ïîëîæèâ a0 ← x1
(ðèñ. 10). Ïåðåéòè ê øàãó 4..

• Øàã 4. Âû÷èñëèòü äëèíó òåêóùåãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåíîñòè:

L0 = |a0 − b0|.

Åñëè L0 < ε, òî çàêîí÷èòü ïîèñê. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ìîæíî âçÿòü ñåðåäèíó ïîñëåäíåãî èíòåðâàëà ïîèñêà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âåðíóòüñÿ ê øàãó 2.

×èñëî δ âûáèðàåòñÿ íà èíòåðâàëå (0.0; 2ε).

4. Ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ

Çîëîòîå ñå÷åíèå ïîëó÷èëî ðàñïðîñòðàíåíèå â àðõèòåêòóðå è æèâîïèñè ñ
XV âåêà, áëàãîäàðÿ âåëèêîìó èòàëüÿíñêîìó ó÷åíîìó è õóäîæíèêó Ëåîíàðäî
äà Âèí÷è. Ïóñòü äàí îòðåçîê AB. Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà C âûïîëíÿåò çîëîòîå
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Ðèñ. 11.

ñå÷åíèå AB, åñëè

AB

CB
=
CB

AC
.

Îïðåäåëåíèå Çîëîòûì ñå÷åíèåì îòðåçêà ÀÂ íàçûâàåòñÿ òàêîå åãî äå-

ëåíèå íà äâå íåðàâíûå ÷àñòè, ïðè êîòîðîì îòíîøåíèå äëèíû âñåãî îòðåçêà

ê äëèíå åãî áîëüøåé ÷àñòè ðàâíî îòíîøåíèþ áîëüøåé ÷àñòè ê äëèíå ìåíü-

øåé.

4.1. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà çîëîòîãî ñå÷åíèÿ

Îáîçíà÷èì AC = u, BC = v (ñì. ðèñ. 11), à îòíîøåíèå Φ = v/u (îò
èìåíè äðåâíåãðå÷åñêîãî ñêóëüïòîðà Ôèäèÿ). ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå Φ äëÿ
çîëîòîãî ñå÷åíèÿ?

Èìååì
v

u
=
v + u

v
.

îòñþäà
v

u
= 1 +

u

v
è

Φ = 1 +
1

Φ
.

Φ2 − Φ− 1 = 0.

Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó

Φ =

√
5 + 1

2
≈ 1.618034.

Ïðè÷åì, 1/Φ =
2√

5 + 1
=

√
5− 1

2
≈ 0.618034.

Êðîìå òî÷êè C, ñóùåñòâóåò åùå îäíà òî÷êà D, îñóùåñòâëÿþùàÿ çîëîòîå
ñå÷åíèå (ñì. ðèñ. 12):

AD

DB
=
AB

AD
.
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Ðèñ. 12.

Ðèñ. 13.

Ðèñ. 14.

Î÷åâèäíî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,

AD

DB
= Φ.

Òàêèì îáðàçîì,
CB

AC
= Φ,

AD

DB
= Φ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî:

AB − AC
AC

= Φ,
AB −DB

DB
= Φ,

îòêóäà (1 + Φ)AC = AB, (1 + Φ)DB = AB

è çíà÷èò AC = DB.
Óòâåðæäåíèå. Òî÷êà C âûïîëíÿåò çîëîòîå ñå÷åíèå îòðåçêàAD, à òî÷êà

D � çîëîòîå ñå÷åíèå îòðåçêà CB (ñì. ðèñ. 13).
Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì AC = DB = u, CD = ω. Ïî îïðåäåëåíèþ çîëîòîãî ñå÷åíèÿ

u+ ω

u
=

2u+ ω

u+ ω

èëè 1 +
ω

u
= 1 +

u

u+ ω
, îòêóäà

ω

u
=

u

u+ ω
è
u

ω
=
u+ ω

u
. Îòñþäà è ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå.

4.2. Àëãîðèòì

• Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàåì íà÷àëüíûé îòðåçîê íåîïðåäå-
ëåííîñòè [a0, b0] è âûáèðàåì äâå ïðîáíûå òî÷êè x1 è x2, âûïîëíÿþùèå
çîëîòîå ñå÷åíèå îòðåçêà [a0, b0]. Ýòè òî÷êè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî

îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà (ðèñ. 14): x1 = a0 +
2

3 +
√

5
(b0 − a0) =

12



a0 + (2− Φ)(b0 − a0);
x2 = a0 +

2

1 +
√

5
(b0 − a0) = a0 + (Φ− 1)(b0 − a0).

Çäåñü

b0 − a0
b0 − x1

=
b0 − x1
x1 − a0

=
1 +
√

5

2
;

b0 − a0
x2 − a0

=
x2 − a0
b0 − x2

=
1 +
√

5

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíèòü ïðîöåäóðó ñîêðàùåíèÿ èíòåðâàëà
íåîïðåäåëåííîñòè [a0, b0] íåîáõîäèìî äâóìÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè x1 è
x2 ðàçäåëèòü òåêóùèé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè íà òðè ÷àñòè.
Ýòè òî÷êè âûáèðàþò ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà [a0, b0
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäàÿ èç íèõ ïðîèçâîäèëà çîëîòîå ñå÷åíèå [a0, b0.
Ïðîáíûå òî÷êè x1 è x2 íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x1 = a0 +
2

3 +
√

5
(b0 − a0) = a0 + (2− Φ)(b0 − a0);

x2 = a0 +
2

1 +
√

5
(b0 − a0) = a0 + (Φ− 1)(b0 − a0).

• Øàã 1. Çàäàòü íà÷àëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè [a0, b0], òðåáóåìóþ
òî÷íîñòü ε > 0 îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà x∗ öåëåâîé ôóíêöèè.

• Øàã 2. Âû÷èñëèòü äâå ïðîáíûå òî÷êè:

x1 = a0 +
2

3 +
√

5
(b0 − a0) = a0 + (2− Φ)(b0 − a0);

x2 = a0 +
2

1 +
√

5
(b0 − a0) = a0 + (Φ− 1)(b0 − a0)

• Øàã 3. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â ýòèõ ïðîáíûõ òî÷êàõ
(ðèñ. 15), ò.å.

f(x1), f(x2).

• Øàã 4. Ñðàâíèòü f(x1) è f(x2).

4.1. Åñëè f(x1) < f(x2), òî èñêëþ÷èòü îòðåçîê [x2, b0], ïîëîæèâ b0 ← x2,

x2 ← x1; f(x2) ← f(x1), x1 ← a0 +
2

3 +
√

5
(b0 − a0) (ðèñ. 16). Ïåðåéòè

ê øàãó 5. Òàêèì îáðàçîì íîâûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè [a0, b0] =

[a0, x2]. Íóæíî âû÷èñëèòü x1 = a0 +
2

3 +
√

5
(b0− a0) è f(x1), a f(x2) óæå

èçâåñòíî.
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(a) (á)

Ðèñ. 15.

(a) (á)

Ðèñ. 16.

4.2. Åñëè f(x1) > f(x2), òî èñêëþ÷èòü îòðåçîê [a0, x1], ïîëîæèâ a0 ← x1;

x1 ← x2; f(x1)← f(x2), x2 ← a0 +
2

1 +
√

5
(b0 − a0) (ðèñ. 17). Ïåðåéòè ê

øàãó 5.

Òàêèì îáðàçîì íîâûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè [a0, b0] = [x1, b0]. Íóæ-

íî âû÷èñëèòü x2 = a0 +
2

1 +
√

5
(b0 − a0) è f(x2), a f(x1) óæå èçâåñòíî.

• Øàã 5. Âû÷èñëèòü äëèíó òåêóùåãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåíîñòè:

L0 = |a0 − b0|.

Åñëè L0 < ε, òî çàêîí÷èòü ïîèñê. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ìîæíî âçÿòü ñåðåäèíó ïîñëåäíåãî èíòåðâàëà ïîèñêà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âåðíóòüñÿ ê øàãó 3.

5. Çàäàíèÿ ê ëàáîðàòîðíûì è ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì

• 1. Íàïèøèòå ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ ìàøèííîãî ýïñèëîíà masheps. Ââå-
äèòå ñ÷åò÷èê, êîòîðûé ïîçâîëèò óçíàòü â êîíöå ïðîãðàììû, êàêîé ñòå-
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(a) (á)

Ðèñ. 17.

ïåíüþ äâîéêè ÿâëÿåòñÿ masheps.

Óêàçàíèå. Àëãîðèòì ìîæåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

masheps := 1

while 1 +masheps > 1 do

masheps :=
masheps

2

• 2.Ìåòîäàìè äåëåíèÿ èíòåðâàëà ïîïîëàì, çîëîòîãî ñå÷åíèÿ, äèõîòîìèè
ðåøèòå çàäà÷ó îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè:

(1) f(x) = x3 − sinx, L0 = [0; 1];

(2) f(x) = x4 + x2 + x+ 1, L0 = [−1; 0];

(3) f(x) = x sin(1/x), L0 = [0.2; 1.0];

(4) f(x) = x sinx+ 2 cosx, L0 = [−6;−4].

(5) f(x) = x+
1

x2
, L0 = [1; 2];

(6) f(x) = 10x lnx− x2

2
, L0 = [0.1; 1.0];

(7) f(x) = ex − x3

3
+ 2x, L0 = [−2.5;−1.0];

(8) f(x) = x2 − 2x− 2 cosx, L0 = [−0.5; 1.0].

(9) f(x) = (x− 1)2 sinx, L0 = [−2.0; 3.0];

(10) f(x) = x4 + ex, L0 = [0.0; 1.0].

(11) f(x) = x2 − 3x+ x lnx, L0 = [1.0; 2.0].

(12) f(x) = ln(1 + x2)− sinx, L0 = [0.0; π/4].
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(13) f(x) =
x4

2
+ x2 − 8x+ 12, L0 = [0.0; 2.0].

(14) f(x) =
x2

2
− sinx, L0 = [0.0; 1.0].

(15) f(x) =
1

x
+ ex, L0 = [0.5; 1.5].

(16) f(x) = x2 + x+ sinx, L0 = [−1.0; 0.0].

(17) f(x) = x2 + 3x(lnx− 1), L0 = [0.5; 1.0].

(18) f(x) = (x+ 4)4 − 2x2, L0 = [−3.0;−2.0].

(19) f(x) = tgx− sinx, L0 = [0.0;π/4].

(20) f(x) =
x3

3
− 5x+ x lnx, L0 = [1.5; 2.0].

(21) f(x) = x2 − 2x− 2 cosx, L0 = [0.5; 1.0].

(22) f(x) =
√

1 + x2 − e−2x, L0 = [0.0; 1.0].

• Äëÿ êàæäîãî ðåàëèçîâàííîãî ìåòîäà îöåíèòü ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõî-
äèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà x∗ c çàäàííîé òî÷íîñòüþ. ε
(ε ≈

√
masheps). Ïðîâåäèòå ñðàâíåíèå ìåòîäîâ.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Àòòåòêîâ, À. Â. Ââåäåíèå â ìåòîäû îïòèìèçàöèè [Òåêñò]: ó÷åá-
íîå ïîñîáèå / À. Â. Àòòåòêîâ, Â. Ñ. Çàðóáèí, À. Í. Êàíàòíèêîâ. - Ì. : Ôèíàíñû
è ñòàòèñòèêà, 2008. - 272 ñ.

2. Ãîí÷àðîâ, Â. À. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè [Òåêñò] : ó÷åáíîå ïîñîáèå /
Â. À. Ãîí÷àðîâ. - Ì. : Þðàéò, 2010. - 191 ñ.

3. Ïàíòåëååâ, À. Â. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ
[Òåêñò] : ó÷åáíîå ïîñîáèå / À. Â. Ïàíòåëååâ, Ò. À. Ëåòîâà. - 2-å èçä., èñïð. -
Ì. : Âûñøàÿ øêîëà, 2005. - 544 ñ.

16


