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1. Öåëü ðàáîòû

Èçó÷èòü è ñîçäàòü àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ¾cobweb¿ (èòåðàöèîííîé), áèôóð-
êàöèîííîé äèàãðàìì è äèàãðàììû ïåðèîäîâ.

1.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå

xk+1 = F (xk), k = 0, 1, 2, ..., x, F ∈ I, I ⊆ R, (1)

ãäå F (x) � ãëàäêàÿ èëè êóñî÷íî-ãëàäêàÿ íåïðåðûâíûÿ ôóíêöèÿ.
Ïðè êàæäîì x0 ∈ I îòîáðàæåíèå (1) îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òî÷åê xk, êîòîðóþ íàçîâåì ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé.

(a) (á)

(â) (ã)

Ðèñ. 1. Ïðîöåäóðà ãðàôè÷åñêîãî èòåðèðîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ. (a) Ãðàôèê ôóíêöèè F (x).
(á) Ïëîñêîñòü (k, xk) äëÿ âðåìåííîé äèàãðàììû. (â) ¾Cobweb¿ äèàãðàììà. (ã) Âðåìåííàÿ

äèàãðàììà

Ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé (èëè îðáèòîé) O+(x0) òî÷êè x0 íàçû-
âàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

O+(x0) = {xk = F k(x0), k = 0, 1, ....}, F (k)(x0) = F (F (F . . . F (x0)...))︸ ︷︷ ︸
k

.
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(a) (á)

(â) (ã)

(ä) (å)

Ðèñ. 2. (à),(á) ¾Cobweb¿ è âðåìåííûå äèàãðàììû äëÿ óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè.
(â), (ã) Öèêë ïåðèîäà 2. (ä), (å) 4-öèêë

Îòðèöàòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé íàçûâàåòñÿ

O−(x0) = {x ∈ I : F k(x) = x0, k = 0, 1, 2, ...}.

Eñëè

Fm(x0) = x0 (2)

â O+(x0) ïðè íåêîòîðîì m, òî ãîâîðÿò, ÷òî x0 � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà. Â ýòîì
ñëó÷àåO+(x0) íàçûâàþò ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé (îðáèòîé) èëè öèêëîì,
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(a) (á)

Ðèñ. 3. (à),(á) Õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð

êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

O = {x0, F (x0), F 2(x0), ..., F
m−1(x0)}, Fm(x0) = x0,

Åñëè m � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå öåëîå ÷èñëî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì (2),
òî m íàçûâàþò ïåðèîäîì ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè èëè öèêëà.

Â ñëó÷àå, êîãäà m = 1, òî

F (x0)− x0 = 0,

òîãäà x0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ôóíêöèè F . Òðàåêòîðèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè
ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè

O(x0) = {x0}.

Åñëè x0 � m-ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà èëè ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà m,
ò.å.

Fm(x0)− x0 = 0,

òî x0 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ôóíêöèè F
m.

Åñëè x0 åñòüm-ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ km -ïåðèîäè÷åñêîé
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî k. Ïîýòîìó ïîä m, êàê ìû îòìå÷àëè ðà-
íåå, ïîíèìàåòñÿ íàèìåíüøèé ïåðèîä.

Ïóñòü x0 �m-ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, òàêàÿ ÷òî ïîðîæäàåò îðáèòó ïåðèîäà
m (m-öèêë èëè öèêëà ïåðèîäà m )

O(x0) = {x0, x1 = F (x0), x2 = F 2(x0), ..., xm−1 = Fm−1(x0)}, Fm(x0) = x0.

Çäåñü x0 � ëþáîé êîðåíü óðàâíåíèÿ

Fm(x)− x = 0.
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Ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà x0 ïåðèîäà m óñòîé÷èâà, åñëè

|ρm| < 1, ρm = F ′(x1) · F ′(x2) · . . . · F ′(xm) =
m∏
k=1

F ′(xk)

Âåëè÷èíà ρm íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì m-ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè.
Èç ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ρm
åñòü îäíî è òî æå ÷èñëî äëÿ ëþáîé òî÷êè öèêëà. Åñëè m = 1, òî ρm íàçûâà-
åòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.

2. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ¾cobweb¿ äèàãðàììû

Ñóùåñòâóåò íàãëÿäíûé ñïîñîá ãðàôè÷åñêîãî èòåðèðîâàíèÿ îäíîìåðíûõ
îòîáðàæåíèé (ðàñ÷åòà îðáèòû).

Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

xk+1 = F (xk), F (x) = λx(1− x).

Çäåñü λ � ïàðàìåòð.

• Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè F (x) äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ è
ïðÿìóþ y = x (áèññåêòðèñó) (ðèñ. 1(à)).

• Âûïîëíèì îäíó èòåðàöèþ èç âûáðàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0

x1 = F (x0)

è ïðîâåäåì âåðòèêàëü èç òî÷êè ñ àáñöèññîé x0 äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé
Q(x). Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âåðòèêàëè ñ êðèâîé F (x) èìååò êîîðäèíàòû
(x0, F (x0)) (ðèñ. 1(â)).

• Èç òî÷êè (x0, F (x0)) ïðîâåäåì ãîðèçîíòàëü äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ áèññåêòðè-
ñîé y = x. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòàëè ñ áèññåêòðèñîé èìååò êîîðäè-
íàòû (F (x0), F (x0)), àáñöèññà êîòîðîé åñòü x1.

• Äàëåå, âçÿâ àáñöèññó òî÷êè (F (x0), F (x0)) çà íà÷àëüíóþ è ïîâòîðèâ
âñå òå æå îïåðàöèè, ïîëó÷èì òî÷êè x2 = F 2(x0), x3 = F 3(x0) è ò.ä
xk = F k(x0), k → ∞. Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì äèàãðàììà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ëîìàíóþ (ñì. ðèñ. 1(â),(ã)). Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ¾ïëåòåíèåì
ïàóòèíû¿ (¾cobweb¿).

Íà ðèñ. 2, 3 ïðèâåäåíû ¾cobweb¿ è âðåìåííûå äèàãðàììû äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé λ, èëëþñòðèðóþùèå óñòîé÷èâûå öèêëû ðàçíûõ ïåðèîäîâ è õàîòè-
÷åñêèé àòòðàêòîð.
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3. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà äèàãðàììû ïåðèîäîâ

• Âûïîëíèòü N èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà âûøëà íà
¾àòòðàêòîð¿. Çàïîìíèòü òî÷êó N -îé èòåðàöèè:

xN = QN (x0).

.

• Âûïîëíèòü íåñêîëüêî èòåðàöèé óæå íåïîñðåäñòâåííî íà ¾àòòðàêòîðå¿,
âçÿâ xN â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè:

xk+1 = Q(xk), k = 0, 1, 2, ..., x0 = xN .

.

Ïðè÷åì íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî çíà-
÷åíèÿ xk+1 ñ çàïîìíåííîé òî÷êîé xN . Åñëè äâà èç íèõ ñîâïàäàþò ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ ε, íàïðèìåð, |xk+1−xN | < ε, òî ðàçäåëÿþùåå èõ ÷èñëî
èòåðàöèé m ïðèíèìàåòñÿ çà ïåðèîä öèêëà .

• Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà öèêëà âûãëÿäèò òàê:

Àëãîðèòì

x← xN ;

k ← 0

REPEAT

x0 ← x;

x← Q(x0);

k ← k + 1

UNTIL |x− xN | < ε;

m← k

• Åñëè æå k > N , òî àòòðàêòîð èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê íåïåðèîäè÷åñêèé.
Â ýòîì ñëó÷àå èòåðàöèè íà ¾àòòðàêòîðå¿ íàäî ïðåêðàòèòü è m← 0. Ìî-
æåò, îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çíà÷åíèÿ xk
íà÷íóò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ÷àñòî íàçûâàåìàÿ ¾óáå-
ãàíèåì îðáèòû â áåñêîíå÷íîñòü¿, ïðèâîäèò ê àâàðèéíîé îñòàíîâêå ïðî-
ãðàììû. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, íåîáõîäèìî íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîâå-
ðÿòü, íå ïðåâûøàåò ëè çíà÷åíèå xk = Qk(xk) çàðàíåå çàäàííîãî áîëüøîãî
÷èñëà.
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4. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû
(áèôóðêàöèîííîãî äåðåâà)

Ðèñ. 4. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

• Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà a âûïîëíèòü áîëüøîå
èòåðàöèé, íàïðèìåð, N = 5000

xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ...,N .

.

• Ïåðâûå N − P (íàïðèìåð P = 2000) çíà÷åíèé xk îñòàâèòü â ¾òåíè¿ ñ
òåì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, à îñòàëüíûå P çíà÷åíèÿ xk,
îòëîæèòü íà ïëîñêîñòè (a.xk), k = 0,P . Öèêëó ïåðèîäà 1, ò.å. íåïîäâèæ-
íîé òî÷êå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíà òî÷êà, 2-öèêëó äâå òî÷êè íà îäíîé
âåðòèêàëè, 4-öèêëó � ÷åòûðå è ò.ä.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæå-
íèÿ.

5. Çàäà÷è ê ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå

• 1. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó ðàñ÷åòà èòåðàöèîííîé äèàãðàììû, âçÿâ â êà÷å-
ñòâå òåñòîâîé ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

xk+1 = F (xk), F (x) = a · (x− x2), 0.0 < x < 1.0,

ãäå a � ïàðàìåòð. Ðàññ÷èòàéòå èòåðàöèîííûå äèàãðàììû (¾Cobweb
diagram¿) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà: a = 2.8; a = 3.2; a = 3.5;
a = 3.55, a = 3.98. Îïðåäåëèòå, êàêîé ðåæèì (íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, m-
öèêë, íåðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïåðå-
õîäíîãî ïðîöåññà.
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• 2. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó ðàñ÷åòà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, âçÿâ â êà-
÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Ïàðàìåòð a âàðüè-
ðîâàòü â ïðåäåëàõ amin < a < amax, ãäå amin > 0, amax < 4.0.

• 3. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó ðàñ÷åòà äèàãðàììû ïåðèîäîâ, âçÿâ â êà÷åñòâå
òåñòîâîé çàäà÷è ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Ïàðàìåòð a âàðüèðîâàòü â
ïðåäåëàõ amin < a < amax, ãäå amin > 0, amax < 4.0.
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