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1 Цель работы: Получить теоретические сведения и практи-
ческие навыки построения сплайн-поверхностей, расчета квадра-
тичных норм поверхностей и радиусов кривизны в системе Maple. 

 
2 Задание:  
2.1. На основе координат точек исходных сечений поверхно-

сти выполнить построение уравнения поверхности в виде сплайн-
функций. 

2.2. Определить максимальный радиус сфеорической фрезы 
которая позволит выполнить обработку данной поверхности без 
локальных подрезов. 

 
3 Краткие теоретические сведения 
3.1. Понятие поверхности 

 
Поверхность опишем при помощи радиус-вектора 

𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒖𝒖,𝒗𝒗), 
соединяющего произвольный фиксированный центр и точку, при-
надлежащую поверхности. 

 
Поверхность задается в области некоторой числовой плоско-

сти, на которой выбраны декартовы координаты 
(𝒖𝒖,𝒗𝒗). 



 
Поверхность называется простой, если каждой точке заданной 

области соответствует особая точка поверхности. 
Поверхность называется регулярной, если у каждой ее точки 

есть окрестность, являющаяся простой поверхностью, и в этой точ-
ке векторная функция 𝒓𝒓�⃗ (𝒖𝒖,𝒗𝒗) непрерывно дифференцируема и 

𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

×
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

≠ 𝟎𝟎. 
Т. к. между точками заданной области и точками регулярной 

поверхности имеется взаимно однозначное соответствие, то пару 
чисел (𝒖𝒖,𝒗𝒗) можно также рассматривать, как координаты точки на 
регулярной поверхности. 

Кривые 
�

𝒖𝒖 = 𝒔𝒔
𝒗𝒗 = 𝒗𝒗𝟎𝟎 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒔𝒔𝒄𝒄 ; 

�𝒖𝒖 = 𝒖𝒖𝟎𝟎 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒔𝒔𝒄𝒄
𝒗𝒗 = 𝒔𝒔  

называются координатными линиями на регулярной поверхности, 
которые образуют два семейства регулярных кривых. 

Векторы 
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

,
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

 
определяют касательные к соответствующим координатным лини-
ям, а условие 

𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

×
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

≠ 𝟎𝟎 
означает, что касательные всегда существуют и пересекаются под 
углом, отличным от 0 и 180. 



 
Плоскостью, касательной к регулярной поверхности в заданной 

точке, называется плоскость, касательная ко всем регулярным кри-
вым, лежащим на поверхности и проходящим через точку. 

 
 
 

3.2. Квадратичные формы регулярной поверхности 
 

Положение касательной плоскости удобно характеризовать с 
помощью единичного вектора 

𝒄𝒄��⃗ =
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖 × 𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗

𝝏𝝏𝒗𝒗

�𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗𝝏𝝏𝒖𝒖 × 𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗�

, 

перпендикулярного к этой плоскости. 
При этом вектор 𝒄𝒄��⃗  называют нормалью регулярной поверхно-

сти. 



 
Первой квадратичной формой регулярной поверхности назы-

вают квадрат полного дифференциала векторной функции, опреде-
ляющей поверхность: 

𝒈𝒈 = 𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ 𝟐𝟐. 
Первая квадратичная форма регулярной поверхности определя-

ется особыми коэффициентами: 

𝒈𝒈 = 𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ 𝟐𝟐 = �
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖 +
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗�
𝟐𝟐

= 

= �
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

�
𝟐𝟐

∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 ∙
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

∙
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖 ∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗 + �
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗
�
𝟐𝟐

∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐; 

𝑬𝑬 = �
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

�
𝟐𝟐

; 

𝑭𝑭 =
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

∙
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

; 

𝑮𝑮 = �
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗
�
𝟐𝟐

; 

𝒈𝒈 = 𝑬𝑬 ∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 ∙ 𝑭𝑭 ∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖 ∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗 + 𝑮𝑮 ∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐. 
Если регулярная поверхность задана графиком 

𝒛𝒛 = 𝒛𝒛(𝒙𝒙,𝒚𝒚), 
то 

𝑬𝑬 = 𝟏𝟏 + �
𝝏𝝏𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒙𝒙
�
𝟐𝟐

; 

𝑭𝑭 =
𝝏𝝏𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒙𝒙

∙
𝝏𝝏𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒚𝒚

; 

𝑮𝑮 = 𝟏𝟏 + �
𝝏𝝏𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒚𝒚
�
𝟐𝟐

. 

Определим длину регулярной кривой 𝑳𝑳 на регулярной поверх-



ности: 

𝝈𝝈 = � �
𝒅𝒅𝑹𝑹��⃗
𝒅𝒅𝒔𝒔

� 𝒅𝒅𝒔𝒔

𝒔𝒔𝟏𝟏

𝒔𝒔𝟎𝟎

= � ��
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

∙
𝒅𝒅𝒖𝒖
𝒅𝒅𝒔𝒔

+
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

∙
𝒅𝒅𝒗𝒗
𝒅𝒅𝒔𝒔
�
𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒔𝒔

𝒔𝒔𝟏𝟏

𝒔𝒔𝟎𝟎

= � �𝑬𝑬 ∙ �
𝒅𝒅𝒖𝒖
𝒅𝒅𝒔𝒔
�
𝟐𝟐

+ 𝟐𝟐 ∙ 𝑭𝑭 ∙
𝒅𝒅𝒖𝒖
𝒅𝒅𝒔𝒔

∙
𝒅𝒅𝒗𝒗
𝒅𝒅𝒔𝒔

+ 𝑮𝑮 ∙ �
𝒅𝒅𝒗𝒗
𝒅𝒅𝒔𝒔
�
𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒔𝒔

𝒔𝒔𝟏𝟏

𝒔𝒔𝟎𝟎

= � �𝒈𝒈
𝑳𝑳

. 

Говорят, что первая квадратичная форма задает метрику регу-
лярной поверхности. 

Направлением (𝒅𝒅𝒖𝒖,𝒅𝒅𝒗𝒗) в заданной точке регулярной поверх-
ности 𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒖𝒖,𝒗𝒗) называется направление вектора 𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ . 

Угол между направлениями �𝒅𝒅𝒖𝒖(𝟏𝟏),𝒅𝒅𝒗𝒗(𝟏𝟏)�, �𝒅𝒅𝒖𝒖(𝟐𝟐),𝒅𝒅𝒗𝒗(𝟐𝟐)� 
называется угол между соответствующими векторами 

𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ (𝟏𝟏), 𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ (𝟐𝟐) . 
Направление регулярной кривой на регулярной поверхности в 

заданной точке – это направление вектора, касательного к кривой в 
точке. 

Угол между регулярными кривыми на регулярной поверхности 
в заданной точке – это угол между направлениями кривых в точке. 

Угол между координатными линиями регулярной поверхности 

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝜽𝜽 =
𝑭𝑭

√𝑬𝑬 ∙ 𝑮𝑮
. 

Координатная сеть на регулярной поверхности будет ортого-
нальна, если 

𝑭𝑭 = 𝟎𝟎. 
Площадь регулярной поверхности 

𝑨𝑨 = ��𝑬𝑬 ∙ 𝑮𝑮 − 𝑭𝑭𝟐𝟐𝒅𝒅𝒖𝒖𝒅𝒅𝒗𝒗
𝑺𝑺

. 

Второй квадратичной формой регулярной поверхности называ-
ется взятое со знаком «-» скалярное произведение полного диффе-
ренциала векторной функции, определяющей поверхность, на пол-
ный дифференциал нормали поверхности: 

𝒒𝒒 = −𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ ∙ 𝒅𝒅𝒄𝒄��⃗ . 



Вторая квадратичная форма регулярной поверхности определя-
ется своими коэффициентами: 
𝒒𝒒 = −𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ ∙ 𝒅𝒅𝒄𝒄��⃗

= �−
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

∙
𝝏𝝏𝒄𝒄��⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

� ∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖𝟐𝟐 + ��−
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

∙
𝝏𝝏𝒄𝒄��⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗
� + �−

𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

∙
𝝏𝝏𝒄𝒄��⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

��

∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖 ∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗 + �−
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

∙
𝝏𝝏𝒄𝒄��⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗
� ∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐; 

𝑳𝑳 = −
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

∙
𝝏𝝏𝒄𝒄��⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

; 

𝑴𝑴 =
𝟏𝟏
𝟐𝟐
∙ ��−

𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

∙
𝝏𝝏𝒄𝒄��⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗
� + �−

𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

∙
𝝏𝝏𝒄𝒄��⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖

�� ; 

𝑵𝑵 = −
𝝏𝝏𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

∙
𝝏𝝏𝒄𝒄��⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗

; 

𝒒𝒒 = 𝑳𝑳 ∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 ∙ 𝑴𝑴 ∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖 ∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗 + 𝑵𝑵 ∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐. 
Другой способ определения коэффициентов второй квадратич-

ной формы: 
𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ ∙ 𝒄𝒄��⃗ = 𝟎𝟎; 

𝒅𝒅(𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ ∙ 𝒄𝒄��⃗ ) = 𝒅𝒅𝟐𝟐𝒓𝒓�⃗ ∙ 𝒄𝒄��⃗ + 𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ ∙ 𝒅𝒅𝒄𝒄��⃗ = 𝟎𝟎; 
𝒒𝒒 = −𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ ∙ 𝒅𝒅𝒄𝒄��⃗ = 𝒅𝒅𝟐𝟐𝒓𝒓�⃗ ∙ 𝒄𝒄��⃗

=
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖𝟐𝟐

∙ 𝒄𝒄��⃗ ∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 ∙
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖𝝏𝝏𝒗𝒗

∙ 𝒄𝒄��⃗ ∙ 𝒅𝒅𝒖𝒖 ∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗 +
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗𝟐𝟐

∙ 𝒄𝒄��⃗ ∙ 𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐; 

𝑳𝑳 =
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖𝟐𝟐

∙ 𝒄𝒄��⃗ ; 

𝑴𝑴 =
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒖𝒖𝝏𝝏𝒗𝒗

∙ 𝒄𝒄��⃗ ; 

𝑵𝑵 =
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒓𝒓�⃗
𝝏𝝏𝒗𝒗𝟐𝟐

∙ 𝒄𝒄��⃗ . 
Если регулярная поверхность задана графиком 

𝒛𝒛 = 𝒛𝒛(𝒙𝒙,𝒚𝒚), 
то 

𝑳𝑳 =
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒙𝒙𝟐𝟐

�𝟏𝟏 + �𝝏𝝏𝒛𝒛𝝏𝝏𝒙𝒙�
𝟐𝟐

+ �𝝏𝝏𝒛𝒛𝝏𝝏𝒚𝒚�
𝟐𝟐

; 



𝑴𝑴 =

𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒙𝒙𝝏𝝏𝒚𝒚

�𝟏𝟏 + �𝝏𝝏𝒛𝒛𝝏𝝏𝒙𝒙�
𝟐𝟐

+ �𝝏𝝏𝒛𝒛𝝏𝝏𝒚𝒚�
𝟐𝟐

; 

𝑵𝑵 =

𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒚𝒚𝟐𝟐

�𝟏𝟏 + �𝝏𝝏𝒛𝒛𝝏𝝏𝒙𝒙�
𝟐𝟐

+ �𝝏𝝏𝒛𝒛𝝏𝝏𝒚𝒚�
𝟐𝟐

. 

 
3.3. Нормальная кривизна регулярной поверхности 

 
Если пересечь регулярную поверхность плоскостью, проходя-

щей через нормаль в заданной точке, то в достаточно малой 
окрестности точки получим плоскую регулярную кривую пересе-
чения. Кривизна этой кривой пересечения называется нормальной 
кривизной регулярной поверхности в заданной точке в направлении 
кривой пересечения. 

 
Произведение кривизны регулярной кривой регулярной по-

верхности в заданной точке на косинус угла между главной норма-
лью кривой и нормалью поверхности есть нормальная кривизна по-
верхности в направлении кривой: 

𝜿𝜿 ∙ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝝍𝝍 = 𝜿𝜿𝟎𝟎. 
Следствие 



𝜿𝜿𝟎𝟎 =
𝒒𝒒
𝒈𝒈

. 

 
Для изучения регулярной поверхности в малой окрестности за-

данной точки совместим с точкой начало отсчета декартовой си-
стемы координат. Ось 𝒛𝒛 направим по нормали поверхности, а оси 
𝒙𝒙, 𝒚𝒚 расположим в касательной плоскости. 

При этом саму поверхность в заданной малой окрестности 
представим графиком 

𝒛𝒛 = 𝒛𝒛(𝒙𝒙,𝒚𝒚). 
Разложим эту функцию в ряд Тейлора, пренебрегая бесконечно 

малой частью разложения: 

𝒛𝒛 = 𝒛𝒛(𝒙𝒙,𝒚𝒚) =
𝟏𝟏
𝟐𝟐
∙ �
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒙𝒙𝟐𝟐

∙ 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 ∙
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒙𝒙𝝏𝝏𝒚𝒚

∙ 𝒙𝒙 ∙ 𝒚𝒚 +
𝝏𝝏𝟐𝟐𝒛𝒛
𝝏𝝏𝒚𝒚𝟐𝟐

∙ 𝒚𝒚𝟐𝟐�. 

График получившейся функции представляет собой параболо-
ид, который называется соприкасающимся в заданной точке. 

Надлежащим поворотом осей 𝒙𝒙, 𝒚𝒚 вокруг оси 𝒛𝒛 приводим 
уравнение соприкасающегося параболоида к виду 

𝒛𝒛 = 𝒛𝒛(𝒙𝒙,𝒚𝒚) =
𝟏𝟏
𝟐𝟐
∙ (𝒌𝒌𝟏𝟏 ∙ 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒌𝒌𝟐𝟐 ∙ 𝒚𝒚𝟐𝟐). 

При этом направления осей 𝒙𝒙, 𝒚𝒚 называются главными направ-
лениями в заданной точке. 

Нормальные сечения в этих направлениях называются главны-
ми нормальными сечениями, а кривизны этих сечений – главными 
нормальными кривизнами. Главные нормальные сечения представ-
ляют собой параболы с кривизнами 𝒌𝒌𝟏𝟏, 𝒌𝒌𝟐𝟐, равными соответству-
ющим главным нормальным кривизнам. 

Если 𝒌𝒌𝟏𝟏 > 𝟎𝟎, то главная нормаль параболы совпадает с норма-
лью соприкасающегося параболоида, если же 𝒌𝒌𝟏𝟏 < 𝟎𝟎, то угол меж-



ду этими нормалями равен 180°. 

 
Теорема Эйлера: нормальная кривизна регулярной поверхности 

в заданной точке в направлении, составляющем угол 𝝋𝝋  первым 
главным направлением, равна 

𝒌𝒌 = 𝒌𝒌𝟏𝟏 ∙ (𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝝋𝝋)𝟐𝟐 + 𝒌𝒌𝟐𝟐 ∙ (𝐜𝐜𝐬𝐬𝐬𝐬𝝋𝝋)𝟐𝟐. 
Теорема: главные направления в заданной точке регулярной 

поверхности – это те направления, в которых нормальные кривизны 
достигают экстремумов. 

Главные радиусы кривизны определяются, как 
𝑹𝑹𝟏𝟏 = 𝟏𝟏

𝒌𝒌𝟏𝟏
 и 𝑹𝑹𝟐𝟐 = 𝟏𝟏

𝒌𝒌𝟐𝟐
. 

Гауссовой кривизной называется произведение 
𝑲𝑲 = 𝒌𝒌𝟏𝟏𝒌𝒌𝟐𝟐, 

а средняя кривизна в точке определяется, как 
𝑯𝑯 = 𝟏𝟏

𝟐𝟐
(𝒌𝒌𝟏𝟏 + 𝒌𝒌𝟐𝟐). 

Неизвестные главные кривизны в заданной точке можно опреде-
лить из уравнения 

𝒌𝒌𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝑯𝑯𝒌𝒌 + 𝑲𝑲 = 𝟎𝟎, 
где 𝒌𝒌𝟏𝟏, 𝒌𝒌𝟐𝟐 являются корнями данного уравнения, а коэффициенты 
H  и K можно определить, как 

𝑲𝑲 =
𝑳𝑳𝑵𝑵 −𝑴𝑴𝟐𝟐

𝑬𝑬𝑮𝑮 − 𝑭𝑭𝟐𝟐
 , 

𝑯𝑯 =
𝑳𝑳𝑮𝑮 − 𝟐𝟐𝑭𝑭𝑴𝑴 + 𝑬𝑬𝑵𝑵
𝟐𝟐(𝑬𝑬𝑮𝑮 − 𝑭𝑭𝟐𝟐)

 

Максимальный радиус инструмента в заданной точке можно 



определить как  
𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝒙𝒙 = 𝐦𝐦𝐬𝐬𝐬𝐬 (|𝑹𝑹𝟏𝟏|, |𝑹𝑹𝟐𝟐|). 

 
 
 
4. Пример выполнения работы 
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Приложение А 

Индивидуальное задание 
№ 

вари-
анта 

Координаты сечений поверхности 

1 X := [0, 82, 152] 
Y1 := [18., 20., 16.] 
Y2 := [13., 10., 13.] 
Y3 := [12., 19., 14.] 
Z := [0, 200., 250.] 

2 X := [0, 73, 141] 
Y1 := [13., 20., 16.] 
Y2 := [20., 19., 11.] 
Y3 := [18., 15., 15.] 
Z := [0, 100., 160.] 

3 X := [0, 90, 150] 
Y1 := [13., 14., 19.] 
Y2 := [16., 13., 15.] 
Y3 := [19., 14., 11.] 
Z := [0, 200., 270.] 

4 X := [0, 43, 75] 
Y1 := [19., 13., 18.] 
Y2 := [10., 16., 10.] 
Y3 := [17., 18., 20.] 
Z := [0, 50., 250.] 

5 X := [0, 37, 69] 
Y1 := [17., 18., 17.] 
Y2 := [19., 10., 15.] 
Y3 := [20., 15., 17.] 
Z := [0, 200., 300.] 

6 X := [0, 75, 118] 
Y1 := [15., 18., 14.] 
Y2 := [20., 10., 10.] 
Y3 := [12., 19., 15.] 
Z := [0, 100., 300.] 

7 X := [0, 59, 83] 
Y1 := [19., 12., 14.] 
Y2 := [11., 10., 14.] 
Y3 := [10., 12., 11.] 
Z := [0, 70., 170.] 

8 X := [0, 30, 90] 
Y1 := [17., 19., 18.] 
Y2 := [11., 12., 14.] 



Y3 := [20., 18., 18.] 
Z := [0, 100., 180.] 

9 X := [0, 21, 96] 
Y1 := [14., 17., 11.] 
Y2 := [18., 14., 16.] 
Y3 := [17., 15., 12.] 
Z := [0, 80., 150.] 

10 X := [0, 5, 101] 
Y1 := [14., 11., 16.] 
Y2 := [16., 19., 17.] 
Y3 := [17., 12., 12.] 
Z := [0, 90., 190.] 

11 X := [0, 83, 166] 
Y1 := [19., 20., 11.] 
Y2 := [12., 19., 10.] 
Y3 := [16., 12., 12.] 
Z := [0, 200., 300.] 

12 X := [0, 38, 110] 
Y1 := [17., 14., 11.] 
Y2 := [11., 20., 12.] 
Y3 := [14., 20., 14.] 
Z := [0, 100., 200.] 

13 X := [0, 20, 101] 
Y1 := [10., 13., 15.] 
Y2 := [13., 13., 20.] 
Y3 := [18., 14., 14.] 
Z := [0, 50., 150.] 

14 X := [0, 20, 81] 
Y1 := [11., 16., 20.] 
Y2 := [10., 13., 12.] 
Y3 := [16., 18., 16.] 
Z := [0, 50., 150.] 

15 X := [0, 17, 84] 
Y1 := [18., 10., 20.] 
Y2 := [18., 10., 20.] 
Y3 := [13., 12., 14.] 
Z := [0, 200., 250.] 

16 X := [0, 83, 94] 
Y1 := [18., 14., 18.] 
Y2 := [18., 19., 14.] 
Y3 := [17., 15., 18.] 
Z := [0, 100., 200.] 

17 X := [0, 16, 28] 
Y1 := [11., 18., 10.] 



Y2 := [13., 19., 20.] 
Y3 := [15., 10., 13.] 
Z := [0, 200., 300.] 

18 X := [0, 17, 108] 
Y1 := [17., 17., 20.] 
Y2 := [20., 18., 10.] 
Y3 := [19., 11., 17.] 
Z := [0, 80., 280.] 

19 X := [0, 26, 47] 
Y1 := [10., 19., 13.] 
Y2 := [18., 18., 16.] 
Y3 := [16., 18., 15.] 
Z := [0, 100., 200.] 

20 X := [0, 52, 86] 
Y1 := [14., 15., 16.] 
Y2 := [11., 17., 10.] 
Y3 := [18., 16., 18.] 
Z := [0, 100., 200.] 

21 X := [0, 69, 118] 
Y1 := [19., 15., 16.] 
Y2 := [18., 16., 10.] 
Y3 := [17., 15., 10.] 
Z := [0, 90., 290.] 

22 X := [0, 54, 113] 
Y1 := [17., 16., 12.] 
Y2 := [14., 19., 14.] 
Y3 := [10., 16., 10.] 
Z := [0, 100., 300.] 

23 X := [0, 20, 27] 
Y1 := [17., 12., 17.] 
Y2 := [14., 19., 18.] 
Y3 := [17., 12., 10.] 
Z := [0, 200., 300.] 

24 X := [0, 69, 113] 
Y1 := [20., 13., 11.] 
Y2 := [12., 19., 12.] 
Y3 := [15., 13., 12.] 
Z := [0, 80., 140.] 

25 X := [0, 26, 89] 
Y1 := [19., 14., 10.] 
Y2 := [17., 20., 13.] 
Y3 := [19., 13., 10.] 
Z := [0, 100., 200.] 

 



МИНОБРНАУКИ РОССИИ 
Федеральное государственное бюджетное  

образовательное учреждение высшего образования 
«Юго-Западный государственный университет» 

(ЮЗГУ) 
 

Кафедра машиностроительных технологий и оборудования 
 
 

 
           УТВЕРЖДАЮ 
Проректор по учебной работе 
____________ О.Г. Локтионова 
«____»_______________2023 г. 

 
 
 
 
 
 
 

НАХОЖДЕНИЕ ТОЧЕК ПЕРЕСЕЧЕНИЯ, КАСАНИЯ 
И УРАВНЕНИЙ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

 
Методические указания к выполнению лабораторной и самостоя-

тельной работы для студентов по направлению  
подготовки 15.04.01 

 
 
 
 
 
 
 
 

Курск 2023 
 



УДК 519.6 
 
Составитель Куц В.В. 

 
 

Рецензент 
Кандидат технических наук, доцент А.Н. Гречухин  

 
Нахождение точек пересечения, касания и уравнений гео-

метрических объектов : методические указания к выполнению ла-
бораторной и самостоятельной работы для студентов по направле-
нию подготовки 15.04.01 / Минобрнауки России, Юго-Зап. гос. ун-
т; сост.:  В.В. Куц; ЮЗГУ. Курск, 2023. 29 с. 
 

 
 
 
 
 
 
 

Текст печатается в авторской редакции 
 
 
 
 

Подписано в печать   . Формат 60х84 1/16.  
Усл.печ. л. 0,87 . Уч.-изд. л. 0,79.  

Тираж 100 экз. Заказ .  Бесплатно. 
Юго-Западный государственный  университет. 

305040, г. Курск, ул. 50 лет Октября, 94. 
   

 



1 Цель работы: 
 
Получить теоретические сведения и практические навыки 

нахождения точек пересечения, касания и уравнений геометриче-
ских в системе Maple. 

 
2 Задание:  
1. Построить уравнение для расчета координат точек пересе-

чения прямых (кривых) и определить их числовые значения (см. 
приложение В). 

2. Построить уравнение для расчета координат точек пересе-
чения прямой (кривой) с окружность и определить их числовые 
значения (см. приложение Г). 

3. Построить уравнение окружности заданного радиуса каса-
тельной к двум прямым и рассчитать координаты точек касания 
(см. приложение Д). 

4. Построить уравнение окружности касательной к трем пря-
мым и рассчитать координаты точек касания (см. приложение Е). 

5. Построить уравнение окружности заданного радиуса каса-
тельной к прямой и окружности, рассчитать координаты точек ка-
сания (см. приложение Ж). 

6. Построить уравнение окружности касательной к двум пря-
мым и окружности, рассчитать координаты точек касания (см. при-
ложение З). 

 
3 Краткие теоретические сведения 
3.1. Параметрические уравнения типовых плоских кри-

вых 
 
Параметрическое уравнение прямой в общем виде 
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где a – тангенс угла наклона прямой к оси X; b – параметр опреде-
ляющий точку пересечения прямой с ось Y. 

Параметрическое уравнение прямой на плоскости XOY  по из-
вестному уравнению, вида х=a⋅y+b 
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Параметрическое уравнение прямой на плоскости XOY, про-
ходящей через две точки с координатами (x1, y1) и (x2, y2) 
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где ),( 11 yx и ),( 22 yx - координаты соответственно 1-й и 2-й точки. 
 Параметрическое уравнение окружности с центром в точке 

),( 00 yx  и радиусом R 

 


















+
+

=

1
0

)sin(
)cos(

)( 0

0

tRy
tRx

tr ,  (4) 

Параметрическое уравнение параболы на плоскости XOY  по 
известному уравнению, вида y=a⋅x2+b⋅x+c 
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Параметрическое уравнение параболы на плоскости XOY  по 
известному уравнению, вида x=a⋅y2+b⋅y+c 
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3.2. Нахождение точек пересечения и касания плоских 



кривых 
 

 Для нахождения точек пересечения двух геометрических объ-
ектов, уравнения которых записаны в параметрическом виде, необ-
ходимо составить систему двух уравнений 
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и решить относительно неизвестных параметров 1t и 2t . 

 Например: Рассмотри пример расчета точки пересечения 
двух прямых заданных уравнениями 
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 Тогда, система уравнений (7) примет вид 
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 Далее необходимо решить данную систему относительно па-
раметров 1t и 2t . В приложении приведена программа данного расче-
та. 
 Решение задачи касания геометрических объектов связано, как 
правило, с построением параметрического уравнения сопряженной 
кривой (с определение неизвестных параметров уравнения) исходя 
из условий касания. Относительно каждой точки касания может 
быть сформирована система трех уравнений 
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где )( 11 trt  и )( 22 trt  - производные векторных функций (8) по пара-
метру t; 

)()( 2211 trtr tt ⋅  - скалярное произведение векторов (для вычис-
ления в Maple используется  функция DotProduct); 



)( 11 trt  и )( 22 trt  - модули векторов )( 11 trt  и )( 22 trt  (для вычис-
ления в Maple используется  функция Norm) 

Первые два уравнения определяют условия пересечения кри-
вых в точке касания (аналогично системе уравнений (7)), а третье 
уравнение условие параллельности касательных к кривым в точке 
контакта. Знак «1» соответствует ситуации, когда касательные оди-
наково направлены, «-1» разнонаправлены. 
 Соответственно, количество систем уравнений вида (10) 
должно соответствовать количеству точек касания объекта. 
 Например: рассмотрим окружность с центром в точке (20, 20) 
и радиусом 15. Необходимо построить уравнение касательной к 
окружности прямой проходящей через точку с координатами  
p1= (-10, 20). 

Для этого составим уравнение прямой в общем виде 
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и окружности  
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 Далее составим систему определяющих уравнений 
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где первые три уравнения определяют условия касания прямой и 
окружности, а последние два уравнения условие прохождения пря-
мой через точку p1. Данную систему необходимо решить относи-
тельно неизвестных параметров battt ,,,, 1221 . В приложении приве-



дена программа данного расчета. Отметим, что при решении дан-
ной системы прямая осуществит касание в нижней части окружно-
сти (рис. 1). 

 
Рис. 1 – Результат решения системы уравнений (13) 
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то прямая осуществит касание в верхней части окружности (рис. 2). 

 
Рис. 2 – Результат решения системы уравнений (11) 

  



Приложение  А 
Пример программы 1 
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Приложение Б 

Пример программы 2 
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Приложение В 

Индивидуальное задание 
Вар. Уравнение параболы Точки прямой 

1.  473 2 +− xx  (-2;10), (2;20) 

2.  385 2 +−− xx  (-2;-10), (2;-20) 

3.  1092 2 +− yy  (15;-10), (2;-20) 

4.  165 2 +−− yy  (-15;-10), (2;-20) 

5.  16143 2 +− xx  (-2;10), (2;20) 

6.  352 2 −−− xx  (-2;-10), (2;-20) 

7.  583 2 +− xx  (15;-10), (2;-20) 

8.  495 2 ++− xx  (-15;-10), (2;-20) 

9.  11236 2 +− yy  (20;10), (2;-20) 

10.  24102 −−− yy  (-2;-10), (2;-20) 

11.  1962 −+ xx  (15;-10), (2;-20) 

12.  23222 −−− xx  (-15;-10), (2;-20) 

13.  1272 +− xx  (-2;10), (2;20) 

14.  25102 +−− xx  (-2;-10), (2;-20) 

15.  1816 2 +− xx  (15;-10), (2;-20) 

16.  652 +−− yy  (-15;-10), (2;-20) 

17.  222 ++ xx  (-2;10), (2;20) 

18.  3282 2 ++− xx  (-2;-10), (2;-20) 

 



Приложение Г 

Индивидуальное задание 
Вар. Параметры окружности Точки прямой 

1.  R=40; p0=(20;15) (-2;10), (2;20) 

2.  R=50; p0=(0;15) (-2;-10), (2;-20) 

3.  R=60; p0=(5;10) (15;-10), (2;-20) 

4.  R=70; p0=(-20;-15) (-15;-10), (2;-20) 

5.  R=80; p0=(-10;15) (-2;10), (2;20) 

6.  R=90; p0=(-20;15) (-2;-10), (2;-20) 

7.  R=100; p0=(10;-15) (15;-10), (2;-20) 

8.  R=40; p0=(-20;15) (-15;-10), (2;-20) 

9.  R=50; p0=(10;-15) (20;10), (2;-20) 

10.  R=60; p0=(-10;15) (-2;-10), (2;-20) 

11.  R=70; p0=(-20;-15) (15;-10), (2;-20) 

12.  R=80; p0=(5;10) (-15;-10), (2;-20) 

13.  R=90; p0=(15;0) (-2;10), (2;20) 

14.  R=100; p0=(-20;15) (-2;-10), (2;-20) 

15.  R=30; p0=(10;-15) (15;-10), (2;-20) 

16.  R=60; p0=(0;15) (-15;-10), (2;-20) 

17.  R=90; p0=(10;15) (-2;10), (2;20) 

18.  R=45; p0=(20,-30) (-2;-10), (2;-20) 

 
 

  



Приложение Д 

Индивидуальное задание 

Вар. 
Радиус  

вписанной  
окружности 

Параметры 
1-й прямой 

Параметры 
2-й прямой 

Положение  
вписанной 

окружности 

1.  40 a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

 

2.  50 a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

 

3.  60 a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

 

4.  70 a1=-0.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 



5.  80 a1=1.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 

6.  90 a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

 

7.  100 a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

 

8.  40 a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

 



9.  50 a1=-0.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 

10.  60 a1=1.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 

11.  70 a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

 

12.  80 a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

 



13.  90 a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

 

14.  100 a1=-0.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 

15.  30 a1=1.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 

16.  60 a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

 



17.  90 a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

 

18.  45 a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

 
 
  



Приложение Е 

Индивидуальное задание 

Вар. Параметры 
1-й прямой 

Параметры 
2-й прямой 

Параметры 
3-й прямой 

Положение  
вписанной 

окружности 

1.  a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

a3=-0.5;  
b3=100 

 

2.  a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

a3=-0.9;  
b3=-100 

 

3.  a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

a3=0.9;  
b3=90 

 

4.  a1=-0.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

a3=0.9;  
b3=-100 

 



5.  a1=1.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

a3=-1.9;  
b3=120 

 

6.  a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

a3=-0.5;  
b3=-100 

 

7.  a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

a3=-0.9;  
b3=80 

 

8.  a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

a3=0.9;  
b3=-120 

 

9.  a1=-0.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

a3=0.9;  
b3=70 

 



10.  a1=1.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

a3=-1.9;  
b3=-100 

 

11.  a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

a3=-0.5;  
b3=140 

 

12.  a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

a3=-0.9;  
b3=-140 

 

13.  a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

a3=0.9;  
b3=130 

 

14.  a1=-0.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

a3=0.9;  
b3=-170 

 



15.  a1=1.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

a3=-1.9;  
b3=110 

 

16.  a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

a3=-0.5;  
b3=-110 

 

17.  a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

a3=-0.9;  
b3=100 

 

18.  a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

a3=0.9;  
b3=-100 

 
 
  



Приложение Ж 

Индивидуальное задание 

Вар. Параметры 
1-й прямой 

Параметры 
окружности 

Радиус 
вписанной 

окружности 

Положение  
вписанной 

окружности 

1.  a=0.5;  
b=-20 

p0=(-20; 30); 
R1=70 20 

 

2.  a=0.6;  
b=-10 

p0=(20; 30); 
R1=80 25 

 

3.  a=0.2;  
b=-10 

p0=(20; -30); 
R1=100 10 

 

4.  a=0.3;  
b=20 

p0=(-20; -30); 
R1=120 15 

 

5.  a=0.3;  
b=-20 

p0=(20; -30); 
R1=90 15 

 



6.  a=0.4;  
b=-30 

p0=(20; 30); 
R1=90 20 

 

7.  a=0.6;  
b=-10 

p0=(-20; 30); 
R1=70 20 

 

8.  a=0.2;  
b=-10 

p0=(20; 30); 
R1=80 25 

 

9.  a=0.2;  
b=-140 

p0=(20; -30); 
R1=100 50 

 

10.  a=-0.4;  
b=-160 

p0=(-20; -30); 
R1=90 60 

 



11.  a=4;  
b=-10 

p0=(20; -30); 
R1=90 15 

 

12.  a=7;  
b=20 

p0=(20; 30); 
R1=100 20 

 

13.  a=6;  
b=50 

p0=(-20; 30); 
R1=70 20 

 

14.  a=10;  
b=-50 

p0=(20; 30); 
R1=80 25 

 



15.  a=8;  
b=10 

p0=(20; -30); 
R1=100 10 

 

16.  a=6;  
b=-10 

p0=(-20; -30); 
R1=120 15 

 

17.  a=6;  
b=50 

p0=(20; -30); 
R1=90 15 

 

18.  a=10;  
b=-50 

p0=(20; 30); 
R1=90 20 

 
 
  



Приложение 3 

Индивидуальное задание 

Вар. Параметры  
окружности 

Параметры 
1-й прямой 

Параметры 
2-й прямой 

Положение  
вписанной 

окружности 

1.  p0=(0; 15); 
R1=100 

a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

 

2.  p0=(10; 15); 
R1=130 

a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

 

3.  p0=(15; 0); 
R1=100 

a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

 

4.  p0=(0; -15); 
R1=100 

a1=-0.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 



5.  
p0=(-10; 

15); 
R1=150 

a1=1.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 

6.  
p0=(-10; -

15); 
R1=130 

a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

 

7.  p0=(20; 0); 
R1=100 

a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

 

8.  p0=(-15; 0); 
R1=100 

a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

 

9.  p0=(0; -15); 
R1=100 

a1=-0.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 

10.  
p0=(-10; 

15); 
R1=150 

a1=1.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 



11.  
p0=(-10; -

15); 
R1=130 

a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

 

12.  p0=(20; 0); 
R1=100 

a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

 

13.  p0=(-15; 0); 
R1=100 

a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 

 

14.  p0=(0; 15); 
R1=100 

a1=-0.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 

15.  p0=(10; 15); 
R1=130 

a1=1.9;  
b1=-10 

a2=0.1; 
b2=-20 

 

16.  p0=(15; 0); 
R1=100 

a1=0.5;  
b1=10 

a2=-0.6; 
b2=-10 

 

17.  p0=(0; -15); 
R1=100 

a1=0.9;  
b1=10 

a2=-0.8; 
b2=20 

 



18.  
p0=(-10; 

15); 
R1=150 

a1=-0.9; 
b1=-10 

a2=-0.1; 
b2=20 
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1 Цель работы: Получить теоретические сведения и практи-
ческие навыки построения векторной функции скалярного аргу-
мента и расчет её характеристик в системе Maple. 

 
2 Задание:  

2.1. Задать в системе Maple уравнение векторной функции 
скалярного аргумента (плоской кривой) 𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕) в соответствии с 
индивидуальным заданием (приложение А). 

2.2. Выполнить геометрическое построение данной кривой в 
интервале [𝒕𝒕𝟏𝟏, 𝒕𝒕𝟐𝟐]. 

2.3. Построить уравнение первой производной кривой по па-
раметру t (касательной к кривой 𝝉𝝉�⃗ ) и выполнить её геометриче-
ское представление в заданных точках исходной кривой в интер-
вале [𝒕𝒕𝟏𝟏, 𝒕𝒕𝟐𝟐]. 

2.4. Построить уравнение второй производной кривой по па-
раметру t и выполнить её геометрическое представление в задан-
ных точках исходной кривой в интервале [𝒕𝒕𝟏𝟏, 𝒕𝒕𝟐𝟐]. 

2.5. Построить уравнение для расчета длины плоской кривой 
𝒔𝒔(𝒕𝒕) выполнить её расчет в интервале [𝒕𝒕𝟏𝟏, 𝒕𝒕𝟐𝟐]. 

2.6. Построить уравнение нормали к плоской кривой 𝒏𝒏��⃗ (𝒕𝒕) и 
выполнить её геометрическое представление в заданных точках 
исходной кривой в интервале [𝒕𝒕𝟏𝟏, 𝒕𝒕𝟐𝟐]. 

2.7. Построить уравнения для расчета радиуса кривизны век-
торной функции 𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕). 

2.8. Построить график изменения радиуса кривизны векторной 
функции 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟(𝑡𝑡) в интервале [𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2]. 

 
3 Краткие теоретические сведения 
3.1. Векторные функции скалярного аргумента 

 
Вектор называется векторной функцией скалярного аргумен-

та, если каждому значению скаляра из области допустимых зна-
чений соответствует определенное значение вектора: 
 𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕). 

Вектор 𝜶𝜶��⃗  называется бесконечно малым, если его модуль 
стремится к нулю. 

Производной векторной функции по ее скалярному аргументу 
называется предел отношения приращения вектора к соответ-



ствующему приращению аргумента, когда это приращение стре-
мится к нулю: 

𝒓𝒓�⃗ ̇ = 𝒓𝒓�⃗ 𝒕𝒕
′ = 𝒓𝒓�⃗ ′ =

𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗
𝒅𝒅𝒕𝒕

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
∆𝒕𝒕→𝟎𝟎

∆𝒓𝒓�⃗
∆𝒕𝒕

. 
Применительно к векторной функции скалярного аргумента 

рассматриваются также дифференциал 
𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ ̇ ∙ 𝒅𝒅𝒕𝒕 

и интегралы, в частности определенный интеграл 

� 𝒓𝒓�⃗ 𝒅𝒅𝒕𝒕

𝒕𝒕𝟏𝟏

𝒕𝒕𝟎𝟎

. 

Если векторную функцию скалярного аргумента рассматри-
вать в декартовой системе координат, то 

𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕) = 𝒙𝒙(𝒕𝒕) ∙ 𝒊𝒊 + 𝒚𝒚(𝒕𝒕) ∙ 𝒋𝒋 + 𝒛𝒛(𝒕𝒕) ∙ 𝒌𝒌��⃗ ; 
или  

𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕) = �

𝒙𝒙(𝒕𝒕)
𝒚𝒚(𝒕𝒕)
𝒛𝒛(𝒕𝒕)
𝟏𝟏

�, 

𝒓𝒓�⃗ ̇ = �̇�𝒙 ∙ 𝒊𝒊 + �̇�𝒚 ∙ 𝒋𝒋 + �̇�𝒛 ∙ 𝒌𝒌��⃗ = �
�̇�𝒙
�̇�𝒚
�̇�𝒛
𝟏𝟏

� ; 

𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗ = 𝒅𝒅𝒙𝒙 ∙ 𝒊𝒊 + 𝒅𝒅𝒚𝒚 ∙ 𝒋𝒋 + 𝒅𝒅𝒛𝒛 ∙ 𝒌𝒌��⃗ = �
𝒅𝒅𝒙𝒙
𝒅𝒅𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒛𝒛
𝟏𝟏

�. 

|𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕)| = �𝒙𝒙(𝒕𝒕)𝟐𝟐 + 𝒚𝒚(𝒕𝒕)𝟐𝟐 + 𝒛𝒛(𝒕𝒕)𝟐𝟐; 
 

 
3.2. Понятие кривой 

 
Кривую опишем при помощи радиус-вектора 

𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕), 
соединяющего произвольный фиксированный центр и точку, 
принадлежащую кривой. 



 
 
Кривая задается на промежутке [𝒂𝒂,𝒃𝒃]некоторой числовой оси. 

 
Кривая называется регулярной, если во всех точках заданного 

промежутка 𝒓𝒓�⃗ непрерывно дифференцируема и 𝒓𝒓�⃗ ̇ ≠ 𝟎𝟎. 
Пусть 𝑴𝑴𝟎𝟎, 𝑴𝑴𝟏𝟏 - точки, принадлежащие регулярной кривой и 

соответствующие параметрам 𝒕𝒕𝟎𝟎 < 𝒕𝒕𝟏𝟏. 
Прямая 𝑴𝑴𝟎𝟎𝑴𝑴𝟏𝟏 называется направленной секущей кривой в 

точке 𝑴𝑴𝟎𝟎 Направленной касательной к кривой в точке 𝑴𝑴𝟎𝟎 назы-
вается предел направленных секущих в этой точке при 𝒕𝒕𝟏𝟏 → 𝒕𝒕𝟎𝟎. 

 
Длиной регулярной кривой называется предел длины лома-

ной, вписанной в кривую, при стремлении к нулю длины 
наибольшего сегмента ломаной. 



 
Всякая регулярная кривая имеет определенную длину, если 

регулярная кривая задана векторной функцией 𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕), то длина 
кривой 

𝒔𝒔 = ��𝒓𝒓�⃗ ̇ �𝒅𝒅𝒕𝒕

𝒕𝒕𝟏𝟏

𝒕𝒕𝟎𝟎

. 

Для длины кривой справедлив: 
𝒅𝒅𝒔𝒔
𝒅𝒅𝒕𝒕

= �
𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗
𝒅𝒅𝒕𝒕
�. 

Введем такой скалярный аргумент радиус-вектора 𝑹𝑹��⃗  точки 
регулярной кривой, как длина дуги 𝒔𝒔, отсчитываемая от некоторо-
го центра, взятого на кривой. 

Данный аргумент называется естественным. 

 
Имеет место соотношение: 

�
𝒅𝒅𝑹𝑹��⃗
𝒅𝒅𝒔𝒔

� = 𝟏𝟏. 

 
 
 



3.3. Кривизна кривой 
 

На регулярной кривой возьмем две точки, радиус-векторы ко-
торых обозначим 𝑹𝑹��⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎), 𝑹𝑹��⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎 + ∆𝒔𝒔).  

Единичные векторы направленных касательных к траектории 
в указанных точках обозначим 𝝉𝝉�⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎), 𝝉𝝉�⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎 + ∆𝒔𝒔) соответственно  

𝝉𝝉�⃗ (𝒔𝒔) =
𝒅𝒅𝑹𝑹(𝒔𝒔)���������⃗
𝒅𝒅𝒔𝒔

 
 

Угол ∆𝝋𝝋 между векторами 𝝉𝝉�⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎), 𝝉𝝉�⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎 + ∆𝒔𝒔) называется уг-
лом смежности траектории в точке, задаваемой радиус-вектором 
𝑹𝑹��⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎). 

 
Число 

𝜿𝜿 = �
𝒅𝒅𝝋𝝋
𝒅𝒅𝒔𝒔

� 
называется кривизной. Кривизна прямой равна 0. 
Радиусом кривизны называется величина, обратная кривизне: 

𝝆𝝆 =
𝟏𝟏
𝜿𝜿

= �
𝒅𝒅𝒔𝒔
𝒅𝒅𝝋𝝋

�. 

Радиус кривизны окружности во всех ее точках равен радиусу 
окружности. 

В каждой своей точке регулярная кривая характеризуется 
кривизной и для всех значений естественного параметра справед-
ливо 

𝒅𝒅𝝉𝝉�⃗
𝒅𝒅𝒔𝒔

= 𝜿𝜿 ∙ 𝒏𝒏��⃗ , 



где 𝒏𝒏��⃗  - это единичный вектор, называемый главной нормалью, 
причем 

𝒏𝒏��⃗ ⊥ 𝝉𝝉�⃗  
и 𝒏𝒏��⃗  направлен в сторону вогнутости плоской кривой. 

Вектор где 𝒏𝒏��⃗  и кривизну кривой можно рассчитать по форму-
лам  

 𝒏𝒏��⃗ =
𝒅𝒅𝝉𝝉�⃗
𝒅𝒅𝒔𝒔

�𝒅𝒅𝝉𝝉�⃗𝒅𝒅𝒔𝒔�
=

𝒅𝒅𝟐𝟐𝑹𝑹��⃗
𝒅𝒅𝒔𝒔𝟐𝟐

�𝒅𝒅
𝟐𝟐𝑹𝑹��⃗
𝒅𝒅𝒔𝒔𝟐𝟐 �

 

и 

𝜿𝜿 = �
𝒅𝒅𝝉𝝉�⃗
𝒅𝒅𝒔𝒔
� = �

𝒅𝒅𝟐𝟐𝑹𝑹��⃗
𝒅𝒅𝒔𝒔𝟐𝟐

�. 

 
Плоскость, проходящая через векторы 𝝉𝝉�⃗ ,  𝒏𝒏���⃗ , называется со-

прикасающейся. Соприкасающаяся плоскость является предель-
ным положением плоскости, проходящей через векторы 𝝉𝝉�⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎),
𝝉𝝉�⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎 + ∆𝒔𝒔) , приложенные в точке, задаваемой радиус-вектором 
𝑹𝑹��⃗ (𝒔𝒔𝟎𝟎). 

 
Во всех точках плоской регулярной кривой определена одна и 

та же соприкасающаяся плоскость, совпадающая с плоскостью 
самой кривой. 

Для регулярной кривой справедлива формула: 

𝜿𝜿 =
�𝒅𝒅

𝟐𝟐𝒓𝒓�⃗
𝒅𝒅𝒕𝒕𝟐𝟐 × 𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗

𝒅𝒅𝒕𝒕�

�𝒅𝒅𝒓𝒓�⃗𝒅𝒅𝒕𝒕�
𝟑𝟑 . 

В случае, если рассматривается плоская регулярная кривая 
𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕) = 𝒙𝒙(𝒕𝒕) ∙ 𝒊𝒊 + 𝒚𝒚(𝒕𝒕) ∙ 𝒋𝒋 

в плоскости 𝒙𝒙𝒙𝒙𝒚𝒚, то 



𝒏𝒏��⃗ =
[−�̇�𝒚, �̇�𝒙]

��̇�𝒙𝟐𝟐 + �̇�𝒚𝟐𝟐
 

и 

𝜿𝜿 =
|�̈�𝒙 ∙ �̇�𝒚 − �̈�𝒚 ∙ �̇�𝒙|

(�̇�𝒙𝟐𝟐 + �̇�𝒚𝟐𝟐)𝟑𝟑 𝟐𝟐�
. 

В случае, если 𝒕𝒕 = 𝒙𝒙, т. е. 𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙), то 

𝜿𝜿 =
|�̈�𝒚|

(𝟏𝟏 + �̇�𝒚𝟐𝟐)𝟑𝟑 𝟐𝟐�
. 

 
4. Пример выполнения работы 
 
Рассмотрим векторную функцию 

𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕) = �

𝒙𝒙(𝒕𝒕)
𝒚𝒚(𝒕𝒕)
𝟎𝟎
𝟏𝟏

� = �
𝒕𝒕
𝒕𝒕𝟐𝟐
𝟎𝟎
𝟏𝟏

� 

на интервале [0,5]. 
Запускаем Maple и создаем (если необходимо) новый доку-

мент. Перед началом вставляем в документ командную строку. 

 
 
В новой строке вводим команду restart и подключаем необхо-

димые модули plots и LinearAlgebra. 

 
 

4.1. Задаем в системе Maple уравнение векторной функции 
скалярного аргумента 𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕) в виде вектора строки. 

!!! 

!!! 



 
 
4.2. Для выполнения геометрического построение данной 

кривой воспользуемся командой plot. 
>  

 
4.3. Строим уравнение первой производной кривой по пара-

метру t  
>  

 
Для просмотра результат в новой строке выполним команду  
>  

 
 

и выполняем её геометрическое представление в заданных точках 
исходной кривой в интервале [0, 5] 



>  

 
 

4.4. Строим уравнение второй производной кривой по пара-
метру t  
 
>  
 
Для просмотра результат в новой строке выполним команду  
 
 >  

 
и выполняем её геометрическое представление в заданных точках 
исходной кривой в интервале [0, 5] 



>  

 

 

 
4.5. Далее создаем функцию, которая позволит вычислить 

длину дуги по формуле 𝒔𝒔 = ∫ �𝒓𝒓�⃗ ̇ �𝒅𝒅𝒕𝒕𝒕𝒕𝟏𝟏
𝒕𝒕𝟎𝟎

 
 

 >  

 
Выполним расчет длины дуги на заданном интервале [0, 5] 
>  



 
 

4.6. Построим уравнение нормали к плоской кривой 

>  

и выполняем её геометрическое представление в заданных точках 
исходной кривой в интервале [0, 5] 

>  

 
 
4.7. Построим уравнения для расчета величин кривизны и ра-

диуса кривизны векторной функции 

>  

 



>  

 

 
4.8. Построим графики изменения радиуса кривизны векторной 

функции в интервале параметра  t∈[0,5]. 
 

>  

 
 

В приложении Б приведена программа выполнения данного 
расчета. 

  



Приложение А 

Индивидуальное задание 
 

Вар. Векторная функция 𝒓𝒓�⃗ = 𝒓𝒓�⃗ (𝒕𝒕) Интервал t 
1.  

 

[0,3] 

2.  

 

[1,5] 

3.  

 

[2,6] 

4.  

 

[-1,1] 

5.  

 

[0,4] 

6.  

 

[3,6] 



7.  

 

[1,5] 

8.  

 

[7,6] 

9.  

 

[1,7] 

10.  

 

[1,3] 

11.  

 

[1,5] 

12.  

 

[1,5] 

13.  

 

[7,6] 



14.  

 

[1,7] 

15.  

 

[1,3] 

16.  

 

[1,5] 

17.  

 

[1,7] 

18.  

 

[1,3] 

 
  



Приложение  Б 
Пример программы 

>  
>  

 
>  

 
>  
>  

 
>  



 
>  
>  

 
>  

 



>  

 

>  
 

>  

 

>  

 

>  

 



>  
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1 Цель работы: Получить теоретические сведения и 
практические навыки аналитического построения уравнения линии 
пересечения поверхностей. 

 

2 Задание:  
1) Изучить краткие теоретические сведения об аналитическом 

построении уравнения линии пересечения поверхностей. 
2) Рассмотреть пример решения подобной задачи в Maple. 
3) Выполнить построение уравнения линии пересечения 

поверхностей в Maple, согласно своего варианта (см. приложение А). 
 
 

3 Краткие теоретические сведения 

Если две поверхности представлены в параметрическом виде  

 ( )

( )
( )
( )



















=

1
,
,
,

,
111

111

111

111 vuz
vuy
vux

vur  и ( )

( )
( )
( )



















=

1
,
,
,

,
222

222

222

222 vuz
vuy
vux

vur . (1) 

то уравнение линии их пересечения может быть получено путем 
решения векторного уравнения  

 ( ) ( )222111 ,, vurvur =   (2) 

относительно любых трех параметров из возможных 2211 ,,, vuvu . Так 
например, если решить данное уравнение относительно параметров 

211 ,, uvu , то станет возможным их представление в виде функций 

 ( ) ( ) ( )222211211 ,, vuuvvvvuu ===   (3) 

от параметра 2v  и тогда уравнение линии пересечения поверхностей 
( )212 vr  можно получить, как 

 ( ) ( ) ( )( )21211212 , vvvurvr =   (4) 

или 



 ( ) ( )( )2222212 ,vvurvr = .   (5) 

Рассмотрим пример построения линии пересечения шара и косого 
конуса (рис. 1). 

 

Рис. 1 Исходные данные для расчета 

 
Выполним аналитическое представление поверхности шара 

( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
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и косого конуса 
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 Тогда векторное уравнение (2) запишем как систему  



( ) ( )
( ) ( )
( )








=
−+=

−=

,82/)sin(cos
;3582/3582/)cos(sinsin

;42sincos

2221

222211

211

uvRvR
vuvRvuR

vvuR
 

и решим относительно параметров 211 ,, uvu . 

В приложении А приведена программа решения данной задачи. 

  



Приложение А 

 

>  

>  

>  

>  

 
>  

 
>  

>  



>  

 
>  

 
>  

 
>  

 
>  



 
>  

>  

>  

 

>  



 

  



Приложение Б 

Варианты заданий 

    

1 2 3 4 

    

5 6 7 8 



    

9 10 11 12 

 
 

  

13 14 15 16 



   
 

17 18 19 20 

   

 

21 22 23 24 
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Краткие теоретические сведения 
 
1. Матричное представление точки P в пространстве с координа-

тами )(x,y,zP  будет выглядеть как 
4321 )()()( ezAyAxA ⋅⋅⋅ , 

где  
2. Матричное представление линии параллельной оси Z прохо-

дящей через начало системы координат 
43 )( etA ⋅ . 

3. Матричное представление линии параллельной оси Z прохо-
дящей через точку с координатами )( 1111 ,z,yxP  

43
1

3
1

2
1

1 )()()()( etAzAyAxA ⋅⋅⋅⋅  
или 

4
1

3
1

2
1

1 )()()( etzAyAxA ⋅+⋅⋅ . 
4. Матричное представление линии лежащей в координатной 

плоскости X0Y и расположенной под углом ϕ к оси X и параллельной 
оси Z и проходящей через точку с координатами )0( 111 ,,yxP  

416
1

2
1

1 )()()()( etAAyAxA ⋅⋅ϕ⋅⋅ . 
5. Матричное представление плоскости перпендикулярной оси Z  

и проходящей через точку с координатами )0( 111 ,,yxP  
421

1
2

1
1 )()()()( evAuAyAxA ⋅⋅⋅⋅ . 

6. Матричное представление плоскости проходящей через точку 
с координатами )0( 111 ,,yxP  под углом ϕ к оси X параллельно оси Z 

4214
1

2
1

1 )()()()()( evAuAAyAxA ⋅⋅ϕ⋅⋅ . 
7. Матричное представление цилиндрической поверхности ра-

диусом R ось которой совпадает с осью X 
4241 )()()( eRAAxA ⋅ϕ⋅  

или 
4341 )()()( eRAAxA ⋅ϕ⋅ . 

8. Матричное представление цилиндрической поверхности ра-
диусом R ось которой проходит через точку )0( 111 ,,yxP  под углом ϕ к 
оси X 

4241
1

2
1

1 )()()()()( eRAAxAyAxA ⋅ϕ⋅⋅⋅ . 



9. Матричное представление конической поверхности с верши-
ной в точке )0( 111 ,,yxP  ось которой параллельна оси X c углом при 
вершине θ/2 

4124
1

2
1

1 )()2tan()()()( exAxAAyAxA ⋅⋅θ⋅ϕ⋅⋅ . 
 

Пример программы в Maple 
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Задание 1. Выполнить матричное представление линии с пара-

метром t проходящей через точку с координатами )( 1111 ,z,yxP  под уг-
лом α к заданной координатной плоскости и под углом ϕ к заданной 
координатной оси (см. табл.). Выполнить графические построения. 

Номер 
варианта )( 1111 ,z,yxP  Координатная 

плоскость α,° Координатная 
ось ϕ,° 

1 (0, -100, -10) X0Z 30 Y 45 
2 (0, -100, 0) X0Y 70 Z 30 
3 (0, 0, -10) Y0Z 50 X 10 
4 (-10, -10, -10) X0Y 0 Z 45 
5 (10, 0, 10) Y0Z 0 X 70 
6 (0, 0, 0) X0Z 0 Y 30 
7 (100, 0, 0) X0Y 45 Z 0 
8 (0, 100, 10) X0Z -30 Y -45 
9 (0, 100, 0) X0Y -70 Z -30 
10 (0, 0, 10) Y0Z -50 X -10 
11 (10, 10, 10) X0Y 0 Z -45 
12 (-10, 0, -10) Y0Z 0 X -70 
13 (0, 0, 0) X0Z 0 Y -30 
14 (-100, 0, 0) X0Y -45 Z 0 

 
 
Задание 2. Выполнить матричное представление плоскости с па-

раметрами u, v проходящей через точку с координатами )( 1111 ,z,yxP  



перпендикулярно прямой проходящей под углом α к заданной коор-
динатной плоскости и под углом ϕ к заданной координатной оси (см. 
табл.). 

Номер 
варианта )( 1111 ,z,yxP  Координатная 

плоскость α,° Координатная 
ось ϕ,° 

1 (10, 0, 10) X0Z 0 Y -70 
2 (0, 0, 0) X0Y -45 Z -30 
3 (100, 0, 0) Y0Z 30 X 0 
4 (0, 100, 10) X0Y 70 Z 45 
5 (0, 100, 0) Y0Z 50 X 30 
6 (0, 0, 10) X0Z 0 Y 10 
7 (10, 10, 10) X0Y 0 Z 45 
8 (-10, 0, -10) X0Z 0 Y 70 
9 (0, 0, 0) X0Y 45 Z 30 
10 (-100, 0, 0) Y0Z -30 X 0 
11 (0, -100, -10) X0Y -70 Z -45 
12 (0, -100, 0) Y0Z -50 X -30 
13 (0, 0, -10) X0Z 0 Y -10 
14 (-10, -10, -10) X0Y 0 Z -45 

 
Задание 3. Выполнить матричное представление фигуры с пара-

метрами u, v ось которой проходит через точку с координатами 
)( 1111 ,z,yxP  под углом α к заданной координатной плоскости и под уг-

лом ϕ к заданной координатной оси (см. табл.). Выполнить графиче-
ские построения. 

 
Номер 

вар. Фигура )( 1111 ,z,yxP  Координатная 
плоскость α,° Координатная 

ось ϕ,° 

1 
Цилиндр 

R=20; 
H=100; 

(0, 0, -10) X0Z 0 Y -70 

2 
Конус 
θ=45°; 
H=100 

(-10, -10, -
10) X0Y -45 Z -30 

3 Тор R=50; 
r=50 (10, 0, 10) X0Z 30 Y 0 

4 
Цилиндр 
R=100; 
H=20; 

(0, 0, 0) X0Y 70 Z 45 

5 Конус (100, 0, 0) Y0Z 50 X 30 



θ=90°; 
H=45 

6 Тор R=60; 
r=55 (0, 100, 10) X0Y 0 Z 10 

7 
Цилиндр 

R=10; 
H=200; 

(0, 100, 0) Y0Z 0 X 45 

8 
Конус 
θ=30°; 
H=100 

(0, 0, 10) X0Z 0 Y 70 

9 Тор R=50; 
r=5 (10, 10, 10) X0Y 45 Z 30 

10 
Цилиндр 

D=50; 
H=50; 

(-10, 0, -10) X0Z -30 Y 0 

11 
Конус 
θ=120°; 
H=50 

(0, 0, 0) X0Y -70 Z -45 

12 
Тор 

D=100; 
d=30 

(-100, 0, 0) Y0Z -50 X -30 

13 
Цилиндр 

D=10; 
H=40; 

(0, -100, -10) X0Y 0 Z -10 

14 
Конус 
θ=5°; 
H=10 

(0, -100, 0) Y0Z 0 X -45 
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1 Цель работы: 
 
Получить теоретические сведения и практические навыки по-

строения уравнений плоских составных кривых в системе Maple. 
 
2 Задание:  
Построить уравнение плоской составной кривой и выполнить 

её геометрическое построение в соответствии с индивидуальным 
заданием (см. приложение Б). 

 
3 Краткие теоретические сведения 
3.1. Составные кривые 
 
Из нескольких кривых можно построить составную кривую 

(рис. 1). Они характерны тем, что в точках стыковки первая про-
изводная радиус-вектора имеет разрыв или по длине или по длине 
и направлению. Кривые образующие составную кривую называ-
ются сегментами. При построении составной кривой должно вы-
полняться условие: начало каждого последующего сегмента 
должно совпадать с концом предыдущего.  

)( 11 wr

)( 22 wr

)( 33 wr

)( 44 wr

1,1w

2,1w
1,2w

2,2w 1,3w

2,3w
1,4w

2,4w

 
Рис. 1 – Составная кривая 

 
Замкнутая кривая называется контуром. Для контура начало 

первого сегмента совпадает с концом последнего. 
Пусть составная кривая содержи n сегментов 
 niwwwwr iiiii ,,2,1],,[),( 2,1, 2=∈ ,  (1) 

 Начальное значение параметра t составной кривой положим 
равной нулю. Параметрическую длина составной кривой будет 
равна сумме параметрических длин составляющих его кривых  



 .,0
1

1,2,maxmin ∑
=

−==
n

i
ii wwtt ,  (2) 

 При вычислении радиус-вектора составной кривой сначала 
необходимо определить тот сегмент, на который попадает, двигаясь 
по параметру. Затем нужно определить соответствующее значение 
собственного параметра этого сегмента и с помощью его значения 
вычислить его производные. Номер сегмента k можно определить 
из соотношения  

 .
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1
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Тогда радиус-вектор составной кривой будет определяться равен-
ством 
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Приложение  А 
Пример программы 1 
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Приложение В 

Индивидуальное задание 
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Встроенные процедуры Maple 
 
Было бы удивительно, если разработчики Maple обошли сторо-

ной вопросы, связанные с проблемой интерполирования функций. В 
частности, для построения интерполяционного полинома в Maple 
предусмотрена процедура interp(). Процедура вызывается с тремя па-
раметрами: списком значений узловых точек, списком значений ин-
терполируемой функции в этих точках, а также названием перемен-
ной, которую следует использовать при построении интерполяцион-
ного полинома. Например, построим полином по значениям, приве-
денным в табл. 7.1. 

 
В соответствии со значениями, приведенными в таблице, созда-

ем два списка: сначала список X с узловыми точками, а затем список 
Y со значениями функции в этих точках. 

 
 
Таблица 7.1. Табулированные значения для интерполируемой 

функции. 
Узловая точка Значение функции 
-2 36 
-1 48 
0 30 
1 0 
3 96 

 
 
После этого можно вызвать процедуру интерполирования, ука-

зав описанные выше списки ее параметрами и, кроме того, приняв х 
за переменную интерполирования. 

 



 
Стоит заметить, что в качестве результата процедурой interp() 

возвращается выражение, а не оператор, как это было выше при раз-
работке процедуры построения интерполяционного полинома Ла-
гранжа. 

 
Еще один достаточно популярный способ интерполяции состоит 

в следующем. На каждом интервале между соседними узловыми точ-
ками интерполируемая функция представляется в виде полинома. Но 
в отличие от, скажем, интерполяции Лагранжа, где один и тот же по-
лином используется для всех точек, в данном случае на каждом ин-
тервале полином свой. Кроме равенства интерполяционной функции 
в узлах табличным значениям функции интерполируемой, на первую 
накладывается еще и условие непрерывности производных до поряд-
ка, на единицу меньшего, чем степень интерполяционных полиномов. 
Подобный тип интерполяции называется интерполяцией сплайнами, 
или сплайн-интерполяцией. Наибольшей популярностью пользуется 
интерполяция кубическими сплайнами. 

 
В Maple для выполнения интерполяции сплайнами может быть 

использована процедура spline (). Процедура имеет три обязательных 
параметра. Первые два – это списки с узловыми точками и значения-
ми функции соответственно. Третьим параметром указывается пере-
менная интерполирования. Если четвертый необязательный параметр 
не указан, то интерполяция будет выполняться кубическими сплай-
нами, т.е. для "сшивки" узловых точек будут использоваться полино-
мы третьей степени. Например, если параметрами процедуры указать 
ранее рассмотренные списки, табулирующие значения функции в уз-
ловых точках, получим такой результат. 



 
Четвертым параметром процедуры spline () может быть либо од-

но из зарезервированных ключевых слов из набора linear (интерполя-
ция линейными зависимостями), quadratic (интерполяция парабола-
ми), cubic (кубический сплайн), quartic (интерполяция полиномами 
четвертой степени), либо целое неотрицательное число, определяю-
щее степень интерполяционного полинома. Причем указание числа от 
1 до 4 эквивалентно использованию перечисленных текстовых опций, 
согласно того порядка, как они были представлены выше. 

 
Внимание! 
 В качестве четвертого параметра может быть указано любое це-

лое положительное число, не только в диапазоне от 1 до 4. Просто 
для этих чисел существует альтернативный вызов через текстовую 
опцию. Например, командой spline(X,У,х,5) можно выполнить интер-
поляцию рассмотренной выше функции полиномами пятой степени и 
т.д. 

 
Интерполяция полиномами четвертой степени все той же функ-

ции выглядит следующим образом. 



 
Выражения достаточно громоздки. Посмотрим, что будет, если 

использовать в качестве сплайн-полиномов линейные зависимости. 

 
По сравнению с предыдущим случаем, здесь получен более про-

стой результат. Однако простота – далеко не всегда значит эффектив-
ность. В этом несложно убедиться, если построить графики для ин-
терполяционных функций, получаемых при сплайн-интерполяции 
полиномами разных степеней. 



 
Очевидно, что линейная сплайн-интерполяция является доста-

точно грубой. По большому счету, это просто соединение интерполя-
ционных точек линиями. Такой тип интерполяции используется 
крайне редко. Что касается использования полиномов прочих степе-
ней, начиная со второй, то визуально особой разницы между ними (во 
всяком случае в данном примере) нет. 

 
Однако не следует забывать, что степень сплайн-полиномов 

определяет гладкость полученных кривых. Это важно особенно в тех 
случаях, когда от полученных в результате интерполяции функций 
следует брать производные. В этом смысле полиномиальная интерпо-
ляция по сравнению со сплайн-интерполяцией обладает тем преиму-
ществом, что и интерполяционный полином, и производные от него 
однозначно являются функциями непрерывными и гладкими. Поэто-



му интересно сравнить результаты интерполяции полиномом и 
сплайн-интерполяции. Для этого построим графики соответствующих 
интерполяционных функций. 

 
Можно видеть, что все три графика (сплайны третьей и четвер-

той степени, а также интерполяционный полином четвертой степени) 
практически совпадают, особенно в левой части рисунка. Правда, ин-
терполяционный полином является более гладкой функцией по срав-
нению с первыми двумя.  

 
 
Задание: 
1. Вычислить значения заданной функции (см. таблицу) уi = f(xi) 

в узлах интерполяции хi = a + h*i, где h = (b - a)/10, i = 0, 1,..., 10, на 
отрезке [a, b]. 



2. Для вычисленных значений построить интерполяционную 
функцию spline (при интерполяции линейными зависимостями, ин-
терполяции параболами, кубическом сплайне) и interp. 

3. Построить графики исходной функции и полученных интер-
поляционных функций на отрезке [a, b] и сравнить. 

 

 
 
Пример выполнения работы 
 
Рассмотрим функцию  

22)( xexxf −=  
на отрезке от [0; 2.5] для случая с 5-ю интервалами. 
Ниже приведен код программы в Maple/ 
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