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Вводная лабораторная работа 
Обработка результатов измерений в лабораторном 

физическом практикуме 
 

1. Введение 
Измерения являются одним из важнейших путей познания зако-

нов природы, дают количественную оценку окружающего мира, рас-
крывая действующие в природе закономерности. Многие великие 
учёные высоко ценили значение измерений. Д.И. Менделеев выразил 
значение измерений следующим замечанием: «Наука начинается с 
тех пор, как начинают измерять. Точная наука немыслима без меры». 
Английскому физику Кельвину принадлежит следующее изречение: 
«Каждая вещь известна лишь в той степени, в какой её можно изме-
рить».  

Всякий закон, устанавливающий связь между физическими ве-
личинами, проверяется опытом, основой которого служат измерения. 
Он может считаться верным лишь с той степенью точности, с кото-
рой выполнены измерения, положенные в его основу. 

Известно множество примеров, когда создание нового прибора 
вызывало значительные изменения в развитии и даже содержании це-
лых отраслей знаний. С другой стороны, появление новых областей 
науки обязательно влечёт за собой интенсивную разработку новых 
методов и средств измерений. Точные измерения неоднократно по-
зволяли делать фундаментальные открытия. Например, использова-
ние созданного Майкельсоном интерферометра для обнаружения 
ожидаемого смещения интерференционной картины при изменении 
направления распространения света позволило установить отсутствие 
такого смещения. 

2. Общие сведения из теории погрешностей 
Измерения физических величин можно подразделить на сле-

дующие виды: 
1. Прямые - измеряемая величина определяется непосредствен-

но с помощью меры или измерительного прибора. Например: длина 
измеряется линейкой, штангенциркулем, микрометром; время - се-
кундомером; величина тока - амперметром и т.д. 

2. Косвенные - физическая величина определяется из формулы, 
в которую входят значения других физических величин, полученных 
прямыми измерениями. Например: плотность цилиндрического тела 
определяется по формуле 
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где величины m, D и h измерены непосредственно с помощью весов и 
линейки. Измерение плотности – это косвенное измерение. 

Ни одно из измерений не дает истинного значения физической 
величины. Причиной этого является несовершенство методов изме-
рения, измерительных приборов и органов чувств человека. Кроме 
того, сама измеряемая величина может изменяться в зависимости от 
условий эксперимента. Поэтому при выполнении лабораторной рабо-
ты необходимо научиться оценивать погрешности измерений. 

1. Систематические погрешности – могут быть вызваны не-
правильной установкой прибора, его настройкой (в отключенном со-
стоянии стрелка прибора может быть смещена относительно нуля), 
неполной разработкой метода измерений (не учтены все факторы, 
влияющие на точность измерения). Эти погрешности устраняются 
изменение условий эксперимента и введением поправок. Системати-
ческие погрешности допускаются еще и по той причине, что каждый 
прибор имеет собственную погрешность измерения (инструменталь-
ную). 

2. Случайные погрешности – возникающие при изменении 
внешних условий (изменение температуры, давления, влажности, со-
трясение здания и т.д.), действие которых на каждое измерение раз-
лично. 

К случайным погрешностям относятся и погрешности, обуслов-
ленные свойствами измеряемого объекта – цилиндр по диаметру име-
ет различные поперечные размеры. 

3. Промахи – значение измеряемой величины резко отличается 
от всех остальных. Причиной промаха является небрежность экспе-
риментатора в работе. Значение с промахом следует заменить резуль-
татом повторного измерения при тех же условиях или отбросить. 

Произведя измерения, всегда допускают как систематические, 
так и случайные погрешности. Если при повторных измерениях какой 
– либо величины получаются одинаковые результаты, то это означа-
ет, что систематические погрешности оказывают на точность измере-
ний большее влияние, чем случайные. Если же результаты измерений 
окажутся различными. Это значит, что в этом случае случайные по-
грешности больше систематических. Точность измерений такой ве-
личины будет определяться случайными погрешностями, которые 
находятся с помощью теории вероятностей. 
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Каких-либо универсальных правил учета систематических по-
грешностей, связанных с методикой измерений, не существует. В ка-
ждом случае это вопрос отдельного анализа и критического отноше-
ния к эксперименту. 

Систематические ошибки, связанные с ограниченной точно-
стью приборов, подлежат учету. 

 
3. Характеристики приборов 

Измерительные приборы характеризуются пределом измерения 
и ценой деления (а стрелочные и электронные измерительные прибо-
ры характеризуются еще и классом точности). 

Предел измерения – максимальное значение измеряемой дан-
ным прибором величины. У одного прибора может быть несколько 
пределов измерения. 

Цена деления – для равномерной шкалы  это величина, равная 
пределу измерения прибора, деленному на число делений шкалы. 

Класс точности – число, равное максимальной относительной 
погрешности в процентах, которую вносит прибор при измерении на 
пределе используемой шкалы. Это число определяет максимальную 
абсолютную погрешность измерения данным прибором. Класс точно-
сти электроизмерительных приборов, как правило, указан на лицевой 
части прибора в виде отдельного числа: 0.2 или 0.5 или 1.0 или 1.5 и 
т.д.  

Рассмотрим миллиамперметр, предел измерения которого ра-
вен 150 мА; число делений шкалы 30; цена деления 150:30=5 мА; 
класс точности 2.0. 

Максимальная абсолютная погрешность (приборная погреш-
ность): 

  150 2 3
100 100пр

Предел измерения класс точностиx  
     мА  

 
Отклонению стрелки или светового индикатора на 5 делений 

соответствует показание прибора 5 5 25  мА. Результат измерения: 
3(25 3) 10 А  . Относительная погрешность измерения:  

                                прx
x




3 100 12%
25

  . 

Теория вероятностей показывает, что наиболее близкими к ис-
тинному значению измеряемой величины хист  является среднее 
арифметическое многих повторных измерений 
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где n – число независимых измерений, а xi – результат отдельного из-
мерения. 

Величина i ix x x   называется абсолютной случайной по-
грешностью измерения. 

                                     1

n

i
i

x
x

n



 


                                           (2) 

где x  - средняя арифметическая величина абсолютной случайной 
погрешности. Истинное значение лежит в интервале ± x , т.е. 

истx x x    (доверительный интервал). 
Доверительный интервал это числовой промежуток, внутри 

которого с заданной вероятностью, находится истинное значение ис-
комой величины. 

Величина 100%
x

x


    называется средней относительной по-

грешностью.  
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4. Оценка погрешности по среднему квадратичному для 
прямых измерений 

Для оценки величины случайной погрешности измерения суще-
ствует несколько способов. 

Исследуя случайные погрешности, К. Гаусс установил закон рас-
пределения  случайных погрешностей, или просто закон распределе-
ния Гаусса. Согласно этому закону, при числе наблюдений, стремя-
щемся к бесконечности, частота появления случайных погрешностей 
у определяется формулой: 

      

2

2
( )
21( )

2

t

P t e

 

   
  ,                               (3) 

где   - средняя квадратичная погрешность измерения, x - ошибка 
измерения. График закона нормального распределения представлен 
на рисунке для различных значений  . 

 

 
 

Рис.1 Распределение Гаусса 
 
Закон распределения Гаусса отражает следующие положения 

теории случайных погрешностей: 
1) случайные погрешности обоих знаков встречаются одинаково 

часто; 
2) меньшие случайные погрешности встречаются чаще, чем 

большие; 
3) очень большие погрешности маловероятны. 
Закон распределения Гаусса является типичным статистическим 

законом. Он подвергался многократным экспериментальным провер-
кам, которые показали, что закон выполняется тем точнее, чем боль-
ше проведено наблюдений. 
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В реальных условиях число измерений физической величины ко-
нечно. В этом случае отклонение среднего значения величины от ис-
тинного характеризуется среднеквадратичным отклонением 

 
2

1 1

( )
;

1

n n

i i
i i

x x x
x

n n
 


  



 

                 

(4) 

где: n – число измерений величины х. <х> - среднее арифметическое 
значение измеряемой величины. 

Пусть d означает вероятность того, что результат измерения от-
личается от истинного значения на величину, не большую d  

( ; )p x x x x d                               (5) 
где р - вероятность события. Вероятность d – доверительная вероят-
ность, или коэффициент надежности. Интервал от x x   до 

x x  называется доверительным интервалом. 
Выражение (5) означает, что с вероятностью, равной d, результат 

измерений не выходит за пределы доверительного интервала. 
Чем большая надежность измерения требуется, тем больший по-

лучается доверительный интервал, и наоборот. 
Случайная абсолютная ошибка определяется по формуле: 

                                               

x t                                (6) 
Величина безразмерного коэффициента t (коэффициент Стью-

дента) зависит от количества выполненных измерений и от величины 
ожидаемой надежности получаемых результатов.  
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Таблица 1. Коэффициенты Стьюдента 
 

Кол-во из-
мерений 

Значение доверительных вероятностей 

0,1 0,2 0,5 0,6 0,9 0,95 0,98 0,99 0,999 
1 0,16 0,33 1 1,38 6,3 12,7 31,8 63,7 636,6 
2 0,14 0,29 0,82 1,06 2,9 4,3 7 9,9 31,6 
3 0,14 0,28 0,77 0,98 2,4 3,2 4,5 5,8 12,9 
4 0,13 0,27 0,74 0,94 2,1 2,8 3,7 4,6 8,6 
5 0,13 0,27 0,73 0,92 2,6 2,6 3,4 4 6,9 
6 0,13 0,27 0,72 0,9 1,9 2,4 3,1 3,7 6 
8 0,13 0,26 0,71 0,9 1,9 2,4 3 3,5 5,4 
10 0,13 0,26 0,7 0,88 1,8 2,3 2,8 3,3 4,8 
15 0,13 0,26 0,69 0,87 1,8 2,1 2,6 3 4,1 
20 0,13 0,26 0,69 0,86 1,7 2,1 2,5 2,9 3,9 

 
Например, пусть было произведено n=8 измерений величины х. 

Если задать вероятность d=0,9, то коэффициент Стьюдента t=1,9 под-
ставляют в формулу (6) и находят интервал ±∆х, в котором лежит ис-
тинное значение измеряемой величины. 

 
Пример  
Пусть измеряется диаметр D цилиндра с помощью микрометра. 

Оценим погрешность измерений. Результаты сведены в таблицу. 

21

2

41

38.00 4,75 ( ) 4,75 10
8

( )
0.076 0,033 ( ) 3,3 10

1 7

n

i
i

n

i
i

D
D мм м

n

D
мм м

n





   


    







�

�

 

Таблица 2. Результаты измерений 
 

№ изм. Di │<D>  - Di│=∆Di, мм (∆Di)2, мм2 

1 4,75 0,00 0,000 
2 4,71 0,04 0,0016 
3 4,78 0,03 0,0009 
4 4,71 0,04 0,0016 
5 4,76 0,01 0,0001 
6 4,72 0,03 0,0009 
7 4,78 0,03 0,0009 
8 4,79 0,04 0,0016 
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Зададимся какой – то доверительной вероятностью, например 
d=0,8. Для n=8, d=0,8 коэффициент Стьюдента t=1,4. 

Из (6) получим 0,033 1,4 0,046 ( )D t мм        
Отсюда истинное значение диаметра 

 (4,750 0,046)D D D мм        
с вероятностью d=0,8. 
Эта вероятность означает, что на 8 измерений 80% измеряемых 

величин будут лежать в промежутке от 4,70 мм до 4,79 мм. 
В случае косвенных измерений измеряемая величина х является 

функцией некоторых величин х=f(A,B,C,…). Значения величин А, В, С 
и т.д., находят из прямых измерений. 

 
5. Обработка результатов косвенных измерений 

 Для нахождения абсолютной и относительной  погрешности 
косвенных измерений может быть использовано несколько подходов 
(метод определения погрешности определяется требованиями в кон-
кретной задаче). Для нахождения погрешности косвенного измерения 
используют следующий простейший алгоритм. 

 Вариант 1. На примере определения плотности твердого цилин-
дрического тела. В этом случае плотность определяется из выражения 

2

4m
D h




  

1. Логарифмируют выражение 2

4m
D h





.
 

                              
ln ln 4 ln ln 2ln ln .m D h       

2. Полученное логарифмическое выражение дифференцируют 
по всем аргументам. 

0 2 .d dm d dD dh
m D h

 
 

      

3. Знаки «d» заменяем на «∆». Знаки «–» между отдельными по-
грешностями меняем на «+». 

2m D h
m D h

 


 
    

    
                       (7) 

Если измерение однократное, т.е. проверено один раз, то ∆m, ∆D 
и ∆h означают погрешности соответствующих измерительных прибо-
ров. Как правило, они не превышают 0,5 цены наименьшего деления 
прибора. Если прибор снабжен нониусом, то его погрешность равна 
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точности нониуса. Необходимо помнить, что погрешность в случае 
непосредственных измерений не должна быть меньше погрешности 
измерительного прибора. Если она меньше погрешности соответст-
вующих измерительных приборов, то ее следует принять равным по-
грешности измерительного прибора. Произведя вычисления по фор-
муле (7), находим относительную ошибку измерения 

                                            

100%
  


 

Абсолютная ошибка:
 
       

Окончательный результат записывают в виде  
ист                                                   (8) 

Задача измерений заключается не в определении истинного зна-
чения, а в установлении интервала, внутри которого оно находится. 
Чем меньше этот интервал, т.е. чем меньше ошибка, тем точнее вы-
полнено измерение. Теория погрешностей указывает на то, как следу-
ет вести измерения и их математическую обработку, чтобы величина 
этого интервала была минимальной. 

Оценку погрешности для косвенных измерений можно произво-
дить так же по среднему квадратичному отклонению. 

 
 Вариант 2. Этот метод наиболее предпочтителен при проведе-

нии ответственных измерений (инженерных, научных). 
В случае косвенных измерений, когда искомая величина 

является функцией других независимых величин А, В, С,…, найден-
ных непосредственно, т.е. х= f (A, B, C,…) применяется более сложная 
формула средней квадратичной погрешности (на примере определе-
ния плотности твердого цилиндрического тела): 

 
2 2 2

2 2 2
A B C

x x x
A B C
                          


   (9) 

где:  , ,x x x
A B C
  
  

 являются частными  производными величин х по    

А, В, С, …, а 
   2 2

1 1,
1 1

n n

i i
i i

A B

A A B B

n n
 

 
   

 

 
 и т.д.          (10) 
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Если функция х=f(A, B, C,…)  является несложной, напри-

мер, 2

4m
D h

 то рекомендуется следующий метод нахождения по-

грешности косвенного измерения: 
1. Выражение для искомой величины логарифмируем 

ln ln 4 ln ln 2ln ln .m D h       
2. Полученное логарифмическое выражение дифференци-

руем 

0 2 .d dm d dD dh
m D h

 
 

      

3. Знаки  d заменяем на σ, знаки «-» меняем на «+», а каж-
дое слагаемое полученного выражения возводим в квадрат.  

2 2 22

2 22

2

2

m hD

m hD

m D h

m D h





  


 
 

              
     

              

 

Значения  , ,m D h    находятся по формуле (10). Данные сведем в 
таблицу. Гипотетические результаты измерений, необходимые для 
определения плотности, приведены в таблице 3. 
 

Таблица 3. Результаты измерений 
 
 1 2 3 4 5 6 Сред. Погр. 
m, г 41,0 41,0 41,2 41,3 41,2 41,0 41,1 0,1 
D, мм 30,1 30,0 30,2 30,1 30,0 30,0 30,1 0,1 
h, мм 8,4 8,0 8,0 8,2 8,1 8,3 8,2 0,1 
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       

2 2 2 2 2 2
3

2 2 2 22 2
3

2 2 2 2 2 2
3

2

2

0 0 0,1 0,2 0,1 0,1 0,12 ( ) 0,12 10
5

0 0,1 0,1 0 0,1 0,1
0,1 ( ) 0,1 10

5

(0,2) (0,2) (0,2) 0 (0,1) (0,1) 0,2 ( ) 0,2 10
5

4 41,1 0,12 0,2
3,14 (30,1) 8,2 41,1

m

D

h

г кг

мм кг

мм м

















    
  

    
  

    
  

  
     

�

�

�

2 2

3 3

1 0,2
30,1 8,2

0,0002 ( / ) 200 /г мм кг м

   
    

   

 

 

Зададимся доверительной вероятностью d=0,8. Для n=6 коэф-
фициент Стьюдента t=1,5 

3 3

3 3 3
2

3 3 3

0,0002 1,5 0,0003 ( / ) 300 /

4 41,1 0,071( / ) 7,1 10 /
3,14 (30,1) 8,2

(0,0071 0,0003) / (7,1 0,3) 10 /

t г мм кг м

г мм кг м

г мм или СИ кг м

  





       


   

 

   

 

Вариант 2 
Воспользуемся формулой (9). В данном случае 

22 2
2 2 2

2 3 2 2

4 4 3 4 2
m D h

m m
D h D h D h

   
  

           
    

 

2
2

2

2
2 3 3

3

2
2

2 2

4 (0,12)
3,14 (30,1) 8,2

4 3 41,1 (0,1) 0,0003 ( / ) 300 /
3,14 (30,1) 8,2

4 2 41,1 (0,2)
3,14 (30,1) (8,2)

г мм кг м

 
   

  
       

  
   

 
Далее аналогично варианту 1 
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6. Приложения 
 

Приложение 1. Правила приближённых вычислений 
1.1. Если в расчетную формулу входят величины с разным чис-

лом значащих цифр, то перед расчетом их нужно округлить до оди-
накового числа значащих цифр, равного числу значащих цифр у наи-
менее точного числа. 

Значащими цифрами числа считают  цифры отличные от ну-
ля, и нуль, если он стоит между, или после значащих цифр. Напри-
мер, в числе 0,01020 –четыре значащих цифры:1020. 

Сравним приближенные числа 9 и 9.0. В первом одна значащая 
цифра, а во втором две.  Первое число 9 является результатом округ-
ления  чисел из интервала  8,5 9,4 , а второе 9.0 является прибли-
жением чисел из интервала  8,95 9,04 . Первый интервал шире 
второго в десять раз. Оценка искомой физической величины числом 
9.0 в десять раз точнее, чем  числом 9. 

Стандартная форма записи числа предполагает одну знача-
щую цифру до запятой, несколько после и порядок степени. Напри-
мер, число 0,01020 в стандартной форме с четырьмя значащими циф-
рами  записывается так 21,020 10   . 

Если число иррациональное, то округляем его до нужного числа 
значащих цифр и за погрешность округления берем половину едини-
цы последнего из взятых разрядов. Например,  число   с точностью 
до трех значащих цифр  3,14 0,005 3,135 3,144      . Иногда 
берут не половину, а единицу последнего из взятых разрядов. 

Если результат измерения имеет большее чем нужно число зна-
чащих цифр, то за абсолютную погрешность берем погрешность ок-
ругления. Например, масса образца 123,350 50m г  имеет шесть 
значащих цифр, а нужно округлить её до трех 123 1m г   и в стан-
дартном виде в системе СИ   31,23 0,05 10m кг    

1.2 При сложении и вычитании приближённых чисел оконча-
тельный результат округляют до стольких значащих цифр, сколько их 
у наименее точного числа, т.е. так, чтобы он не имел значащих цифр 
в тех разрядах, которые отсутствуют хотя бы в одном из слагаемых.  

Значащими называются все цифры кроме нуля, а также нуль в 
двух случаях: 

а) когда он стоит между значащими цифрами;  
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б) когда он стоит в конце числа. 
Например, при сложении чисел 4,462 + 2,38 + 1,17273 + 1,0263 

= 9,04693 результат следует округлить до сотых долей числа - 9,05. 
1.3. При умножении (делении) необходимо округлять сомно-

жители до операции умножения так, чтобы каждый из них содержал 
столько значащих цифр, сколько их имеет сомножитель с наимень-
шим числом значащих цифр. 

Например: вместо вычисления выражения 3,7232,45,1846 сле-
дует вычислять выражение 3,72,45,2. 

И результат умножения следует округлять до стольких знача-
щих цифр, сколько их в сомножителях, после их округления перед 
умножением 3,72,45,2=46,176=46. 

В промежуточных результатах можно  сохранять на одну зна-
чащую цифру больше.  

1.4. При возведении в степень следует в результате оставлять 
столько  значащих цифр, сколько их имеется в основании степени. 
Например: 1,322 =1,7424=1,74. 

1.5. Аналогично, при извлечении корня  в результате нужно 
брать столько значащих цифр, сколько их имеется в подкоренном вы-
ражении. Например: 8 41,17 10 1,08 10      

1.6. При вычислении сложных выражений следует применять 
указанные правила в соответствии с видом производимых действий. 

 Например: 
(3,2+17,062) 7,3 /5,12,007103 

Сомножитель 5,1 имеет наименьшее число значащих цифр - 
две. Поэтому результаты всех промежуточных вычислений должны 
округляться до трех значащих цифр: 

  3
3 3 3

3,2 17,062 3,7 20,3 1,92 39,0 3,79 10 .
5,1 2,007 10 10,3 10 10,3 10

 
   

   
 

Окончательный результат округляем до двух значащих цифр  3,810-3. 
1.7. Стандартной формой числа считают его запись с одной 

значащей цифрой до запятой и несколькими значащими цифрами по-
сле запятой, умноженного на десять в соответствующей степени. На-
пример:  

2 4 40,0123 1,23 10 или 12345 1,2345 10 1,23 10       
При выполнении сложения и вычитания чисел в стандартной 

форме нужно внимательно следить за порядком степеней чисел. На-



17 
 

пример: 
2 11,23 10 3,45 10 123 0,345 123,345      . Округляя до трех 

значащих цифр, получим: 2123,345 123 1,23 10   . Оба числа имеют 
по три значащих цифры, а их порядок отличается тоже на три едини-
цы. В этом случае второе число меньше погрешности округления, и 
им можно пренебречь. 
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Приложение 2. Устройство штангенциркуля и микрометра. 
Штангенциркуль и микрометр находят широкое применение в 

повседневной практике. В основе устройства штангенциркуля и мик-
рометра лежит нониус и микрометрический винт.  

 

 
 
Рис. 1 Внешний вид нониуса 
 
Представим себе две линейки, сложенные вместе, как указано на 

рис. 1. Пусть цена деления (длина одного деления) верхней линейки 
равна l1, а цена деления нижней линейки l2 . Эти две линейки образу-
ют нониус, если существует такое целое число k , при котором 

2 1( 1)kl k l    (1) 
У линеек, изображенных на рисунке, k = 4. Знак “+” в формуле 

(1) относится к случаю, когда деления нижней линейки длиннее 
верхней, т.е. когда l2 > l1 . В противоположном случае (l1 > l2) следует 
выбирать “–“ . Будем для определенности считать, что  l2 > l1  . Пре-
образуем выражение (1): 

2 1

2 1 1

2 1 1

1
2 1

( 1)

( )

kl k l
kl kl l
k l l l

ll l
k

  
 

  

 

 

С другой стороны, если равенство (1) развернуть в пропорцию, 
мы получим:  

2 1

1
l l

k k



 

 
Выражение 

1 2
2 1 1

l ll l
k k

    
                                    

(2) 

l1 k+1

l2 k
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определяет точность нониуса. В частности, если l1 = 1 мм,  k = 10, 
то точность нониуса  δ = 0,1 мм. Точность нониуса определяет наи-
меньшее значение измеряемой величины, которое можно определить 
с помощью данного инструмента. Как видно из рисунка, при совпа-
дении нулевых делений нижней и верхней шкал совпадают, кроме то-
го, k-е деление нижней и (k+1)-е деление верхней шкалы, 2k-е деле-
ние нижней и  2(k+1)-е верхней шкалы и т.д. 

Начнем постепенно сдвигать верхнюю линейку вправо. Нулевые 
деления линеек разойдутся и сначала совпадут первые деления лине-
ек. Это случится при сдвиге l2 – l1 , равном точности нониуса (δ). При 
двойном сдвиге совпадут вторые деления линеек и т.д. Если совпали  
m - е деления, то можно утверждать, что их нулевые деления сдвину-
ты на m � . 

Это утверждение справедливо и в том случае, если сдвиг верх-
ней линейки относительно нижней не превышает одного деления 
нижней линейки. При сдвиге на одно (или несколько) делений нуле-
вое деление верхней шкалы совпадает уже не с нулевым, а с первым 
(или n -м) делением нижней линейки. При небольшом дополнитель-
ном сдвиге с делением нижней линейки совпадает уже не нулевое, а 
первое деление верхней и т.д. 

 
 
Рис. 2. Внешний вид технического нониуса 
 

В технических нониусах верхнюю линейку делают обычно ко-
роткой, так что совпадать с нижними может лишь одно из делений 
этой линейки. 

Применим нониус для измерения тела А (рис. 2). Как видно из 
рисунка, длина      L      тела      А    равна   

2L nl m                                          (3) 

А m

l1

l2mδnl2
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(В нашем случае l2 > l1  ). Здесь n – целое число делений нижней 
шкалы, лежащих влево от начала верхней линейки, а m- номер деле-
ния верхней линейки, совпадающего с одним из делений нижней 
шкалы (в том случае, если ни одно из делений верхней линейки не 
совпадает в точности с делениями нижней, в качестве m берут номер 
деления, которое ближе других подходит к одному из делений ниж-
ней шкалы). В случае, когда деления верхней шкалы более крупные, 
т.е. когда l1 > l2  , точность нониуса 

1 2

1
l l
k k

  


. 

Длина определяется как обычно: 
2L nl m  . 

Аналогичным образом строят не только линейные, но и угловые 
нониусы. Нониусами снабжаются штангенциркули, теодолиты и мно-
гие другие приборы. Устройство штангенциркуля показано на рис. 3.  

 

 
Рис. 3. Внешний вид штангенциркуля 

Штангенциркуль состоит из штанги 1 с основной шкалой и ли-
нейного нониуса 2 . Нониус сдвигается с помощью подвижной рамки. 
Измеряемая деталь зажимается между губками 4. Губки 5 используют 
для внутренних измерений (например, внутренних диаметров). Ли-
нейка 6 используется для измерения глубин. 

Цена деления основной шкалы l1 обычно равна 1 мм. 
Прежде чем выполнять измерения штангенциркулем, необходи-

мо определить по формуле (2) точность нониуса. Отсчет показаний 
по штангенциркулю производится в соответствии с формулой (3). 

Для более точных измерений расстояний применяют круговые 
нониусы или  микрометрические винты. Такие винты используют 
в микрометрах (рис. 4). 

Микрометр для наружных измерений состоит из цилиндра, же-
стко соединенного со скобой 2. В полости цилиндра ввинчен винт. 
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При измерении предмет зажимается между неподвижным стержнем 3 
и подвижным торцом микрометрического винта 4. Микровинт вра-
щают, держась за трещётку 5, вместе с микровинтом вращается кор-
пус барабана 1, перемещаясь при этом поступательно относительно 
стержня. Отсчет ведется по горизонтальной шкале, нанесенной на 
полый стержень и «по барабану»- который представляет собой кру-
говой нониус. 

 

 
 

Рис. 4. Внешний вид микрометра 
Отчетное устройство микрометра состоит из двух шкал. Гори-

зонтальная шкала цилиндра представляет собой двойную шкалу с це-
ной деления 0,5 мм, нанесенную по обе стороны продольной черты 
таким образом, что верхняя шкала сдвинута относительно нижней на 
половину деления. Цена деления шкалы барабана определяется сле-
дующим образом.  

Пусть число делений круговой шкалы барабана N=50. Шаг вин-
та h = 0,5 мм, т.е. одному полному обороту барабана соответствует 
линейное перемещение края барабана 0,5 мм. Тогда цена деления 
круговой шкалы барабана, являющаяся точностью микрометра.  

0,5 0,01( )
50

hl мм
N

   �
 

Отчет производится следующим образом: по горизонтальной 
шкале отсчитывается размер измеряемого изделия с точностью до 0,5 
мм. Сотые доли миллиметра отсчитывают «по барабану». Получен-
ные результаты складывают. Число сотых долей соответствует деле-
нию шкалы, расположенному против продольной черты на цилиндре. 

Микрометры изготавливаются с пределами измерений 0–25, 50–
75 мм, и  т.д. до 1600 мм. 
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Приложение 3.  Плотность некоторых твердых тел, жидко-
стей и газов (при нормальных условиях: 5273 , 1,01 10t K p Па   ) 

 
Таблица 4. Плотность веществ 
 
Вещество. Плотность, 

кг/м3 
Вещество.  Плотность, 

кг/м3 
Алюминий 2.70103 Медь 8.93103 
Барий 3.50103 Никель 8.90103 
Ванадий 6.02103 Свинец 11.3103 
Висмут 9.80103 Серебро 10.5103 
Железо 7.88103 Цезий 1.90103 
Литий 0.53103 Цинк 7.15103 
Вода (при 4оС) 1.00103 Сероуглерод 1.26103 
Глицерин 1.26103 Спирт 0.80103 
Ртуть 13.6103 Дерево (0,50,9)103 
Водород 0.09 Гелий 0.18 
Воздух 1.29 Кислород 1.43 
Латунь 8.55103 Эбонит  1,2103 
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Приложение 4. Построение экспериментальных графиков. 
При построении графиков целесообразно придерживаться сле-

дующих правил: 
1. Графики должны выполняться на миллиметровой бумаге с 

использованием удобной системы координат (например декартовой 
или полярной). 

2.  Если мы строим график в декартовой системе координат  то 
значение аргумента откладывают по горизонтальной оси х, значение 
функции – по вертикальной оси у. На осях обязательно нужно указать 
масштаб, обозначения физических величин и их размерности. 

3. В этом случае оси координат могут пересекаться в нуле, но 
если значения координат далеки от нуля и занимают небольшие ин-
тервалы, то на графике можно указывать только эти интервалы, пока-
зав разрыв осей. 

4. Если в ходе эксперимента видно, что характер зависимости 
величин монотонный, то аргумент изменяем равномерно: измерения 
проводим через равные промежутки времени, через одинаковое рас-
стояние, через одинаковое число колебаний и т.д.. Если же характер 
зависимости резко изменяется, то измерения нужно проводить чаще.  
В области максимумов, минимумов и перегибов точек измерений 
должно быть больше, чтобы точнее выявить ход  кривой. 

5. Экспериментальные точки обозначаем в системе координат 
маленькими кружками, прямоугольниками, квадратиками, треуголь-
никами (их размер в масштабе по осям координат может быть связан 
с абсолютной погрешностью).  

6. На график наносят точки по полученным из эксперимента 
данным. Нанесенные точки соединяют плавной кривой. Если извест-
на функциональная зависимость физической величины от аргумента, 
то линию, близкую к этой функциональной зависимости проводят 
между точками так, чтобы площадь фигур над функциональной тео-
ретической зависимостью примерно равнялась площади фигур под 
функциональной теоретической зависимостью (см. рис. 5а). 

7. Если известен характер зависимости исследуемых величин, 
или задана формула их взаимосвязи, а эксперимент проводится для 
подтверждения этой зависимости, то на графике строим обе эти зави-
симости. 
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                      а)                                               б) 
 

Рис 5. Примеры построения графиков 
 
8. Для построения графиков можно использовать компьютер, 

при наличии соответствующих знаний и умений. 
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 Приложение 5. Структура отчета по лабораторной работе. 
Отчет по лабораторной работе должен содержать следующее: 
1. Лабораторная работа №_____. 
2. Название (чертежным шрифтом). 
3. Цель. 
4. Оборудование. 
5. Краткая теория. 
6. Расчетная часть. 

 Задание. 
 Таблица результатов измерений и расчетов. 
 Пример расчета искомой величины с использо-

ванием чисел в стандартной форме, в системе СИ с подроб-
ными промежуточными вычислениями и округлениями.  

 Расчет погрешностей. 
 Построение графиков исследуемых зависимо-

стей. 
7. Вывод. 
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Лабораторная работа № 1 
 

Изучение законов движения на установке Атвуда 
 

Приборы и принадлежности: установка Атвуда, набор грузов, 
секундомер. 

Цель работы: исследовать зависимость пути и скорости от вре-
мени для равноускоренного движения и проверить опытным путем 
справедливость второго закона Ньютона. 

 
Краткая теория. 

Известны следующие зависимости для равноускоренного дви-
жения без начальной скорости: 

1) atV   

2) 
2

atS
2

  

Следовательно, мгновенные скорости равноускоренного движе-
ния пропорциональны времени: 

2

1

2

1

t
t

V
V

  

а пути пропорциональны квадрату времени: 

2
2

2
1

2

1

t
t

S
S

  

Из второго закона Ньютона: 

m
Fа



 , 

где i
i

FF


  - результирующая всех сил, действующих на тело, сле-

дует, что при m=const ускорение тела (системы тел) пропорциональ-
но действующей силе: 

2

1

2

1

F

F
a
a









  

Эти закономерности и исследуются в данной работе на установ-
ке Атвуда. 
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Описание установки. 
Установка состоит из 

вертикальной рейки со 
шкалой, на которой в лю-
бом положении закрепля-
ются две полочки: сплош-
ная П2 и с кольцевым от-
верстием П1 (рис. 1-а). В 
верхней части рейки име-
ется легкий блок Б, через 
который переброшена 
практически упругая и 
нерастяжимая нить с дву-
мя грузами одинаковой 
массы (m1=m2=m).  

Если на груз m2 по-
ложить перегрузок m, то 
равновесие системы груз-
нить будет нарушено и 
она начнет двигаться с не-

которым ускорением а . Определим его следующим образом (рис. 1-
б). 

На каждый из грузов действуют две силы: сила тяжести gm  и 
сила натяжения нити Т


. 

Будем считать нить невесомой, скользящей по блоку без трения 
(массой и вращением блока можно пренебречь). В этом случае ее на-
тяжение одинаково по всей длине 

ТТТ 21


  

Т.к. нить практически нерастяжима, то ускорения грузов одина-
ковы по величине 

ааа 21


  
 

Запишем второй закон Ньютона для каждого из грузов в виде 
ii

Fam


  
 

Для груза А             1111 amTgm 
                  

Для груза В           2222 ammТgmm 
             

Б 

х

m1 

m2 
П1 

П2 
m1 g  

m1 

T1 
m2 
∆m 

o 

T2 

m2 g  х

а 
б 

Рис. 1 
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Спроектируем полученные уравнения на оси Х1 и Х2, направле-
ния которых совпадают с направлением движения грузов 

 

    ammTgmm
amgmТ




22

1  

 
Решая эти уравнения относительно а, получим: 
 

mm2
mga



  

 
Задание №1. Исследование зависимости пути S от времени t 

при постоянном ускорении а. 
 

1. Укрепляют сплошную полочку П2 на некотором расстоя-
нии S1 от основания верхнего груза m2. 

2. Кладут на груз m2 больший перегрузок m. Полочка П1 
совмещена с П2. При этом удерживают груз m1 так, чтобы система 
оставалась неподвижной. 

3. Отпускают груз m1 и одновременно включают секундомер. 
Система приходит в движение. 

4. В момент удара груза m2 о полочку П2 секундомер выклю-
чают и записывают его показания t1. Опыт повторить 3 раза и найти 
среднее время ‹t1›. 

5. Все действия, указанные в пунктах 1-4 повторяют еще для 
двух положений груза  m2 относительно полочки П2 (расстояния S2  и 
S3) и находят соответствующие средние показания секундомера ‹t1› и 
‹t2›. Данные измерений заносят в таблицу 1. 

6. Сравнивая соотношения: 

2

1

S
S

 и 2
2

2
1

t

t
;       

3

2

S
S

 и 2
3

2
2

t

t
;      

3

1

S
S

 и 2
3

2
1

t

t
 , 

сделать вывод. 
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Таблица 1 
№ S,см t, с ‹t›, 

с 
2

1

S
S

;
3

2

S
S

;
3

1

S
S

 
2

2

2
1

t

t
; 2

3

2
2

t

t
; 2

3

2
1

t

t
 

1            

2            

3            

 
Задание №2. Исследование зависимости скорости V от вре-

мени t при постоянном ускорении а. 
 

1. Установить кольцевую полочку П1 на расстоянии S1 от ос-
нования груза m2. 

2. Сплошную полочку П2 закрепить на расстоянии 1S  от 
кольцевой полочки. 

3. Положить на груз m2 тот же перегрузок  ∆m, который не 
будет проходить через кольцевое отверстие в П1. Систему при этом 
удерживают в равновесии. 

4. Отпустить удерживаемый груз. Время его движения ‹t1› на 
пути S1 известно из задания 1. 

5. Измерить время *
1t  движения груза m2 от кольцевой полоч-

ки П1 (с момента снятия перегрузка ∆m) до сплошной полочки П2 (до 
момента удара о П2). Опыт повторить 3 раза и найти ‹ *

1t ›. 
6. Определить мгновенную скорость 1V


 движения груза m2 в 

момент снятия перегрузка ∆m на кольцевой полке. Поскольку эта 
скорость равна скорости равномерного движения груза m2 без пере-
грузка ∆m между П1 и П2, то она рассчитывается  

*
1

*

1 t
hSV 




, 

где h – высота груза. 
7. Повторить действия, указанные в пунктах 1-6 для двух 

других расстояний 2S  , 3S  , не изменяя расстояние S*. Данные зане-
сти в таблицу 2. 

8. Сравнить соотношения: 
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2

1

V

V




  и  
2

1

t
t

;     
3

2

V

V




 и  
3t
2t

;    
3

1

V

V




  и  
3t

t1 ;      

и сделать вывод. 
Таблица 2 

№ 
п/
п 

S ‹t› S* *t  ‹ *t › V


 

2

1

V

V




 ;
3

2

V

V




; 
3

2

V

V




 
3

1

3

2

2

1 ;;
t
t

t
t

t
t  

1               
2               
3               

 
 
 
Задание №3. Проверка второго закона Ньютона. 
 

1. Взвесить перегрузки ∆m1 и ∆m2. 
2. На груз m1 поместить меньший перегрузок ∆m1, а на груз 

m2 второй перегрузок ∆m2 (∆m2›∆m1). Систему при этом удерживать 
в равновесии. 

3. Установить сплошную полочку на некотором расстоянии S 
от основания груза m2. Кольцевую полочку устанавливают при этом 
на произвольном расстоянии. 

4. Отпустив груз, включить секундомер, отметить время дви-
жения груза до сплошной полочки t1. Опыт повторить 3 раза и найти 
‹t1›. 

5. Вычислить ускорение движения системы: 

2
1

1 t
S2a 

  

6. Оба перегрузка ∆m1 и ∆m2 поместить на груз m2. Все дей-
ствия, указанные в пунктах 1-5, повторить. Вычислить ускорение 2a . 

7. Вычислить движущие систему силы: 
 gmmF 121


          и        gmmF 12


 ; 

8. Проверить равенство соотношений:  

2

1

2

1

F

F
a
a









  

Все результаты занести в таблицу 3. 
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9. Сделать выводы. 
 

Таблица 3 
S t ‹t› a  F


 

2

1

a
a




 
2

1

F

F




 

       

       

 
 

Контрольные вопросы. 
1. Что называется перемещением? Мгновенной и средней 

скоростью? Как рассчитывается мгновенная и средняя скорости? 
2. Что называется ускорением? Назовите составляющие пол-

ного ускорения. По каким формулам они рассчитываются? 
3. Получите уравнения равномерного и равнопеременного 

прямолинейного движения. Проиллюстрируйте их графически и объ-
ясните физический смысл графиков. 

4. Сформулируйте законы Ньютона и объясните их физиче-
ский смысл. Дайте понятия силы и массы. 

5. Приведите примеры составления уравнений движения тел 
по второму закону Ньютона. 
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Лабораторная работа № 3 
 

Изучение закономерностей упругого и неупругого соударе-
ния шаров 

 
Цель работы: проверить закон сохранения импульса при упру-

гом и неупругом ударе шаров и закон сохранения механической энер-
гии при упругом ударе шаров.  

Оборудование:установки дляизучения центрального удара ша-
ров. 
 

Краткое теоретическое введение  
 

Соударение (удар) – это столкновение двух или более тел, при 
котором взаимодействие длится очень короткое время. В зависимости 
от упругих свойств тел соударения могут протекать весьма различно. 
Принято выделять два крайних случая: абсолютно упругий и абсо-
лютно неупругий удары.  

Под неупругим ударом понимают такую встречу двух тел, в ре-
зультате которой эти тела объединяются. К неупругим ударам отно-
сятся столкновение глиняных и пластилиновых шаров, прыжок чело-
века на движущуюся вагонетку, столкновение двух разноимённых 
ионов с образованием молекулы, захват электрона положительным 
ионом и т. д. При абсолютно неупругом ударе выполняется закон со-
хранения импульса и не выполняется закон сохранения механической 
энергии.  

Рассмотрим неупругий удар двух тел массами m1 и m2. До 
встречи тела двигались со скоростями 1V


 и 2V


, после встречи тела 

движутся со скоростью U


. Закон сохранения импульса в этом случае 
имеет вид: 

 UmmVmVm 212211


 . 
Если импульсы тел до удара были равны и тела двигались на-

встречу друг другу  2211 VmVm


 , то столкнувшиеся тела остано-
вятся )0U( 


. 

При неупругом ударе, как уже было сказано, не выполняется за-
кон сохранения механической энергии. Кинетическая энергия тел 
полностью или частично переходит в их внутреннюю энергию, то 
есть при этом выделяется тепло Q. 
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 
Q

2
Umm

2
Vm

2
Vm 2

21
2
22

2
11 


 . 

Рассмотрим теперь абсолютно упругие столкновения, то есть 
такие, при которых тела полностью восстанавливают свою форму. 
Это значит, что в состояниях этих тел не происходит каких-либо из-
менений. Их потенциальная и внутренняя энергия до и после удара 
неизменна и, следовательно, кинетическая энергия должна сохра-
няться. Для двух тел, соударяющихся таким образом, можно соста-
вить два уравнения: закон сохранения импульса и закон сохранения 
кинетической энергии. 

Обозначим скорости шаров массами m1 и m2 до удара через V1 и 
V2, и после удара V1 и V2. В случае прямого центрального удара век-
торы скоростей шаров до и после удара лежат на прямой линии, со-
единяющей их центры. Проекции векторов скоростей на эту линию 
равны модулям скоростей. Их направления учтём знаками: положи-
тельное значение припишем движению вправо, отрицательное – дви-
жению влево. При указанных допущениях законы сохранения имеют 
вид: 















(2)                   
2
Vm

2
Vm

2
Vm

2
Vm

(1)                          VmVmVmVm
2

22
2

11
2

22
2

11

22112211
 

Произведя преобразования в уравнениях (1) и (2), получим: 
   
   







(4)                     VVmVVm
(3)                        VVmVVm

2
2

2
22

2
1

2
11

222111  

откуда 
2211 VVVV      (5) 

Решая уравнение (3) и (5), находим 
 

21

22121
1 mm

Vm2VmmV



    (6) 

 
21

11212
2 mm

Vm2VmmV



    (7) 

В данной работе предлагается экспериментально проверить за-
кон сохранения импульса при упругом и неупругом ударе двух шаров 
и закон сохранения механической энергии при упругом ударе шаров 
на установке для изучения центрального удара шаров. 
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Удар называют центральным, если шары непосредственно перед 
ударом движутся вдоль прямой, проходящей через их центры. 

 
Описание экспериментальной установки  

 
Установка для изучения центрального удара шаров схематиче-

ски изображена на рисунке. На массивной треноге (1) укреплён би-
филярный подвес (2), несущий шары (3). Перемещение подвеса (в 
случае необходимости) осуществляют винтом (4). Величина отброса 
шара служит мерой скорости и отсчитывается по шкале (5). По вели-
чине полного угла отброса α определяют скорости шаров. 

Удар осуществляют следующим образом. Правый шар отклоня-
ют на угол α0 и удерживают магнитом (6). Левый шар покоится. Вы-
ключая электромагнит, освобождают правый шар, который бьёт по 
левому. При этом выполняются условия центрального удара. 

 
 
 

 
 

Рис. Схема установки 
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Методика определения скоростей шаров  
 
Отклоняя правый шар на угол α0, его тем самым приподнимают 

на высоту h относительно положения равновесия, сообщая ему по-
тенциальную энергию mgh. При прохождении правым шаром поло-
жения равновесия, его потенциальная энергия переходит в кинетиче-
скую: 

2
mV

mgh
2

1      (8) 

где m – масса шара, h - высота подъёма шара в крайнем положении, 
V1 - мгновенная скорость правого шара перед ударом. 

Из рисунка следует, что 
0cosld;dlh  ,  

тогда )cos1(lh 0  

2
sinl2h 02       (9) 

Подставляя уравнение (9) в (8), получим: 

2
singl2V 0

1


     (10) 

По формуле (10) также можно рассчитать скорости V1 и V2 пра-
вого и левого шаров после удара, заменяя угол α0 на средние углы от-
клонения правого <α1> и левого <α2> шаров от положения равновесия 
после удара. Также по формуле (10) можно определить скорость U 
шаров после неупругого удара, заменяя угол α0 на средний угол <α1> 
отклонения шаров после удара. 

 
ЗАДАНИЕ 

1. Проверить закон сохранения импульса при упругом ударе 
221101 VmVmVm


    (11) 
и при неупругом ударе 

 UmmVm 2101


     (12) 
Необходимо учитывать векторный характер уравнений (11) и 

(12). Для нахождения связи между абсолютными величинами скоро-
стей шаров после удара (V1, V2, U) равенства (11) и (12) следует спро-
ектировать на направление движения бьющего шара. 

Так как массы шаров практически одинаковы, а в уравнении 
(10), по которому можно рассчитать скорости шаров, изменяются 
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только синусы углов, то закон сохранения импульса в нашем случае 
для упругого удара шаров сведется к проверке выполнения равенства 

2
sin

2
sin

2
sin 210 





 ,    (13) 

а закон сохранения импульса для неупругого удара к проверке равен-
ства 

2
sin2

2
sin 10 


     (14) 

2. Определить коэффициент восстановления кинетической 
энергии 

1

2

K
KK       (15) 

где К1 - кинетическая энергия системы перед ударом, 
К2 - кинетическая энергия системы после удара. 

С учетом равенства масс шаров и постоянного множителя g2  
в формуле (10) коэффициент восстановления кинетической энергии 
при упругом ударе можно рассчитать по формуле: 

2
sin

2
sin

2
sin

K
2212

02








 .    (16) 

 
ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Укрепить шары на подвесе, осуществить столкновения и 
измерить величины отброса по шкале (для каждого шара по три раза). 

2. Проверить закон сохранения импульса для упругого удара, 
пользуясь соотношением (13). 

3. Пользуясь соотношением (16), рассчитать коэффициент 
восстановления кинетической энергии. 

4. Повторить все измерения и вычисления для упругого удара 
двух других пар металлических шаров. 

5. Осуществить столкновение стального шара с пластилино-
вым (опыт повторить три раза); пользуясь данными измерений и 
уравнением (14) проверить закон сохранения импульса для неупруго-
го удара.  

6. Данные измерений и вычислений занести в таблицы 1 и 2. 
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Таблица 1 
Абсолютно упругий удар шаров 

№ 
опы
та 

α0 
град. 

α1 
град
. 

<α1> 
град
. 

α2 
град
. 

<α2> 
град
. 

2
sin 0

 
2

sin
2

sin 21 




 
        

 
Таблица 2 

Абсолютно неупругий удар шаров 
№ 
опыта 

α0 
град. 

α1 
град. 

<α1> 
град. 2

sin 0  
2

sin2 1   

 
 

     

 
Контрольные вопросы  

Сформулировать закон сохранения импульса и полной механи-
ческой энергии, назвать условия, при которых выполняются эти зако-
ны. Мерой чего служит коэффициент восстановления кинетической 
энергии при соударении шаров? Дать характеристику системе при 

соударении шаров в данной работе (замкнутость, характер внешних 
сил, действующих на систему, характер сил, действующих между 

шарами в момент их столкновения). 
1. Дать определение абсолютно упругому и абсолютно неупру-

гому ударам. Какие законы сохранения выполняются при этих уда-
рах? Каков механизм явлений, происходящих в момент упругого и 
неупругого соударения шаров? 

2. Вывести формулу, по которой рассчитывается скорость ша-
ров в данной работе. 

3. Вывести формулы скоростей шаров после абсолютно упруго-
го и абсолютно неупругого удара шаров. Проанализировать формулы 
(6) и (7) (рассмотреть случаи V2=0 и a) m1=m2; б) m1>m2; в) m1<m2; г) 
m2>>m1.) 

4. Вывести формулы, по которым в данной работе проверяется 
закон сохранения импульса для упругого и неупругого ударов шаров.  
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Лабораторная работа № 5 
Определение основных параметров  вращательного движения на 

примере вращения махового колеса 
 

 
Цель работы: опытным путем изучить закономерности враща-

тельного движения махового колеса. 
Приборы и принадлежности: маховое колесо с грузом, секун-

домер, сантиметровая лента, штангенциркуль. 
 

Краткая теория. 
Моментом силы F


относительно некоторой точки «О» называ-

ется векторная величина M


, определяемая векторным произведени-
ем: 

 FrM


        (1) 
где r  - радиус-вектор, проведенный из точки в точку приложе-

ния силы. 
На рис. 1 вектор момента силы 

согласно правилу векторного произве-
дения будет направлен от нас за лист. 
Модуль момента силы определяется 
выражением:  

sin FrM


   (2) 
lr  sin  -длина перпендикуляра, 

опущенного из центра вращения на 
линию действия силы, называется пле-
чом силы. «О» - точка приложения си-
лы.  

Момент инерции материальной 
точки – скалярная величина, опреде-

ляемая произведением массы этой точки на квадрат расстояния от 
этой точки до оси вращения:  

2mrJ        (3) 
 

Момент инерции твердого тела равен сумме моментов инер-

ции отдельных материальных точек: 



n

i
irimJ

1
2   

M

F





r 

Рис.1. 

О 

 = r·sin 
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 Для тела произвольной формы, представленного в виде сово-
купности бесконечно малых объемов dV, масса которых равна dm, 

момент инерции вычисляется как интеграл по объему: 

 
V V

dVrdmrJ 22      (4) 

где   - плотность элементарного объема. 
Момент инерции тела характеризует инертность тела по отно-

шению к изменению им угловой скорости. Он является аналогом мас-
сы как меры инертности тела при прямолинейном движении. 

Расчет момента инерции 
различных тел является задачей 
на интегрирование, в ряде слу-
чаев достаточно сложной.  

В частности, момент 
инерции сплошного однород-

ного диска (Рис.2) относитель-
но оси, проходящей через 

центр диска перпендикулярно 
плоскости его оснований, ра-

вен:       2

2
1 mRJ                

(5) 
где m – масса диска, R – его радиус. 
Если представить массу диска как Vm  , где   - плотность 

вещества диска, V – его объем и учесть, что hRV 2 , где h – тол-
щина диска, получим: 

hRRhRJ 4
2
122

2
1   ,     (6) 

так как 
2
DR  , где D – диаметр диска, имеем: 

hDJ 4

32
1

        (7) 

Угловая скорость характеризует интенсивность вращения ма-
териальной точки и твердого тела и вычисляется как первая произ-
водная угла поворота по времени: 

dt
d         (8) 

R

h

O'

O

Рис. 2. 
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Угловое ускорение, определяющее быстроту изменения угло-
вой скорости, есть: 

dt
d         (9) 

Рассмотренные величины связаны соотношением: 
 


n

i
i JM

1



  (10) 

где 


n

i
iM

1


- сумма моментов внешних сил, действующих на тело. 

Так как угловое ускорение можно записать как первую производную, 

dt
d



 , то уравнение (10) можно преобразовать как: 

  


n

i
i dt

dJM
1


  или             



n

i
i dt

JdM
1

)( 
   (11) 

Это соотношение называется основным уравнением динамики 
вращательного движения твердого тела. 

Векторная величина 


JL   - момент импульса твердого тела. 
 

Описание установки. 
Установка, с помощью которой 

проводится исследование, состоит из 
массивного махового колеса, радиус ко-
торого «Rкол» и насажанного на вал ра-
диусом «rвал» и отсчетной вертикальной 
шкалы с делениями, укрепленной на сте-
не. Вал установлен на шарикоподшип-
никах. Шкив радиуса Rшк, на который 
наматывается нить с грузом массой «m», 
насажен на вал. Под действием груза 
нить разматывается и приводит маховое 
колесо в равноускоренное вращательное 
движение. Положение груза «m» отмеча-
ется по шкале с делениями. 

 
Методика определения параметров  

вращательного движения. 
Для определения параметров вращательного движения махового 

колеса грузу сообщают запас потенциальной энергии (m·g·h1), под-
нимая его за счет вращения колеса на высоту (h1). Освободив колесо, 

Rшк 

T 

T 

mg

rвал

Rкол 

Рис. 3. 
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измеряют время (t) опускания груза до нижней точки. Выключив се-
кундомер, отмечают высоту (h2), на которую поднимается груз (по 
инерции) от нижней точки. Экспериментальные расчетные формулы 
получают исходя из того, что запас потенциальной энергии груза, пе-
реходит в кинетическую энергию его поступательного движения, в 
кинетическую энергию вращательного движения махового колеса и 
работу по преодолению силы трения в подшипниках. 

трAJmmgh 1

22

1 22


      (12) 

Воспользуемся соотношениями угловых и линейных характери-
стик в форме выражений (10). 

Rt
h

Rt
hathta 11

2

1

2
,;

2
;

2
;     

 (13) 
Подставляя соотношения (13) в формулу (12) получим выраже-

ние для расчета момента инерции махового колеса. 

)1
)(

(
211

222 



hhh

htgRmJ шк     (14) 

где m – масса груза, Rшк – радиус шкива, t – время опускания 
груза. 

Когда груз дойдет до нижней точки, маховое колесо, вращаясь 
по инерции, начинает наматывать нить на шкив, в результате чего 
груз снова начинает подниматься. Но так как существуют силы тре-
ния в опорах, то он поднимается на высоту h2<h1. При этом кинетиче-
ская энергия вращательного движения колеса и поступательного 
движения груза перейдет в потенциальную энергию и работу против 
сил трения в опорах вала, то есть 

22

22

22
AhgmJm


       

где A2 – работа против сил трения, совершаемая при движении 

груза наверх или  22

2

2

2
2 AJmmgh 

    (15) 

Убыль потенциальной энергии груза равна работе по преодоле-
нию силы трения в подшипниках. 

)
21

(
2121

ll
тр

F
тр

A
тр

Ahgmhgm    (16) 

l1,l2 – пути, проходимые трущимися участками вала при движе-
нии груза вниз и вверх соответственно. 
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l1=2π r n1;  l2=2π r n2;    (17) 
где n1, n2 – число оборотов, которое вал сделал при движении 

груза вниз и вверх соответственно, r – радиус вала. 
При этом шкив тоже сделал (n1)и (n2) оборотов за те же проме-

жутки времени. Длину смотанной и намотанной нити (нить можно 
считать упругой и нерастяжимой), равную соответственно высоте 
опускания h1 и поднятия h2 груза, можно определить по формуле:  
  2211 2;2 nRhnRh шкшк     (18) 

Из соотношения (18) следует, что ;
2

;
2

2
2

1
1

шкшк R
hn

R
hn








  (19) 

Подставляя выражения (19) в (17) получаем: 

шкшк R
rhl

R
r

hl 2211 ;      (20) 

 
Подставляя соотношения (20) в формулу (16), получаем выра-

жение для силы трения в подшипниках. 

r
R

hh
hh

gmтрF шк





)21(
)21(

     (21) 

Вращательный момент создаётся силой натяжения нити  
T = m·(g-a), плечом этой силы является радиус шкива Rшк: 

шкТ RagmM )(       (22) 
Противодействующий – тормозящий момент создаёт сила тре-

ния Fтр, а плечом этой силы является, r – радиус вала, где проявляют 
действие силы трения качения. Поэтому можно записать выражение: 
Mтр=Fтрr  или 

шктр R
hh
hhgmM 





)(
)(

21

21     (23) 

Измерения сводятся к нахождению (R), (r), (t), (h1), (h2). Измере-
ния всех величин необходимо проводить 3-5 раз. Высоту (h1) целесо-
образно оставлять неизменной. 

 
Задания. 
1. Измерить в трех-четырех местах диаметр шкива шкRшкD 2  

и диаметр вала dв =2r, r – радиус вала, где проявляют действие силы 
трения качения. 
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2. Вращая рукой маховое колесо, намотать на шкив нить 
(трос), удерживающую груз, так, чтобы груз поднялся на некоторую 
высоту (h1) (порядка 70-100 см.). 

3. Добившись успокоения груза, отпустить маховое колесо и 
одновременно включить секундомер. Измерить время опускания гру-
за (t).  

4. Не останавливая вращения колеса, дождаться, когда груз, 
поднимаясь, остановится. Удерживая колесо, определить высоту 
подъема груза (h2). 

5. Повторить выполнение пунктов 2, 3 и 4 ещё два раза, под-
нимая при этом груз на ту же самую высоту, что и в первый раз. Рас-
считать средние значения величин <t> и <h2>. Результаты измерений 
занести в таблицу. 

6. Взвесить на товарных весах массу груза «m». Результаты 
проведённых измерений занести в таблицу. 

Таблица 
№ 
п/п 

m, 
кг 

h1, 
м 

h2, 
м 

t, 
c 

Rшк, 
10-3м 

r , 
10-3м 

Jэ, 
кг*м2 

Jm, 
кг*м2 

1         

2         
3         

<ср>         
 

7. Рассчитать экспериментальное значение момента инерции 
махового колеса по формуле (14): 



















 1

)21(1
2

2
2

hhh
htg

RmэJ шк       

При этом подставлять средние значения величин h2 и t. 
8. Произвести расчет теоретического значения момента инер-

ции махового колеса Jкол. Для этого, необходимо измерить диаметр 
махового колеса Dкол, его толщину hкол, и зная плотность вещества, из 
которого сделано маховое колесо – сталь ( = 7,8 103 кг/м3), подста-
вить эти значения в формулу (7). 
9. Сравнить полученные значения моментов инерции махового ко-
леса, то есть найти относительную погрешность полученных резуль-
татов лабораторной работы по формуле (24).  
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%100



тJ

эJтJ
     (24) 

 
10. Определить силу трения в опорах по формуле (21): 

r
R

hh
hh

gmF шк
ТР







)21(
)21(

      

При этом подставляются средние значения <h2>, <Rшк>, <r>. 
11. Рассчитать момент силы натяжения нити по формуле : 
      TRM шкТ   
с учетом того, что сила натяжения 

)2
12

()(
t

h
gmagmT     (25) 

имеем    )2(
2

1

t
hgmRM шкT


    (26) 

12. Рассчитать момент силы сопротивления по формуле : 
                      Mс=r F 
13. Сравнить моменты силы натяжения и силы сопротивления. 

Сделать выводы. 
14. Определить работу по преодолению сил трения по формуле      

)
21

( hhgm
тр

A       (27) 

 
Контрольные вопросы. 

1. Каков физический смысл момента инерции?  
2. От чего зависит величина момента инерции?  
3. В каких единицах измеряется момент инерции?  
4. Как рассчитать момент инерции однородного диска.? 
5. Для чего используется закон сохранения механической 

энергии в этой работе? 
6. Сформулируйте и напишите математическое выражение 

момента силы,  
7. Сформулируйте и напишите математическое выражение 

основного уравнения динамики вращательного движения твердого 
тела. 
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Лабораторная работа № 7 
Изучение законов вращательного движения 

с помощью маятника Обербека. 
 

Цель работы: исследовать основные закономерности враща-
тельного движения. 

Оборудование: маятник Обербека, секундомер, штангенциркуль, 
грузики. 
 

Краткая теория. 
 

Маятник Обербекапредставляет собой крестовину, вращающую-
ся относительно горизонтальной оси. На спицах крестовины крепятся 
равные по массе цилиндры. На одной оси с маховиком находиться 
шкив с намотанной на него нитью. Нить перекинута через неподвиж-
ный блок. К концу нити привязана чаша для грузов. 

Основное уравнение динамики вращательного движения имеет 
вид: 

dLM
dt





 или 

J
ME   

где M


 - момент силы вращающей тело, L J  
  - момент импульса 

этого тела, J- момент инерции маятника Обербека,ω- угловая ско-
рость вращения. 

 d JdL dJ dM J
dt dt dt dt

 


   
     

Если момент инерции тела со временем не изменяется 
dJJ Const , 0
dt

  , то уравнение упрощается: dL dM J J
dt dt

   
   . 

Здесь   - угловое ускорение. 
Вращающий момент создает сила натяжения нитиT: 

M r Т 
  , 

где r- радиус маховика шкива. 
Силу натяжения нити найдем из второго закона Ньютона, запи-

санного для системы «чашка с грузом – нить», в проекции на ось со-
направленную ускорению: 

ma = mg – T, 
где 01 mmm   - масса чашки с грузом. Отсюда: T = m(g - a). 

Ускорение a находим из выражения для пути, пройденного при 
равноускоренном движении без начальной скорости: 
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2

2ath  ; 2

2
t
ha  . 

Ускорение поступательного движения чашки с грузом равно 
тангенциальному ускорению точки поверхности шкива, на который 
намотана нерастяжимая нить. А его модуль связан с модулем углово-
го ускорения вращения маятника соотношением: 

a
r

   или 2
2h
rt

    

Подставляя в основное уравнение динамики вращательного 
движения M = Jε, выражение для модуля вращающего момента силы 
натяжения нити T = m(g - a)получим: 

2

э э э
a m r ( g a )T r J m( g a ) r J J
r a

  
            

где эJ  - искомый  момент инерции маятника Обербека. 
Подставив выражение для ускорения 2

2
t
ha  , окончательно получим: 

2 2
2 2

э
m r ( g a ) g gtJ mr ( 1) mr ( 1)

a a 2h
 

      или )1
2

(
4

2


h

gtdmJ э , 

гдеd = 2r- диаметр шкива. 
Таким образом, для определения момента инерции маятника 

Обербека необходимо знать массу чашки с грузом m, путь h, прой-
денный ею, время движения tи диаметр шкива маятника. 

Момент инерции тела произвольной формы определяется инте-
гралом: 


m

T dmrJ 2  

здесь r- расстояние от элемента массы dm до оси вращения.  
Момент инерции тела – аддитивная скалярная величина, его момент 
инерции можно находить как сумму моментов инерции отдельных 
частей. В частности для маятника: 

JТ= 4Jст + 4Jц + Jшк, 
гдеJст, Jц, Jшк– момент инерции, соответственно стержня, цилиндра и 
шкива. Моментом инерции оси можно пренебречь из-за малости её 
диаметра. 

Эти моменты инерции тел правильной геометрической формы 
выражаются формулами: 

 Момент инерции стержня относительно оси проходящей через 
его конец перпендикулярно ему Jст = mстl2/3, где l - длина 
стержня. 

 Момент инерции диска (шкива): Jшк= mшкr2/2 = mшкd2/8. 
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r, d-  радиус и, соответственно, диаметр шкива. 
 Момент инерции цилиндра определяем как момент инерции ма-

териальной точки (пренебрегаем его размерами. Предлагаем 
оценить допускаемую при этом погрешность): 

Jц = mцx2 

x- расстояние от оси вращения до центра масс цилиндра. 
Массу m = ρV тела можно определить, зная плотность стали ρ = 

7,8·103кг/м3и, рассчитав объем соответствующего тела. 
 

Задание 1. Исследовать зависимость момента инерции маятника 
от распределения его масс J f ( x ) . 

Расчетная формула для экспериментального момента инерции 

маятника э
d gtJ m

h
 

  
 

2 2

1
4 2

. 

На стержнях крестовины закрепляем цилиндры и трижды опре-
деляем время t опускания чашки с грузом m с высоты h 
=…(указывается преподавателем при допуске). Цилиндры закрепляем 
на расстоянии 3 см от оси вращения маятника и в каждом следующем 
опыте перемещаем их на 3 см. Грузик на чашке не меняем. Результа-
ты измерений подставляем в расчетную формулу для эксперимен-

тального момента инерции маятника э
d gtJ m

h
 

  
 

2 2

1
4 2

. Рассчитываем 

теоретическое значение момента инерции маятника и все результаты 
измерений и расчетов заносим в таблицу 1. 

Таблица 1.  

N х,см t1,с t2,с t3,с tcp,с 
Jэ·10-3 
кг·м2 

JТ·10-3 
кг·м2 

1        
2        
3        
4        
5        
6        
7        
 
Строим график зависимости экспериментального момента инер-

ции маятника от положения цилиндров на стержняхJ f ( x ) . 
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Формулируем вывод о характере зависимости момент инерции 
маятника с цилиндрами цJ J J 0 4 . Он складывается из моментов 
инерции маятника J 0 и четырех моментов инерции цилиндров 

цJ mx 2 . Тогда цJ J m x  2
0 4 . Подтверждает ли экспериментальная 

зависимость квадратичную зависимость момента инерции маятника 
от расстояния до центра цилиндров от оси вращения? 

 
Задание 2.  Исследовать  зависимость углового ускорения вра-

щения маятника от величины вращающего момента силы натяжения 
нити f ( M )  . 

Расчетные формулы MM J
J

     

h h gtM T r m( g a )r mr( g ) a J mr
t t h

 
          

 

2
2

2 2

2 2 1
2

 

Цилиндры снимаем со стержней. На чашечку маятника кладем 
поочередно грузики разной массыm, и с каждым из них, трижды оп-
ределяем время t его опускания с прежней высотыh. Рассчитываем 
вращающий момент силы натяжения нити, момент инерции маятника 
и угловое ускорение. Результаты измерений и расчетов заносим в 
таблицу 2.  

Таблица 2. 

 
Строим график зависимости углового ускорения вращения ма-

ятника от вращающего момента силы натяжения нити f ( M )  . 
Формулируем вывод о характере зависимости углового ускоре-

ния вращения маятника от вращающего момента силы натяжения ни-
ти. 

Момент инерции маятника без цилиндров во время опыта не из-
меняется J = const момент силы натяжения нити, при постоянной вы-

N m,г t1,c t2,c t3,c <t>,c M,н·м J·10-3 кг·м2 ε, с-2 

1         
2         
3         
4         
5         
6         
7         
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соте опускания груза, пропорционален массе грузов на чашке. По-
этому зависимость углового ускорения вращения маятника от вра-
щающего момента силы натяжения нити должна быть линейной. 
Подтверждает ли экспериментальная зависимость линейную зависи-
мость момента инерции маятника от расстояния до центра масс ци-
линдров? 
 

Контрольные вопросы 
 

1. Дайте определение момента инерции материальной точки. 
2. Диск и обруч имеют одинаковую массу и радиус. Найти отно-

шение момента инерции диска к моменту инерции обруча отно-
сительно оси перпендикулярной плоскости тела и проходящей 
через его центр. 

3. Напишите формулы для расчета момента инерции стержня мас-
сой m  и длиной l относительно оси, перпендикулярной стержню 
и проходящей через его середину; момента инерции стержня 
массой m  и длиной l относительно оси, перпендикулярной 
стержню и проходящей через его конец; момента инерции шара 
массой m  и радиусом R относительно оси, проходящей через его 
центр. 

4. Сформулируйте теорему Штейнера. 
5. Дайте формулировку момента силы M


. 

6. Дайте формулировку момента импульса L


. 
7. Дайте формулировку второго закона Ньютона для вращательно-

го движения. 
8. Человек стоит на краю горизонтальной покоящейся платформы 

в виде диска радиуса 3,14 м, который может вращаться вокруг 
вертикальной оси. Человек пошел по краю платформы со скоро-
стью 2м/с. С какой скоростью и в какую сторону будет вращать-
ся платформа? Массы человека и платформы одинаковы. 
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Лабораторная работа № 8 
Определение момента инерции катающегося шарика 

 
Цель работы:  определить момент инерции шарика катающегося по 
вогнутой сферической поверхности и исследовать зависимость мо-

мента инерции от радиуса шарика. 
 
Приборы и оборудование:  вогнутая сферическая поверхность, шари-
ки, секундомер, микрометр, штангенциркуль, линейка. 
 
 

Краткая теория 
 
 Момент инерции шарика можно определить, измерив   период 

колебания Т шарика , катающегося по гладкой вогнутой сферической  
поверхности радиусом R, много большим его радиуса r. 
Если пренебречь   потерями энергии, затрачиваемой на преодоление 
диссипативной силы трения, то для  катающегося без проскальзыва-
ния шарика, должен выполнятся закон сохранения механической 
энергии. Центр масс  шарика движется поступательно , но , кроме то-
го , шарик вращается относительно оси  , проходящей через центр 
масс  перпендикулярно плоскости  рисунка  ( рис.1 ) 
Поэтому полная механическая энергия    Е    шарика складывается из 
трех частей: потенциальной - mgh, кинетической энергии поступа-

тельного движения - mV 2

2
, и кинети-

ческой энергии вращательного дви-
жения - J 2

2
 

 E mV J mgh constc c   
2 2

2 2
 .               ( 1 ) 

   Здесь  m - масса шарика;  
  J mrc 

2
5

2   — его момент инерции          
                Рис.1                                         относительно оси Z;   r -  ради-
ус шарика.  

Модуль угловой скорости 
  вращения шарика вокруг оси Z , 

связан с модулем скорости Vc  поступательного движения центра масс 
соотношением: 

                                               O

                                              φ       R’
                            R

                            h               B                      r
                                                                   c

                                                                   Vc
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


 
d
dt

V
r
c .                                                     ( 2 ) 

 
Используя соотношения: rVc  , 

dt
d  , 2

5
2 mrJ   преобразуем  ( 1 ) к 

виду 
 

E mr d
dt

mgh const  
7

10
2 2( ) .                                     ( 3 ) 

 
 При  качении шарика по сферической поверхности , его центр масс 
отклоняется относительно центра  О поверхности  на угол   . Из ри-
сунка  ( 1 ) , видно , что угол   связан с углом поворота   шарика от-
носительно оси  Z соотношением  

 
R
r
` ,                                                            ( 4 ) 

где       R`= R – r. 
Высота подъёма h шарика относительно центра сферической поверх-
ности определяется соотношением 

h R R ` `cos .                                                     ( 5 ) 
 
Подставляя  ( 4 ) и ( 5 ) в формулу ( 3 ) , выражаем полную механиче-
скую энергию шарика через угол   : 

E m R d
dt

mgR const 





  
7

10
12

2

( `) `( cos )
 .                        ( 6 ) 

 
Пренебрегая потерями энергии, заключаем, что производная от энер-
гии по углу   равна нулю. Вычисляя эту производную и приравнивая 
её к нулю, получим 
 

0sin
2
7

2

2

2

'

 
 mg

dt
d

r
RJ                                                        (7) 

или 
.0sin

7
2

'

2

2

2

 


JR
mgr

dt
d                                                         (8) 
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Сравнивая последнее уравнение с уравнением гармонических коле-
баний 

02
2

2

 


dt
d  

заключаем, что колебания шарика будут гармоническими при усло-
вии малых углов отклонения его от центра вогнутой сферической по-
верхности. То есть когда           sin ≈ . 

Тогда 

.2
7
2 2

'

2
2 








TJR
mgr 

                                              (9) 

 
Выражая из последнего равенства момент инерции J, получим 

 
.

14 '2

22

R
mrgTJ


                                                       (10)  

 
Массу шарика выражаем через его радиус и плотность 

 
 3

3
4 rm  ; 

 
и получаем окончательную расчетную формулу: 
 

.
)(21

2 52

rR
rgTJ





                                                       (11) 

 
Зная плотность стали , уско-
рение свободного падения g,  
постоянную , и измерив ради-
ус шарика r, его период коле-
баний T, и радиус сферической 
поверхности R, мы можем оп-
ределить момент инерции ша-
рика. 
                                                                               Рис.2 
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Радиус кривизны вогнутой сферической поверхности можно оп-
ределить, измеряя с помощью штангенциркуля  и линейки  величины  
а , R , h  приведенные на рис. 2.  

или воспользоваться данными на стенде. 
Период колебаний шарика определяем, измеряя время несколь-

ких (5-10, по указанию преподавателя) его колебаний. Опыт провести 
для 5 разных шариков. 
 
  

Порядок выполнения работы 
 
1. Измерить трижды величины a и h и определить радиус кривизны 
вогнутой поверхности R. 
2. С помощью микрометра или штангенциркуля измерить диаметры 
шариков  d  и вычислить их  радиусы. 
3. Вывести шарик из положения равновесия, определить время   5-10  
( по указанию преподавателя ) полных колебания шарика. Время из-
мерять не менее трёх раз . Определить период колебаний i

tT
n


   . За-

нести данные в табл. 1 . 
4. Вычислить среднее значение радиуса шарика < r > ,  периода коле-
баний < T > , 
 радиуса кривизны поверхности  <R>, и подставляя их в расчетную 
формулу  (11), 
определить момент инерции шарика. Плотность материала шарика - 
-взять равной плотности стали:   7,8  103 кг/м3. 
5. Опыт повторить для 5 шариков различных радиусов и построить 
график зависимости  J=f(r). 
6. Найти относительную погрешность и доверительный интервал оп-
ределения момента инерции шарика.                                                  
7.Рассчитать момент инерции шарика по формуле J=2/5mr2. 
8. Сравнить результаты полученные двумя способами . 

.
22

;
2

;2
;2

;)(

2

22

22

2222

222

h
ahR

h
ahR

ahRh
ahRhRR

ahRR











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9. Данные измерений  и расчетов занести в табл. 1. 
10. Записать вывод по работе. 
 

 
Таблица. 1. 
.n t , c t, 

c 
Т, 
c 

T 
, c 

r, 
м 

r, 
м 

J1 
кг.м2 J2 кг.м2 ,%  

            
 
 
 

Контрольные вопросы 
 
1.Из каких составляющих складываются полная механическая энер-
гия шарика ? 
2. Когда не выполняется  закон сохранения    механической энергии ? 
3. Как движется центр масс шарика ? 
4. Где ось вращения шарика ? 
5. Как направлены скорость и ускорение центра масс шарика ? 
6. Укажите когда   центр масс шарика будет иметь : 

а) максимальное угловое ускорение; 
б) максимальную линейную скорость; 
в) тангенциальное ускорение  равное нулю; 
г) нормальное ускорение равное нулю; 
д) угловое ускорение равное нулю. 

7. Какой вид имеет динамическое дифференциальное  уравнение ко-
лебаний шарика? Объясните его смысл. 
8. Сформулируйте условия,  при которых колебания будут гармони-
ческими.  
9. Почему угол отклонения шарика   от положения равновесия в 
данной работе должен быть мал  и как это предусмотрено в работе? 
10. Определите вес шарика в нижней точке поверхности. 
11. Сравните периоды колебаний разных шариков и объясните на-
блюдаемую закономерность.  
12. Выведите формулу для расчета момента инерции шарика. 
  



56 
 

Лабораторная работа № 9 
Определение моментов инерции тел  

методом маятника Максвелла  
 

Цель работы: определить моменты инерции тел методом маят-
ника Максвелла; рассчитать теоретические значения моментов инер-
ции этих же тел; убедиться в том, что моменты инерции тел, рассчи-
танные экспериментально и теоретически, согласуются между собой 
и рассчитать относительную погрешность их измерений. 

Принадлежности: установка для измерения моментов инерции 
FPM-03, весы, штангенциркуль.  

  
 

Введение  
 
Любой из нас из своего жизненного опыта знает, чтобы сооб-

щить телу ускорение, надо «преодолеть» его инертность, заставить 
двигаться вопреки его стремлению сохранить неизменным вектор 
скорости. При поступательном движении тел инертные свойства тела 
характеризует его масса. При вращательном движении при равенстве 
масс двух или более тел инертные свойства их могут быть совершен-
но различными, так как в этом случае важна форма тела, его размеры 
и положение оси вращения. Поэтому, для характеристики инертности 
тела при вращательном движении вводят новую величину, которая 
называется моментом инерции. 

Моментом инерции тела относительно данной оси называется 
физическая величина, равная сумме произведений масс материаль-
ных точек тела mi на квадрат их расстояний до рассматриваемой 
оси: 

 
n

i

2
ii rmI . 

Момент инерции может быть вычислен путем интегрирования: 
dVrdmrI

V

2

m

2    , 

где ρ - плотность тела; 
      V - объем тела. 
Как видно из определения, момент инерции тела есть величина 

аддитивная: момент инерции тела равен сумме моментов инерции его 
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частей. Одно и то же тело относительно разных осей обладает раз-
личными моментами инерции. 

Согласно теореме Штейнера, момент инерции тела I относи-
тельно произвольной оси равен сумме момента инерции I0 относи-
тельно вспомогательной оси, параллельной данной и проходящей че-
рез центр инерции тела, и произведения массы тела m на квадрат рас-
стояния d между осями: 

I=I0+md2 .               (1) 
Существуют различные методы определения момента инерции 

тел. В настоящей работе используется метод маятника Максвелла. 
 

Описание установки и методики эксперимента 
 
 Экспериментальная установка для измерения моментов инер-

ции тел представляет собой маятник Максвелла, оснащенный рядом 
электронных устройств, позволяющих производить точные измере-
ния (рис. 1).  

Маятник Максвелла - это симметричное тело вращения (1), 
находящееся на металлическом валу (2), на который наматывается 
нерастяжимая нить (3), закрепленная на неподвижном кронштейне 
(4). Намотав нить на вал и, подняв маятник массой m0 на высоту h, 
ему сообщают некоторый запас потенциальной энергии mgh. При 
опускании маятника из верхнего положения происходит его раскру-
чивание и одновременное поступательное движение вниз, т. е. со-
гласно закону сохранения механической энергии замкнутой системы 

2
I

2
mvmgh

22 
  , 

где 
2

mv2
- кинетическая энергия поступательного движения, 

      
2

I 2 - кинетическая энергия вращательного движения 

 Измерив массу m вращающегося тела, высоту h его подъема, 
время прохождения высоты h и радиус вала r, можно найти момент 
вращающейся части маятника.  
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Рис. 1 Установка-Маятник Максвелла 

 
Для этого запишем систему уравнений:  
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Имея в виду, что ratv  , получаем из (2): 

,
t
h2

r
v     ,

t
ahtv      ,

t
h2a 222   

22

2

2

2

rt2
Ih4

t2
mh4mgh  , 

22

2

2

2

rt2
Ih4

t2
mh4mgh   







 








 22

22

2

2

2

22

t
h2g

h2
rmht

t2
mh4mgh

h2
rtI ; 









 1

h2
gtmrI

2
2 . 

 
Измерение времени движения маятника вниз до положения рав-

новесия в нижней точке происходит автоматически за счет согласо-
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ванной работы электронных устройств – фотоэлектрических датчиков 
верхнего и нижнего положения маятника (5 и 6), электромагнита 
удерживания маятника в верхнем положении (7), электронного квар-
цевого секундомера (8). 

 
Порядок выполнения работы 

 
 1. Проверить наличие заземления корпуса экспериментальной 

установки и надежность крепления провода заземления. 
 2. Вставить шнур питания установки в розетку и включить ус-

тановку включателем сети (9), при этом должны засветиться индика-
торные лампы секундомера (10) лампочки фотодатчиков (5,6).  

 3. Нажатием кнопки (11) «сброс» (Zer) произвести обнуление 
индикатора секундомера.  

4. Отжать кнопку (12) «пуск» (start), включив тем самым элек-
тромагнит удержания.  

 5. Вращая маятник, аккуратно намотать нити на вал, следя за 
тем, чтобы натяжение нитей было одинаково, а намотка производи-
лась равномерно виток к витку. Зафиксировать маятник в верхнем 
положении при помощи электромагнита (7). Натяжение нитей при 
этом не должно быть слишком большим.  

6. После захвата маятника электромагнитом повернуть маятник 
в направлении будущего движения на небольшой угол (~ 5о), убе-
диться в том, что на табло секундомера светятся нули, в случае необ-
ходимости произвести обнуление кнопкой (11) «сброс». 

7. Нажать кнопку «пуск» (12). При этом начнется раскручи- ва-
ние нити, маятник будет опускаться, секундомер начнет отсчет вре-
мени движения маятника. 

8. Записать время, индуцируемое на табло секундомера после 
достижения маятником нижнего положения. 

9. Произвести сброс показания секундомера. 
10. Повторить процесс измерения времени движения маятника 

вниз не менее 3 раз, каждый раз записывая это время. 
11. Закрепить на маятнике металлическое кольцо, момент инер-

ции которого необходимо измерить. 
12. Повторить измерения в соответствии с пунктами (3-10) на-

стоящего описания. 
13. Штангенциркулем измерить диаметр вала маятника, на кото-

рый наматываются нити dв . 
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14. Замерить высоту подъема центра тяжести маятника относи-
тельно положения равновесия внизу. 

15. Записать массу маятника без дополнительных колец (дано на 
установке). 

16. Найти путем взвешивания на весах массу каждого из допол-
нительных колец, момент инерции которых надо определить. 

17. Измерить внешний dвнеш и внутренний диаметры dвнутр колец. 
18. Результаты измерений занести в таблицу 1 и 2. 
 

Задания 
 

1. Для каждой серии измерений найти среднее время опускания 
маятника <t>; 

2. Рассчитать момент инерции маятника без дополнительных 
колец 












 1

h2
tg

4
mdI

22
в

0  

3. Рассчитать момент инерции маятника с каждым из исполь-
зуемых дополнительных колец : 












 1

h2
tg

4
dmI

2
1

2
1

1 , 

где m1=m+mk , 
      m - масса вращающейся части маятника,  
      mk - масса измеряемого кольца; 
      <t1>  - среднее время опускания маятника с дополнительным 

кольцом.  
 4. Найти момент инерции Ik измеряемых колец, используя адди-

тивности момента инерции: 
Ik = I1 - I0 

5. Рассчитать теоретически моменты инерции использованных 
колец по формуле: 

 2
внутр

2
внешкT ddm

8
1I   

6. Найти расхождение (в процентах) измеряемых в эксперименте 
и рассчитанных теоретически моментов инерции колец: 

%100
I

)II(

T

Тк 


  
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8. Результаты занести в таблицы 1 и 2 
 

 Таблица 1 
Объект 

исследования 
m, 

10-3 кг 
dв, 

10-3  м h, м t1, с t2, с t3, с <t>, 
с 

I, 
10-6 кг·м2 

Диск         

Диск+кольцо 1         

Диск+кольцо 2         

  
Таблица 2 
Объект 

исследования 
m, 

10-3 кг 
dвнеш , 
10-3 м 

dвнутр , 
10-3 м 

Ik,  
10-6 кг·м2 

IT ,  
10-6 кг·м2 ε, % 

Кольцо 1       

Кольцо 2       

 
Контрольные вопросы 

 
1. Дать определение момента инерции тела и пояснить: что 

характеризует, от чего зависит и в каких единицах измеряется данная 
величина; как она определяется относительно произвольной оси. 

2. Вывести формулу, по которой рассчитываются экспери-
ментальные значения моментов инерции физических маятников. 

3. Объяснить экспериментальные данные. 
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Лабораторная работа № 11 
 

 
Определение моментов инерции физических маятников  

различной формы  
 
Цель работы:  определить моменты инерции диска, обруча и 

цилиндрического стрежня; проверить теорему Штейнера. 
 
Приборы и принадлежности: диск, обруч, цилиндр, штанген-

циркуль, секундомер, весы. 
 

Введение 
 

Любой из нас из своего жизненного опыта знает, чтобы сооб-
щить телу ускорение, надо «преодолеть» его инертность, заставить 
двигаться вопреки его стремлению сохранить неизменным вектор 
скорости. При поступательном движении тел инертные свойства тела 
характеризует его масса. При вращательном движении при равенстве 
масс двух или более тел инертные свойства их могут быть совершен-
но различными, так как в этом случае важна форма тела, его размеры 
и положение оси вращения. Поэтому, для характеристики инертности 
тела при вращательном движении вводят новую величину, которая 
называется моментом инерции. 

Моментом инерции тела относительно данной оси называется 
физическая величина, равная сумме произведений масс материаль-
ных точек тела mi на квадрат их расстояний до рассматриваемой 
оси: 

 
n

i

2
ii rmI . 

Момент инерции может быть вычислен путем интегрирования: 
dVrdmrI

V

2

m

2    , 

где ρ - плотность тела, V - объем тела. 
Как видно из определения, момент инерции тела есть величина 

аддитивная: момент инерции тела равен сумме моментов инерции его 
частей. Одно и то же тело относительно разных осей обладает раз-

личными моментами инерции. 
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Согласно теореме Штейнера, момент инерции I относительно 
произвольной оси равен сумме момента инерции I0 относительно оси, 
параллельной данной и проходящей через центр инерции тела, и про-
изведения массы тела m на квадрат расстояния d между осями: 

 I = I0 + md2.        
Существуют различные методы определения момента инерции 

тел. В настоящей работе используется метод физического маятника. 
 

Описание методики эксперимента 
 

Физическим маятником называют твердое тело, способное со-
вершать колебания около неподвижной горизонтальной оси, не про-

ходящей через центр его тяжести. 
Если маятник отнести в сторону от положения равновесия и от-

пустить, то он начнет совершать колебания около положения равно-
весия. При этом между периодом колебания и моментом инерции ма-
ятника может быть установлена экспериментальная связь, используя 

которую можно рассчитать момент инерции маятника по намеренным 
значениям периода колебания. 

Для получения расчетной формулы рассмотрим колебания фи-
зического маятника, схема которого приведена на рисунке 1. 

 
При отклонении маятника на угол φ (в направлении стрелки) 

вращательный момент, создаваемый силой тяжести, действует в на-
правлении, противоположном отклонению, возвращая маятник к по-
ложению равновесия. Поэтому моменту силы и отклонению припи-
сывают противоположные знаки ( как например, упругой силе и сме-
щению F = - kx ) :  

l O 

φ 

d 

Рис.1 
 

gm
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M = - mgl = - mg·d·sin,     (1) 
где d – расстояние от точки подвеса до центра тяжести тела; 
l – плечо силы (перпендикуляр, проведенный из центра враще-

ния на линию действия силы). 
Физический маятник совершает колебательное движение, кото-

рое является периодическим вращательным движением около поло-
жения равновесия. Поэтому его движение описывается основным 
уравнением динамики вращательного движения:  

 M= I·ε ,       (2) 
где М – момент силы тяжести, определяемый выражением (1); 
I – момент инерции физического маятника относительно гори-

зонтальной оси, проходящей через точку подвеса; 
ε – угловое ускорение, определяемое как вторая производная по времени от угла по-

ворота: 

 


 2

2

dt
d  . 

Приравнивая правые части уравнений (1) и (2), получим:  

I· 2

2

dt
d   = - mg·d·sin . 

Если угол отклонения не превышает 3-5, то можно воспользо-
ваться приближенным равенством sinφ ≈ φ:  

 0sinmgdI   .     (3) 
Решение уравнения (3) будет иметь вид: 

 φ = φ0·cos (ωt + α0) .     (4) 
Дифференцируем уравнение (4) дважды по времени, заменяем 

  и φ в уравнении (3). После преобразований получим: 

I
mgd

 .      (5) 

Используя известное соотношение 
T
2

 , приводим уравнение 

(5) к виду: 
2

2э T
4
mgdI


 .      (6) 

Мы получили формулу, по которой в данной работе предлагает-
ся рассчитать моменты инерции трёх различных тел. 
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Порядок выполнения работы 
 

1. Взвесив исследуемые маятники, определить их массу. 
2. Измерить штангенциркулем диаметр диска, внешний и 

внутренний диаметр обруча и длину цилиндра. 
3. Измерить штангенциркулем расстояние d от оси вращения 

до центра тяжести трех физических маятников, т.е. расстояние от 
ребра призмы до их центра тяжести. 

4. Определить средний период колебаний физического маят-
ника. Для этого отклонить маятник на угол не более 5 и три раза из-
мерить время t, за которое совершается 20 полных колебаний. Период 
определить по формуле:  

<T> = 
N
t , 

где N = 20, <t> - среднее время 20 колебаний. 
 

ЗАДАНИЯ 
 

1. Определить момент инерции однородного диска Iэ по экспе-
риментальной формуле (6) и его теоретическое значение Iт по теореме 
Штейнера.  

Iт = I0 + md2,    (7) 

где 
2

mRI
2

0   - момент инерции диска 

относительно его центра масс, d = R – h, R – 
радиус диска, h – высота призмы, относительно 
которой тело совершает колебания (рис. 2).  

2. Определить момент инерции обруча Iэ 
по формуле (6) и Iт по формуле (7), учитывая, что: 

 I0 = mR2 – момент инерции обруча относительно его центра 

масс, при этом: )RR(
2
1R 21  , R1 - внутренний радиус обруча, R2 - 

внешний радиус обруча. 
3. Определить момент инерции тонкого цилиндра относительно 

оси, проходящей через торец цилиндра Iэ по формуле (6) и Iт по фор-
муле (7), при этом принять: 

h 

R 

Рис. 2 
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 0I
12
ml2

 - момент инерции цилиндра относительно его центра 

масс, l - длина цилиндра. 
4. Данные измерений и вычислений занести в таблицы 1 и 2. 
5. Рассчитать относительную погрешность  измерений по фор-

муле: 

%100
I

II

т

эт 


 . 

6. Сравнить полученные значения моментов инерции физиче-
ских маятников (диска, обруча, тонкого цилиндра), имеющих одина-
ковые массы, но различную форму. Сделать выводы. 

 
 Таблица 1 

Диск R = h =  
Обруч R1 = 

R2 = 
h =  

Цилиндр l = h =  
 
        Таблица 2 

 m, 
кг 

t1, 
с 

t2, 
с 

t3, 
с 

<T>, 
с 

d, 
м 

Iэ, 
10-3 кг·м2 

Iт, 
10-3 кг·м2 

, 
% 

Диск          
Обруч          

Цилиндр          
 

Контрольные вопросы 
 

4.  Дать определение момента инерции тела и пояснить; что харак-
теризует, от чего зависит и в каких единицах измеряется данная ве-
личина; как она определяется относительно произвольной оси. 

5.  Вывести формулу, по которой рассчитываются эксперимен-
тальные значения моментов инерции физических маятников. 

6.  Объяснить экспериментальные данные. 
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Лабораторная работа №12 
 

Определение ускорения свободного падения при помощи 
оборотного маятника 

 
Цель работы: определить ускорение свободного падения. 
 
Приборы и принадлежности: маятник, секундомер. 
 

Краткая теория. 
Поле тяготения (гравитационное поле) – это область простран-

ства, в каждой точке которого действует сила тяготения. 
Пусть тело массой ࢓૚ создаёт поле тяготения, а другое тело࢓૛ 

помещено в какую-либо точку этого поля. Тогда в соответствии с за-
коном всемирного тяготения между материальными точками ࢓૚ 
и࢓૛возникает взаимодействие, которое численно определяется силой 
взаимного тяготения 

ࡲ = ࡳ ૛࢓૚࢓
૛࢘                                              (1) 

Эта формула справедлива и в том случае, когда теля 
 ૛являются сферами (или шарами) при том условии, что их࢓ ૚  и࢓
массы сосредоточены в центре, а r – расстояние между центрами 
сфер (шаров). 

Силу, действующую на тела, находящиеся на высоте hот по-
верхности Земли, принято называть силой тяжестью. Согласно вто-
рому закону Ньютона, сила тяжести определяется как произведение 
массы тела на ускорение, которое сообщает ему сила, приложенная со 
стороны Земли 

Fm = m2 g                                             (2) 
Так как в левой части уравнений (1) и (2) находится одна и та же 

сила, то первые части также равны: 
 

ࡳ ૛࢓૚࢓
૛࢘ =  (3)                                           ࢍ૛࢓

Сократив массу тела ݉ଶ и обозначив массу ݉ଵ через массу Зем-
ли Мଷ, получим выражение для ускорения свободного падения: 

2
3

r

M
g G

                                                                                

(4) 
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В общем случае r– расстояние от тела ݉ଶ до источника силового 
поля, т.е до центра Землиr =Rз + hгде h – расстояние от тела до по-
верхности Земли. 

Таким образом, ускорение свободного падения зависит от высо-
ты тела над поверхностью Земли 

2
з

з
( R h )

M
g G




                                                                             

(5) 

гдеRз≈ 6370 км,h<<ܴଷ поэтому hв данном случае можно пренебречь. 
Под физическим маятником понимают твердое тело произволь-

ной формы, подвешенное в точке, не совпадающей с центром масс. 
При отклонении маятника от положения равновесия на малый угол 
 ,возникает вращательный момент, создаваемый силой тяжестью     ࣐
который возвращает маятник в положение равновесия. Под действи-
ем этого момента маятник совершает гармонические колебания с пе-
риодом 

2 IT
mgd

                                             (6) 

где J – момент инерции маятника относительно точки подвеса О, m – 
масса маятника,g – свободного падения,d – расстояние от точки под-
веса до центра тяжести. lпр называется длина математического маят-
ника, имеющего тот же период колебаний Т, что и физический маят-
ник. 

Замечательной особенностью физического маятника является 
обратимость точки подвеса и центра качания. Это означает, что при 
подвешивании  маятника то за центр качания, то за точку Оᇱ, период 
колебании маятника не изменяется. Маятник, обладающий таким 
свойством, называют оборотным. Именно это особенность физиче-
ского маятника используется для экспериментального определения 
величины g. Использование формулы (6) для измерения gосновано на 
возможности исключения величин J, m, d из расчетной формулы. 

По определению приведенной длины физического маятника: 
м фT T

 

После подстановки приходим к выражению для приведенной 
длины физического маятника 
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2 2прl J
g mgd

                                         (7) 

Возведем обе части равенства (7) в квадрат, получим приведен-
ную длину, выражаемую через параметры физического маятника. 

пр
Jl

md
                                                     (8) 

Установим взаимосвязь между приведенной длиной и периодом 
колебаний физического маятника 

2 2 пр
mgd

lJT
g

  

                                         

(9) 

Из уравнения (9) следует расчетная формула для ускорения сво-
бодного падения по измеренному периоду колебаний физического 
маятника 

ࡲ = ࡳ ૛࢓૚࢓
૛࢘                                                    (10) 

Методика измерения ускорения свободного падения. 
Определение ускорения свободного 

падения в данном месте выполняют с по-
мощью оборотного физического маятника, 
причем измерения дают довольно точное 
значение g. Конструкции оборотных маят-
ников разнообразны. На рисунке 1 приве-
дена схема лабораторного маятника. На 
стальном стержне жестко закреплены 
опорные призмы (1). Между призмами на-
ходится неподвижный груз (2), имеющий 
форму чечевицы. Другая подвижная чече-
вица (3) находится на одном из концов 
стержня, может перемещаться по шкале 
(4) и закрепляться винтом (5) в нужном 
положении. Если подвижная чечевица (3) 
находится в произвольном положении, то 
маятник, вообще говоря, не является обо-
ротным, т.е периоды колебаний на приз-
мах (1) не совпадают. 

1 

4 
3 

5 
1 

2 

Рис. 1 
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Основной задачей данной работы является нахождение такого 
положения чечевицы, при котором маятник становится оборотным. 
Тогда периоды колебаний на основных призмах совпадают с точно-
стью до сотых долей секунды. Именно в таком случае ребра опорных 
призм (точки О и Оᇱ) являются центром подвеса ицентром качания. И 
только в таком случае расстояние между ребрами опорных призм яв-
ляется приведеннойдлиной физического маятника. 

Сделав маятник оборотным (с помощью подвижной чечевицы), 
можно вычислить ускорение свободного падения по формуле (10). 

 
Задания. 

1. При помощи винта 5 установить подвижную чечевицу 3 в ниж-
нееположение, соответствующее нулю шкалы. Отклонить маятник на 
малый угол (4-6градусов) и по секундомеру определить время ݐଵ′20-
ти полных колебаний ࢔૚. При этом время следует с точностью до со-
тых долей секунды. 
2. Переместить чечевицу вверх по шкале на 5 малых делений и 

опять определить время ݐଶ′ 20-ти полных колебаний ࢔૛. 
3. Далее, перемещая чечевицу через 5 делений шкалы, зафиксиро-

вать время ݐ௜′ для 12-ти положений чечевицы. 
4. Результаты измерений внести в верхнюю строку таблицы 1. 
 
Таблица 1 

5. Перевернуть маятник и подвесить его на другую опорную приз-
му 1 
6. Подвижную чечевицу установить на нуль шкалы и произвести 

отчет времени ݐଵ" через 5 делений в каждом новом положении чече-
вицы. 
7. Результаты измерений внести в нижнюю строку таблицы 1. 
8. Построить графики зависимости t(1). Точка пересечения кривых 

соответствует случаю, когда маятник будет оборотным. 
9. По значению времени, определенному по точке пересечения, 

находят средний период колебаний при n=20: 

№ Δl1,с
м 

Δl2, 
см 

Δl3, 
см 

Δl4, 
см 

Δl5, 
см 

Δl6, 
см 

Δl7, 
см 

Δl8, 
см 

Δl9, 
см 

Δl10, 
см 

௜ݐ
ᇱ           

           "௜ݐ
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t
T

n
                                                 (11) 

10.  Затем по формуле (10) определяют значение свободного паде-
ния и находят относительную погрешность измерений (lпр = 730 мм – 
для данного маятника). 

Обратите внимание! Значение ∆࢏࢒, которое соответствует обо-
ротному маятнику, не входит в расчетную формулу и только лишь 
определяет положение подвижной чечевицы на шкале, которое соот-
ветствует обратимости опорных призм. 

 
Контрольные вопросы. 

1. Дать определение физического маятника, оборотного маят-
ника, приведенной длины. 

2. Почему ускорение, которое сила тяжести сообщает телам, не 
зависит от их массы? 

3. В чем различие между весом тела и силой тяжести, дейст-
вующей на тело? 

4. Изменяется ли вместе с изменение веса тела и его масса? 
5. Как изменяется вес летчика, совершающего «мертвую пет-

лю» (петлю Нестерова), когда он находится в нижней и верхней точке 
петли? 

6. Зависит ли период колебаний физического (оборотного) ма-
ятника от его массы? 

7. Вывести формулу для определения ускорения свободного 
падения при помощи физического маятника. 
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Лабораторная работа № 16 
 

Изучение колебаний пружинного маятника. 
 
Цель работы: исследовать зависимость периода колебаний и 

коэффициента затухания колебаний пружинного маятника от его 
массы. 

Приборы и принадлежности: Пружинный маятник, набор гру-
зов, секундомер. 

 
Краткая теория. 

 
Колебания – это периодически повторяющийся во времени про-

цесс. Если колебательная система (иначе иногда называют осцилля-
тором) идеальна, т. е. в ней не происходит диссипации энергии, то 
колебания не затухают. В реальных колебательных системах колеба-
ния не будут затухать только в том случае, если рассеянная в процес-
се колебания энергия системы пополняется за счет внешнего источ-
ника – автоколебания или вынужденные колебания. Гармоническими 
называют колебания, которые описываются периодическими функ-
циями  синус или косинус. 

;      (1) 
)cos(0   txx . 

Количественно колебания характеризуются следующими пара-
метрами. 

Период колебанийT - время, за котороесовершается одно пол-
ное колебание, или, наименьший промежуток времени, по истечении 
которого повторяются значения  величин, характеризующих колеба-
тельное движение.  

 Частотой колебаний  называется число полных колебаний за 
единицу времени. Очевидно 

 = 
T
1 .        (2) 

Амплитуда x0 - это наибольшее значение периодически изме-
няющегося параметра колебательной системы. 

Круговая или циклическая частота   - это величина связан-
ная с линейной частотой   соотношением 

T



22   .      (3) 

)sin(0   txx
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Фазой колебаний  называют аргумент синуса или косинуса. 
0  t .              (4) 

Это комплексный параметр колебательной системы, который 
определяется свойствами самой колебательной системы -  , ее пре-
дысторией - состоянием в начальный момент времени - 0 , и момен-
том временивкоторый определяется состояние системы - t. 

Пружинный маятник представляет собой груз, подвешенный на 
пружине. В состоянии равновесия консервативная сила тяжести gm , 
действующая на груз, уравновешивается силой упругости 0F


 растяну-

той пружины 
00  Fgm

 .      (5) 
По закону Гука сила упругости 0F


 пропорциональна удлинению 

lkF


 .            (6) 
где k  - коэффициент жесткости пружины.  

При отклонении груза от положения равновесия вниз на вели-
чину x  на него будут действовать сила упругости и сила тяжести, а  
второй закона Ньютона для груза будет иметь вид: 

gmFxm 
  ,       (7) 

где m– масса груза, а                   
.      (8) 

Переходя к проекциям сил и смешений на вертикальную ось, 
получим  уравнение движения вида: 

mgkx  0  
 .        или 

.        (9) 

02
0  хx  .        (10) 

Его решение имеет вид: 

)cos(0 оt
m
kxx  )cos( 000   tx .  (11) 

Груз  совершает колебания с частотой 

m
k

0        (12) 

и периодом 

)( 0хxkF 


kxxm 
kxxm 

0 х
m
kx
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k
mT 2 .      (13) 

Выражения (11), (12),(13) выведены без учета массы пружины 
М. С учетом последней решение примет вид: 

)

3

cos( 00 


 t
Mm

kxx  .    (14) 

3

0 Mm

k


 ;                  

k

Mm
T 32


   .  (15) 

Уравнение движения груза (10) и его решение (14) описывают 
незатухающие свободные колебания пружинного маятника, происхо-
дящие под действием только консервативных сил, т.е. такие колеба-
ния, которые могут совершаться сколь угодно долго без потери меха-
нической энергии.  

Если на колебательную систему действует диссипативная сила 
сопротивления, то механическая энергия системы убывает, а колеба-
ния затухают.  

Силы сопротивления довольно сложно зависят от скорости, но в 
простейших случаях можно считать,  что сила сопротивления про-
порциональна скорости движения. Тогда уравнение движения  груза, 
колеблющегося на невесомой пружине, в проекциях на вертикальную 
ось будет: 

xrkxxm   ,      (16) 
где F= - xr   – сила сопротивления, а r- коэффициент  сопротивления, 
минус указывает на то, что сила сопротивления направлена против 
направления скорости. 

Решение этого уравнения имеет вид: 
x )cos( 00    tex t ,   (17) 

где 
m
r

2
 ;  .            (18)   

 exА 0               (19) 
Амплитуда колебаний А убывает со временем по экспоненци-

альному закону, поэтому колебания называют затухающими, а  – 

22
02

2

4
 

m
r

m
k
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коэффициент затухания, характеризует быстроту уменьшения ампли-
туды колебаний. Его смысл ясен из следующих рассуждений: 

Пусть 1tt  , тогда амплитуда в этот момент времени равна: 
1

01
texА  , 

При  1ttt 12  ,        
 1

02
1 texА   

Натуральный логарифм отношения этих амплитуд будет равен: 

ln   









e
ex

ex
А
А

t

t
lnln 1

0

0

2

1
1

1

       (20) 

Коэффициент затухания  это физическая величина, характе-
ризующая затухание колебаний и равная натуральному логарифму 
отношения двух амплитуд, измеренных в моменты времени отли-
чающихся на одну секунду. Если моменты времени отличаются на 
период, то 

  









Тe
ex

ex
А
А Т

Tt

t
lnlnln

0

0

2

1 ,        (21) 

где  - логарифмический декремент затухания. 
Временем релаксации τ затухающих колебаний называют про-

межуток времени, за который амплитуда колебаний уменьшается в e 
= 2,71 раз. 

  









e
ex

ex
А
А lnlnln t

0

0

2

1      (22) 


 1     1    1lnln

2

1  e
А
А

        (23) 

За времяτ система успеет совершить число колебаний равное 

T
N 
              (24) 

T
N 
 =





1

Т
1

N
1


     

(25) 

Логарифмический декремент затухания величина обратная чис-
лу колебаний, за которые амплитуда колебаний уменьшается в 
e=2,71раз.  

Еще одна величина используется для характеристики затухания 
колебаний Q– добротность колебательной системы 

Q = N       (26) 
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Описание установки. 

 
Установка для изучения колебаний пружинного маятника пред-

ставляет собой пружину с платформой для установки грузов и указа-
телем для определения удлинения пружины. Платформа с  незначи-
тельным трением перемешается по вертикальным направляющим. 
Указатель перемещается вдоль линейки, что позволяет измерять уд-
линение пружины и амплитуду колебаний.  

Задание 1. Определить коэффициент жесткости пружины. 
Записать показание указателя платформы без груза и, нагружая 

платформу разными грузами и их комбинациями (не менее 5), опре-
делить в каждом случае удлинение пружины. Коэффициент жестко-
сти пружины это величина равная отношению силы к удлинению 
пружины    

x
Pk


  

Построить график зависимости удлинения пружины от дейст-
вующей на нее силы 

)(Pfх   
и по тангенсу угла наклона прямой линии определить k. 

Задание 2. Исследовать зависимость периода колебаний пру-
жинного маятника от его массы. Для этого на платформу маятника 
положить поочередно 5-10 грузов или их комбинаций и  определить 
время (не менее трех раз) 5-10 колебаний. Экспериментальный пери-
од определить, разделив среднее время на число колебаний. Для этих 
же грузов рассчитать период по формуле: 

k

Mm
Tрасч

32


  ; 

где m – масса груза,M- масса пружины, k- коэффициент жесткости 
пружины. 

Построить графики зависимостей )m(fTэкс  , )m(fTрасч   и сде-
лать вывод о совпадении или отличии характера этих зависимостей. 

Задание 3. Определить коэффициент затухания  . Для этого из-
мерить время 1t (не менее 5 раз), за которое амплитуда колебаний ма-
ятника уменьшается в 2 раза. Коэффициент затухания определить по 
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формуле 
1t
2ln

 . Опыт повторить 5-7 раз для одной пружины, ис-

пользуя грузы различной массы. Построить график зависимости 
)m(f и сделать вывод о ее характере. 

Опыт 1: 
№ M, 10-3кг. P, 10-3Н X, 10-3м K, Н/м 

1     
2     
3     
4     
 
Опыт 2: 
№  M, гр. t1,с. t2,с. t3 ,с <t>с. Тэкс , с. Tрасч, , 

с. 
1        
2        
3        
4        
 
Опыт 3: 
№  M, гр. t1с. t2 с. t3с <t>с. , с-1. 
1       
2       
3       
4       
 

Контрольные вопросы: 
 

1.Дать определение гармонических колебаний и  величин их характе-
ризующих. 
2.Вывести уравнение гармонических незатухающих и затухающих 
колебаний. Показать что функции:  

)cos( 000   txх , 

)cos( 00 


  texx  
являются решениями соответствующих уравнений. 
3.Определить величины характеризующие затухание колебаний: ко-
эффициент затухания, логарифмический декремент затухания, время 
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релаксации колебаний и добротность колебательной системы. Вывес-
ти формулы взаимосвязи между ними. 
4.Изучить принцип работы устройств, предназначенных для гашения 
нежелательных колебаний – демпферов, амортизаторов. 
5.Записать формулы для определения кинетической, потенциальной и 
полной энергии пружинного маятника, совершающего колебания в 
произвольный момент времени? 
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Лабораторная работа № 17 
Изучение колебаний струны 

 
Цель работы: освоение экспериментальной методики оп-

ределения частоты колебаний струны при образовании стоячих 
волн.  

Приборы и принадлежности: стойка со струной, вибратор, 
разновесы.  

Краткая теория. 
 
Всякой упругой системе присуща собственная частота колеба-

ний, т. е. частота, с которой протекают колебания за счет первона-
чально запасенной энергии без внешних воздействий на систему и без 
потерь энергии внутри системы. Если линейная упругая система ог-
раничена с двух сторон отражающими «зеркалами», то в ней возни-
кают собственные колебания с множеством собственных (резонанс-
ных) частот, кратных основной частоте. Собственные колебания ли-
нейных колебательных систем называются нормальными модами или 
гармониками.  

Сложные по форме колебания, наблюдаемые в технике, можно 
представить в виде суммы (суперпозиции) простых гармонических 
колебаний (гармоник) с частотами кратными основной частоте. Дан-
ную процедуру называют гармоническим анализом или Фурье-
анализом. Этот анализ широко используется в технике и физике при 
исследовании сложных колебательных систем. 

Линейной упругой системой, ограниченной с обоих концов точ-
ками закрепления, может служить натянутая струна. При возбужде-
нии поперечных колебаний в струне возникают стоячие волны. Они 
являются результатом наложения волны бегущей, т. е. падающей на 
точку закрепления и волны отраженной от точки закрепления. 

Уравнения падающей и отраженной волн, распространяющихся 
вдоль оси х, имеют вид (при равенстве начальных фаз): 

kx)t (ω AcosS1  ,    (1) 
kx)tAcos(ωS2  .     (2) 

Складывая эти выражения и применяя формулу для суммы ко-
синусов, получим уравнение стоячей волны 

    tω cos(2Acoskx)SSS 21  ,             (3) 
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где S - смещение колеблющейся точки, A - амплитуда колеба-
ний, k = 2π / λ – волновое число, λ - длина волны, ω - частота колеба-
ний, x - расстояние от источника колебаний до колеблющейся точки. 

Из уравнения (3) следует, что в каждой точке стоячей волны со-
вершаются гармонические колебания той же частоты ω, что и у 
встречных волн, причем амплитуда стоячей волны А0 зависит от ко-
ординаты х 

λ/πx2cosA2A 0  .     (4) 
Пучностями волны называют точки, в которых амплитуда мак-

симальна )1/x2(cos  , то есть координата пучностей удовлетворя-
ет условию: 

2,...) 1, 0,(n      ; nπ
λ
x

2π   

2
λ

n пучx  .      (5) 

Узлами стоячей волны называют точки, в которых амплитуда 
обращается в нуль 0)х/(cos2  . Тогда координаты узлов определя-
ются выражением: 

2,...) 1, 0,n (     ; )π
2
1

(n
λ
x

2π   

                                  λ/2 1/2)(n узлx  .         (6) 

Из выражений (5)-(6) следует, что расстояние между соседними 
узлами равно 2/ . 

Когда струну приводят в колебательное движение, в ней возбу-
ждаются волны с самыми различными частотами. Они движутся по 
струне в обоих направлениях, отражаются на концах и меняют на-
правление движения. Большинство возбужденных волн, накладыва-
ясь, интерферируют друг с другом случайным образом и быстро за-
тухают. Длительное время сохраняются только те стоячие волны, ко-
торые соответствуют резонансным, то есть собственным частотам 
струны или нормальным модам. 

Наблюдать нормальные моды струны можно путем изменения 
внешней частоты до совпадения с собственными частотами. При этом 
в каждом случае колебания будут резонансными и стоячие волны бу-
дут устойчивы. Если же внешняя частота неизменна (как в данной 
работе), то резонансные колебания могут быть получены путем изме-
нения упругих характеристик системы, от которых зависит скорость 
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распространения колебаний в струне. Изменить упругость струны 
можно, например, изменением силы ее натяжения.  

Получим формулу для скорости распространения упругого им-
пульса в натянутой струне. 

Рассмотрим колебания гибкой однородной струны с закреплен-
ными концами.  

 
Проекции силы натяжения струны Т на ось y, взятые в точках х 

и x+dx (рис.1), при малых углах α равны: 

xdx
dy

T)x(Ttg)xsin(T   

dxxdx
dy

T)dxx(sinT


  

Разность этих проекций есть сила, приводящая в движение уча-
сток dx. 

По второму закону Ньютона имеем: 

dx
t

y)
x
y

x
y(T

2

2

xdxx 












 ,                           (7) 

где ρ - линейная плотность материала струны, то есть масса од-

ного метра проволоки, 



2

2

t
y  ускорение, с которым колеблется уча-

сток dx. 
Разделив обе части соотношения (7) на dx, введя обозначение  

2T



                                             (8) 

и учитывая, что y2  y) (  xy  dxxy     , 

y 

x x x+dx 

_ 

_ 

α(x+dx) 

Рис. 1.   К выводу скорости распространения упруго-
го импульса натянутой струны 

 

α(х) 
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получим: 

2t

y2

2x

y2
2









 .                                       (9) 

Уравнение типа (9) называются волновыми уравнениями, при-
чем  является скоростью распространения упругого импульса в на-
тянутой струне. Из уравнения (9) получаем: 




T .                                         (10) 

Во всех музыкальных инструментах звуки образуются благодаря 
стоячим волнам в струнах у струнных, в столбах воздуха у духовых, в 
барабанах и других ударных. Звучание струнных инструментов зави-
сит от силы натяжения струн и от их линейной плотности. 

С помощью стоячих волн можно определять скорости распро-
странения волн и частоту их колебаний, проградуировать шкалу час-
тот звукового генератора. 

 
Методика эксперимента 

В работе исследуются колебания горизонтально натянутой 
струны. Левый конец струны вертикально спадает вниз и несет чашку 
весов. К правому концу струны прикреплен вибратор. 

Если нагрузить чашку весов и включить вибратор, то по струне 
побегут поперечные волны, которые, отражаясь от концов, образуют 
картину колебаний. Изменяя нагрузку чашки весов, можно заметить, 
что колебания струны при некоторых нагрузках стабилизируются – 
образуются стоячие волны. При этом струна делится неподвижными 
точками – узлами – на несколько равных отрезков. Так как в местах 
закрепления струны должны располагаться узлы, то в струне возбуж-
даются с заметной интенсивностью только такие колебания, длина 
стоячей волны которых укладывается на длине струны целое число 
раз, то есть  

n0λ   
где   - длина горизонтально натянутой струны, λ0 – длина стоя-

чей волны, n – число пучностей стоячей волны. 
Учитывая, что длина бегущей волны λ = 2λ0, получаем: 

                                           
2

n 
 .                                

Отсюда следует, что собственные частоты, на которых стоячие 
волны устойчивы, соответствуют волнам с длинами 
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n
2

 .                                             (11) 

Как известно, длина волны  равна расстоянию, на которое рас-
пространяется фаза колебаний за период Т, то есть  

λ = Τ 

или учитывая, что 



1T , где  - частота колебаний, получаем: 

            
ν

λ


 .     (12) 

Из уравнений (11) и (12) получаем собственную частоту колеба-
ний струны 

 
2

nν


 .     (13) 

Таким образом, меняя силу натяжения струны, можно получить 
стоячие волны, соответствующие различным n (рис. 2). 

 
Порядок выполнение работы 

 
1. На держатель грузов, прикрепленный к концу струны, устано-

вить перегрузки в количестве 12 шт. 
2. Включить вибратор, создающий 

колебания, в сеть 220В.  При этом на 
длине струны должна установиться 
стоячая волна с двумя пучностями. Для 
получения устойчивой картины колеба-
ний струны необходимо подобрать под-
ходящий груз, изменяя число перегруз-
ков от 12 до 10, и всякий раз 10-20 се-
кунд выжидать установления колеба-
ний. 

3. Постепенно уменьшая число пе-
регрузков до 1-0 шт., получить устойчи-
вую стоячую волну с 3, 4 пучностями. 

4. Для каждого из опытов рассчи-
тать скорость распространения упругих 
волн в струне, пользуясь выражением 
(10) и учитывая, что 

Рис. 2. Образование стоячих 
волн в горизонтально натя-

нутой струне 

n = 1 

n = 2 
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g)mm(T гр   ;  
1l

m .стр
  

где грm общая масса грузов, 
m масса держателя, 

стрm масса струны,  

1  длина струны от вибратора до держателя. 
5. Рассчитать частоту колебаний струны по формуле (13) для 

каждого из опытов и убедиться в том, что она неизменна.  
6. Результаты измерений и расчетов занести в таблицу 1. 
7. Рассчитать погрешность вычисления частоты колебаний 

струны. 
Таблица 1 

№ опыта mгр, 10-3 кг n Т, Н с/м,  Гц,  
      
      

 
КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 
5. Дать определение упругих волн и их характеристик. Полу-

чить уравнение стоячей волны. 
6. Вывести формулу для скорости распространения упругого 

импульса в натянутой струне. 
7. Дать анализ полученных результатов  
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Лабораторная работа № 18 
 

Определение скорости звука в воздухе методом стоячих волн 
 

Цель работы: освоение интерференционного метода определе-
ния скорости распространения звука, определение скорости распро-
странения звука  в воздухе этим методом и анализ погрешностей из-
мерения. 

Приборы и принадлежности: деревянная труба с подвижным 
поршнем и измерительной линейкой, звуковой генератор с телефон-
ной мембраной. 

 
Краткая теория 

 
Звук в широком смысле - колебательное движение частиц упру-

гой среды, распространяющееся в виде волн в газовой, жидкой или 
твёрдых средах. Звуковые волны в газах и жидкостях являются про-
дольными и представляют собой последовательные сгущения и раз-
ряжения частиц среды. Распространение звука в первую очередь ха-
рактеризуется его скоростью. 

Скорость звука - скорость перемещения в среде упругой волны 
при условии, что форма её профиля останется неизменной. Скорость 
гармонической волны называется также фазовой скоростью звука. 
Обычно скорость звука - величина постоянная для данного вещества 
при заданных внешних условиях и не зависит от частот волны и её 
амплитуды. В ряде случаев наблюдается дисперсия скорости звука, 
т.е. зависимость скорости его распространения от частоты. 

Измерение скорости звука используется для определения мно-
гих свойств вещества, таких как сжимаемость газов и жидкостей, мо-
дули упругости твёрдых тел. Измерение малых изменений скорости 
звука является чувствительным методом определения наличия при-
месей в газах и жидкостях. Ряд контрольно-измерительных примене-
ний ультразвука в технике основан на измерениях скорости звука. 

В данной работе предлагается определить скорость звука в воз-
духе методом стоячих волн. 

Стоячая волна образуется при наложении двух встречных пло-
ских волн с одинаковой амплитудой. Практически стоячие волны 
возникают при отражении волн от преград. Падающая на преграду 
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волна и бегущая ей навстречу отраженная, налагаясь, дают стоячие 
волны. Это частный случай интерференции волн. 

Положим, что смещения частиц среды, вызванные прямой и об-
ратной волной, задаются уравнениями: 

 kxtcos01                                            (1) 
 kxtcos02  ,                                                              (2) 

где ξ0– амплитуда колебаний частиц, ω– частота колебаний, k – вол-
новое число. 





2k                                                     (3) 

В результате интерференции прямой и обратной волн, колеба-
ние в точке x  будет происходить по закону: 

21                                                   (4) 
или 

tcoskxcos2 0  .                                (5) 
Данное уравнение есть уравнение стоячей волны. 
Графическое изображение стоячей волны показано на рис. 1. 

 
Рис. 1 

Длина стоячей волны λ0 равна половине длины бегущей 
волныλ.Амплитуда стоячей волны зависит от x 

A = 2ξ0coskx.                                               (6) 
Точки, в которых амплитуда максимальна, называются пучно-

стями стоячей волны, точки, в которых амплитуда A = 0 называются 
узлами стоячей волны. 

Простейший пример стоячей волны – плоская звуковая стоячая 
волна внутри наполненной воздухом трубы, например, органной, или 
такой как в данной лабораторной работе. 

Экспериментально наблюдаемыми следствиями колебаний час-
тиц являются периодические разрежения и сжатия (в общем случае – 
деформации) среды. Соответственно, экспериментально измеряемы-

0 
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ми величинами, характеризующими распространение любых механи-
ческих волн, в том числе и звуковых, являются периодически изме-
няющиеся в каждой малой области среды плотность вещества, давле-
ние. К ним относятся и такие величины, как напряжение и деформа-
ция. 

Следовательно, при распространении волн в среде мы воспри-
нимаем перепады давления, которые описываются формулами, ана-
логичными (1) – (6). 

 
Описание лабораторной установки 

 
Установка схематически 

изображена на рис. 
2.Основными элементами ус-
тановки являются труба-
резонатор в виде цилиндриче-
ского деревянного волновода - 
1, внутри которой свободно 
перемещается поршень-
отражатель с измерительной 
линейкой - 2. У открытого 
конца трубы закреплён источ-
ник звуковых сигналов – теле-
фонная мембрана - 3, совер-
шающая колебания в переменном магнитном поле от переменного 
тока, который задаётся генератором звуковых сигналов (Г3-34). 

Звуковые стоячие волны образуются (см. рис. 3) а) из прямой 
волны (сплошная линия), идущей от телефонной мембраны к порш-
ню; б) из отраженной от поршня волны (пунктир), фаза которой из-
менилась на обратную, так как отражение происходит от среды аку-
стически более плотной. Считаем, что отраженная волна не воздейст-
вует на источник колебаний. При определенных условиях в трубе 
возникает акустический резонанс. 
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Рис. 3 

Резонанс («откликаюсь») – явление резкого возрастания ампли-
туды вынужденных колебаний в колебательной системе при прибли-
жении частоты внешней силы (вызывающей вынужденные колеба-
ния) к частоте какой-либо из собственных колебаний данной колеба-
тельной системы.  

В данной работе наблюдается акустический резонанс, то есть 
явление, при котором колебания столба воздуха в трубе достигают 
максимальной амплитуды. Это происходит тогда, когда частота зву-
ковых колебаний телефонной мембраны (внешняя, вынуждающая си-
ла) приближается к одной из собственных частот воздушного столба 
в трубе. Эта частота называется резонансной частотой. При резонанс-
ной частоте звучание воздушного столба в трубе максимально. 

Если постепенно отодвигать поршень от телефонной мембраны, 
то можно добиться резонанса, то есть максимального звучания воз-
душного столба, заключенного в трубе, при этом будет слышно по-
следовательно усиление и ослабление звука. В этом случае в трубе 
образуются стоячие волны, причем у поршня всегда будет узел, а у 
открытого конца, где находится телефонная мембрана, - пучность. 

Для наблюдения акустического резонанса необходимо, чтобы 
длина L столба воздуха между открытым концом трубы и поршнем 
удовлетворяла условию (см. рис. 3). 

 
2

1m2L 0 ,                        (7) 

где λ0 – длина стоячей волны, m = 1, 2, 3… 
На рис. 3 на длине L столба воздуха укладывается пять половин 

длин стоячей волны λ0 (при m=3). 
Нахождение координат пучностей на «слух» связано с ошибкой, 

возникающей за счет некоторой «размазанности» самой вершины 
пучности. Более точным является определение координат узлов, так 
как при совпадении поршня с координатой узла звук практически ис-

L 
Δx 
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чезает (амплитуда волны обращается в нуль). Расстояние Δx (рис. 3) 
между двумя соседними узлами будет равно длине стоячей волны 

0x  .                     (8) 
Длина звуковой волны 

02 .                  (9) 
Зная частоту ν колебаний, которая выставлена на звуковом гене-

раторе и определив длину звуковой волны ,определяют скорость 
распространения звука по формуле: 

 .               (10) 
 

Порядок выполнения работы 
 

1. С разрешения преподавателя или лаборанта включить зву-
ковой генератор  Г3-34 в сеть. 

2. Поставить тумблер «Сеть» на панели генератора в положе-
ние «Вкл» (при этом загорится сигнальная лампочка). 

3. Спустя 2-3 минуты вращением ручки настройки прибора 
установить указатель частот ГЦ на цифру, указанную преподавате-
лем. 

4. Поставить поршень вплотную к открытому концу трубы и, 
вращая ручку регулятора выходного напряжения звукового генерато-
ра, установить силу звука такой, чтобы сигнал был едва слышен. (Ос-
тальные ручки управления генератора не трогать). 

5. Медленно и равномерно отодвигая поршень от мембраны, 
определить координаты узлов стоячей волны. Измерение координат 
необходимо произвести для 5-6 узлов. 

6. По разности координат узлов определить длину стоячей 
волны по формуле (8).  

7. Из полученных 6 значений длины стоячей волны найти 
среднее значение длины бегущей волны по формуле (9). 

8. Среднее значение λ подставить в формулу (10) и найти фа-
зовую скорость распространения звука. 

9. Аналогично провести измерения длины волны и рассчитать 
фазовые скорости распространения звука, выставив на звуковом ге-
нераторе другую частоту, указанную преподавателем, и проделав 
операции, указанные в п. 4-8. 

10.  Вывести формулу для подсчета относительной и абсолют-
ной погрешности измерения фазовой скорости распространения звука 
и вычислить эти погрешности. 
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11.  Результаты измерений и вычислений занести в таблицу. 
 

Таблица 
№п/п ν, Гц x, м10 3  

(координаты 
узлов) 

м,0  м,  см,  см,  ,%

  

        
        
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Как образуется и каким уравнением описывается стоячая 

волна. Вывести уравнение стоячей волны. 
2. Какие волны называются звуковыми, что такое скорость 

звука и где используются измерения скорости звука. 
3. Обосновать метод определения скорости звука в данной 

работе. 
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Лабораторная работа № 20  
Определение отношения молярных теплоемкостей Cp/Cv 

 
Цель работы: Определить отношение Cp/Cv  опытным путем и срав-
нить полученные результаты с теоретическими. 
Приборы и принадлежности: Баллон, манометр, насос,  зажимы, 
часы. 
 
 

Краткая теория. 
 
Теплоёмкость газов зависит от условий нагревания. Выясним 

эту зависимость, воспользовавшись уравнением Клайперона-
Менделеева, которое имеет вид: ۾ × ܕ܄ = ܀ × -где P – давление га ,܂
за,  V – его объём, Т – абсолютная температура, R–  универсальная 
газовая постоянная,  ࢓

ࣆ
–  число киломолей газа. 

Известно, что первое начало термодинамики имеет вид: 
ࡽࢾ = ࢁࢊ +  (2)                                                    ,࡭ࢾ

гдеࢁࢊ– элементарное изменение внутренней энергии 
 элементарное количество теплоты, переданное газу –ࡽࢾ
 .элементарная работа, совершаемая газом над внешними телами –࡭ࢾ
По определению теплоемкости имеем: 

۱ = ࡽࢾ
ࢀࢊ

    или   ۱ = ࢁࢊ
ࢀࢊ

+ ࡭ࢾ
ࢀࢊ

                               (3) 
Работа, совершаемая газом над внешними телами, вычисляется как: 

࡭ࢾ =  (4)                                                              ࢂࢊࡼ
Из уравнения (3) видно, что теплоемкость газа может иметь разные 
значения при различных способах нагревания. 
Рассмотрим основные процессы, которые могут совершаться с газа-
ми. 

1. Изохорический процесс – процесс, процесс происходящий  
при неизменном объеме (V=const) 
Естественно, что  0=ࢂࢊ, а  ࡽࢾ =  ࢁࢊ

Тогда из уравнений (3) и (4) следует, что    ۱ = ࡽࢾ
ࢀࢊ

= ࢁࢊ
ࢀࢊ

=  .ܞ۱
Cv– молярная теплоемкость при постоянном объеме. 

2. Изобарический процесс – процесс, происходящий при постоян-
ном давлении  (۾ =  .(࢚࢙࢔࢕࡯
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Из уравнений (3) и (4) имеем: ۱ܘ = ࢁࢊ
ࢀࢊ

+ ࡭ࢾ
ࢀࢊ

                               
(6) 
Cp– молярная теплоемкость при постоянном давлении. 

Для установления зависимости между Cpи Cv 
Воспользуемся уравнением (1), почленно дифференцируя которое, 
имеем: 

ࢂࢊࡼ + ࡼࢊࢂ = ࢓
ࣆ

 (7)                                                  ࢀࢊ࢑
В случае изобарического процесса (۾ =  (࢚࢙࢔࢕࡯

уравнение (7) примет вид: 
ࢂࢊࡼ =

࢓
ࣆ

 ࢀࢊࡾ

а после интегрируя: 
ࢂ∆ࡼ                     = ࢓

ࣆ
 (8)                                                            ࢀ∆ࡾ

Отсюда видно, что универсальная газовая постоянная R числен-
но равна работе по расширению 1 кмоля газа при нагревании его на  
 .К градус в условиях постоянного давления 1=ࢀ∆

Подставив в уравнение (6) значения из уравнений (5) и (8), по-
лучил уравнение Майера:  ۱ܘ = ܞ۱ +  (9)                                               ܀

3. Изотермический процесс – процесс, происходящий при посто-
янной температуре: T=Const , dT=0 

В этом случае уравнение (2) будет иметь вид dQ=dA , т.е. все подво-
димое тепло расходуется на работу по расширению газа. 
Молярная теплоемкость при постоянной температуре:  CT=ࡽࢾ

ࢀࢊ
→ ∞. 

4. Адиабатический процесс – процесс, протекающий без теплооб-
мена с окружающей средой:  ࡽࢾ = ૙. 

В этом случае уравнение (2)  ࢁࢊ + ࡭ࢾ = ૙;     ࡭ࢾ =  т.е. работа ,  ࢁࢊ−
совершаемая газом за счет убыли его внутренней энергии. 
Как известно, элементарное изменение внутренней энергии: 

ࢁࢊ =
࢓
ࣆ

 ࢀࢊܞ۱

из уравнения (4) имеем ݀ܣ = ܸܲ݀, следовательно  
ࢂࢊࡼ = − ࢓

ࣆ
 (10)                                                       ࢀࢊܞ۱

Разделив (7) на (10) и учитывая уравнение (9), получим: 
૚ + ࢂ

ࡼ
× ࡼࢊ

ࢂࢊ
= − ܞ۱ିܘ۱

ܞ۱
ࡼࢊ;

࢖
= ࢽ− ࢂࢊ

ࢂ
                             (11) 

где ࢽ = ܘ۱
ܞ۱

  - коэффициент Пуассона. 
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Интегрируя и потенцируя выражение (11), получим уравнение Пуас-
сона:  

ࢽࢂ۾ =  (12)                                                                   ܜܛܖܗ۱
Из молекулярно-кинетической теории известно, что молярные тепло-
емкости Cp и Cv  могут быть вычислены по формулам: 

ܘ۱ = ା૛࢏
૛

ܞ۱    ,ࡾ = ࢏
૛

 ,ࡾ
где  ࢏– число степеней свободы молекулы идеального газа. 
Для двухатомного газа (а молекулы воздуха более чем на 99% состо-
ит из двух атомов)   5 =࢏ , поэтому теоретическое значение: 

ࢽ =
ܘ۱
ܞ۱

=
࢏ + ૛

࢏
=

ૠ
૞

= ૚, ૝ 
В настоящей лабораторной работе, необходимо экспериментально 
получить значения близкие к рассчитанным. 

 
Описание установки и метода выполнения. 

 
Определить ࢽдля воздуха можно при помощи прибора Клемана-

Дезорма (см. фото), состоящего из баллона - 1, насоса - 2, водяного 
манометра – 3. 
В баллон, который перед началом опыта свободно сообщался с атмо-
сферой, при закрытом кране - 4 накачивается воздух.При этом за счет 
совершения работы сжатия газ в баллоне нагревается. Выждав, пока 
его температура не станет равной комнатной, а давление постоянным 
по всему объему сосуда: 

૝۾ = + ૙۾  ૚ࢎ
где ۾૙ – атмосферное давление, ࢎ૚– избыточное давление, быстро от-
крывают кран – 4, когда давление в баллоне сравнивается с атмо-
сферным ۾૛ =  .૙ , кран немедленно закрывают۾

Пусть после накачивания в баллоне была масса газа m.При от-
крытии крана выходит часть воздуха ∆࢓.Оставшаяся часть (m1=m-
∆m) до расширения занимала не весь объем баллона, а только часть 
его ࢂ૚. Т. к. кран открывается на короткое время, то теплообмена ме-
жду газом и стенками баллона практически нет, и процесс можно 
считать адиабатическим. Согласно уравнению Пуассона получим:  

૚۾ × ૚܄
ࢽ = ૛۾ ×  (13)                                     ࢽ܄

где V – объем всего баллона. 
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При адиабатическом расширении газа его температура понижа-
ется, но если выждать некоторое время, то в результате теплообмена 
через стенки сосуда оно становится равным комнатной. 

При этом давление газа станет равным ۾૜ = + ૙۾  .૛ࢎ
Начальное и конечное состояние газа наблюдается при одинаковой 
температуре, поэтому применим закон Бойля-Мариотта. Используя 
его, получим:  

૚܄૚۾ =  ૜                                                                                      (14)܄૜۾
Учитывая, что ܄૛=܄૜=܄- объем баллона, и исключая неизвестный 
объем, из (13) и (14) получаем: 

ࢽ = ܏ܗܔ ܏ܗܔ૚ି۾ ૛۾
܏ܗܔ ૚ష۾ ܏ܗܔ ૜۾

                                                 (15) 
 

Разложим  ܖܔ ܖܔ ૚ и۾  ૜  в ряд Тейлора۾

܏ܗܔ ૚۾ = ۶)܏ܗܔ + (૚ܐ = ܏ܗܔ ۶ +
૚ܐ

۶
−

૚ܐ )
۶

 )૛

૛
+

૚ܐ )
۶

 )૜

૜
− ⋯ 

܏ܗܔ ૜۾ = ۶)܏ܗܔ + (૛ܐ = ܏ܗܔ ۶ +
૛ܐ

۶
−

૛ܐ )
۶

 )૛

૛
+

૜ܐ )
۶

 )૜

૜
− ⋯ 

т.к.  h≤H  ограничимся при разложении двумя первыми членами, под-
ставляя полученные значения в уравнение (15), найдем: 

ࢽ = ૚ܐ
૛ܐ૚ିܐ

                                                           (16) 
 

Выполнение работы 
 

1. Закрыв край, накачивают насосом немного воздуха. Выждав 
3 минуты измеряют манометром избыточное давление ܐ૚ (в мм водя-
ного столба). 

2. Открывают кран и в тот момент, когда уровни жидкости в 
обоих коленах манометра сравниваются, закрывают кран.Выждав 3 
минуты измеряют избыточное давление  ܐ૛. 

3. Опыт повторяют 5 раз. 
4. По формуле (16) вычисляют значение ࢽ. 
5. Вычисляют теоретическое значение ࢽпо формуле:ࢽ = ା૛࢏

࢏
, где 

 .число степеней свободы для двухатомного газа – 5=࢏
6. Вычисляют абсолютную и относительную погрешности. 
7. Результаты измерений и вычислений заносят в таблицу 
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Таблица 
№ 

опытов hଵ hଶ ߛ ߛср ߛтеор ∆ߛ∆ ߛср 

1        
2        
3        
4        
5        

 
Контрольные вопросы 

 
1. Примените первое начало термодинамики к 

а) изохорическому; 
б) изобарическому; 
в) изотермическому; 
г) адиабатическому процессам. 

2. Изобразите графики этих процессов. 
3. Изложите суть законов Бойля-Мариотта, Гей-Люссака, Шарля. При 
каких условиях выполняются эти законы? Запишите формулы этих 
законов. 
4. Что такое теплоемкость? Удельная теплоемкость? Молярная тепло-
емкость? Как они связаны между собой?  
5. Выведите уравнение Майера. Физический смысл универсальной 
газовой постоянной. 
6. Почему молярная теплоемкость при постоянном давлении больше 
молярной теплоемкости при постоянном объеме. 
7. Что подразумевается под числом степеней свободы молекулы? Как 
теплоемкость зависит от числа степеней свободы? 
8. Выведите уравнение Пуассона. 
9. Какова методика выполнения лабораторной работы? Какие процес-
сы имели место при этом? 
10. Выведите расчетную формулу для опытного определения отно-
шения молярных теплоемкостей. 
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Лабораторная работа № 21 
 

Определение вязкости жидкости по методу Стокса 

Цель работы:  определение коэффициента вязкости жидкости. 
 
Приборы и принадлежности: стеклянный цилиндр с иссле-

дуемой жидкостью, мелкие стальные шарики, микрометр, секундо-
мер. 
 

Краткое теоретическое введение 

1. Природа сил вязкого трения 
На всякое тело, движущееся в жидкости (газе) действует сила 

вязкого трения (внутреннего трения). Сила вязкого трения возникает 
между соседними слоями жидкости или газа, движущимися по какой-
либо причине с разными скоростями. При этом слои, движущиеся от-
носительно друг друга, обмениваются молекулами. Молекулы из бы-
строго слоя переносят в медленный слой некоторый импульс, и мед-
ленный слой стремится двигаться быстрее. В свою очередь, молекулы 
из медленного слоя, перескакивая в быстрый слой, тормозят его. 

Однако рассмотренный механизм вязкого трения более свойст-
венен газам, в которых молекулы перескакивают из слоя в слой за 
счет хаотического теплового движения. В жидкости внутреннее тре-
ние в значительной мере определяется действием межмолекулярных 
сил. Расстояние между молекулами в жидкости невелики, а сила 
взаимодействия значительны. Молекулы жидкости, подобно части-
цам твердого тела, колеблются около положений равновесия. По ис-
течении времени "оседлой жизни" молекулы жидкости скачком пере-
ходят в новое положение. 

При движении в жидкости какого-либо тела со скоростью, мо-
лекулы жидкости частично "прилипают" к нему  адсорбируются. 
Слой жидкости, ближайший к прилипшему слою, увлекается силами 
межмолекулярного взаимодействия. Жидкость при этом будет уско-
ряться на границе с твердым телом. На нее будет действовать сум-
марная средняя сила F в направлении движения тела. По третьему за-
кону Ньютона на тело со стороны жидкости будет действовать такая 
же по величине, но противоположно направленная сила. Это и есть 
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сила вязкого трения. Появление данной силы приводит к торможе-
нию движущего тела. 

Опытным путем была определена формула силы внутреннего 
трения:  

S
dx
dF 


 ,      (1) 

Где 
dx
d- градиент скорости, показывающий быстроту изменения ско-

рости в направлении x, перпендикулярном движению слоев;S - пло-
щадь, на которую действует сила. 

Знак «» в формуле (1) показывает, что сила F направлена в сто-
рону уменьшения скорости. Коэффициент пропорциональности η но-
сит название коэффициента внутреннего трения или просто вязкости 
(динамической вязкости). 

Если в формуле (1) положить  
мc

м1
dx
d




 , ΔS=1м2 , то F будет 

численно равна η, т.е. коэффициент динамической вязкости численно 
равен силе внутреннего трения, возникающей на каждой единице по-
верхности соприкосновения двух слоев, движущихся относительно 
друг друга с градиентом скорости, равным единице. 

Коэффициент динамической вязкости зависит от природы жид-
кости и для жидкости с повышением температуры уменьшается. Вяз-
кость играет существенную роль при движении жидкостей. 

2. Формула Стокса 
Рассмотрим равномерное движение маленького шарика радиуса 

r в жидкости (газе). Обозначим скорость шарика относительно жид-
кости через  0. Распределение скоростей   в соседних слоях жидко-
сти, увлекаемых шариком, имеет вид, изображенный на рис.1. В не-
посредственной близости к поверхности шара эта скорость равна  0, 
а по мере удаления уменьшается и практически становиться равной 
нулю, на некотором расстоянии L от поверхности шара. 
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Очевидно, что чем больше радиус шара, тем большая масса 

жидкости (газа) вовлекается им в движение, и L должно быть про-
порционально r: 

L = α · r. 
Под  будем понимать среднее значение коэффициента пропор-

циональности. Тогда среднее значение скорости по поверхности шара 
равно  

rr
0

x
00










  . 

Поверхность шара S = 4πr2 и сила трения, испытываемая дви-
жущимся шаром, равна 

0
2

тр r4r4
r

S
x

F 0













 . 

Стоксом было получено, что для шара  α = 3
2 . Следовательно, 

сила вязкого трения, испытываемая шаром, движущимся в жидкости 
(газе): 

Fтр= 0d3  ,     (2) 
гдеd - диаметр шарика. 

Формула Стокса применяется лишь в случае шарообразных тел 
малых размеров и малых скоростей их движения. 

По формуле Стокса можно, например, определять скорости осе-
дания частиц тумана и дыма. Ею можно пользоваться и для решения 
обратной задачи  измеряя скорость падения шарика в жидкости, 
можно определить ее вязкость.   

 
 

x  
 
 

 0 

L 

r 

 
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3. Определение коэффициента вязкости жидкости методом 
Стокса 

На шарик, падающий в жидкости вертикально вниз, действует 
три силы (рис. 2): сила тяжести mg , сила Архимеда Fa и сила вязкого 
трения Fтр. 

По второму закону Ньютона: 
ma = mg - Fa-Fтр    
Сила тяжести и сила Архимеда постоянны по 

модулю, а сила вязкого трения, согласно формуле 
(2) увеличивается с увеличением скорости шарика, 
и наступает момент, когда сила тяжести уравнове-
сится суммой сил трения и Архимеда. С этого мо-
мента ускорение шарика равно нулю, т. е. его дви-
жение становиться равномерным.  

mg=Fa+ Fтр,     (3) 
причем 

Fa= ρж · g · V= 
6

gd3
ж   ,   (4) 

гдеV - объем шарика;ρж  - плотность жидкости;ρш  - 
плотность шарика. 

Подставляя уравнения (2), (4) в уравнение (3), получаем 



6

gd (ρш-ρж) = 3·π·η· 0·d. 

Откуда получаем 

018
gd)-( 2

жш



  . 

Скорость движения шарика 
0 =


  , 

где  - расстояние между метками на сосуде с жидкостью, соответст-
вующее месту уравновешивания сил;τ  - время прохождения шариком 
расстояния  . 

Окончательно получаем 

l18
gd)( 2

ЖШ



 .    (5) 

Если учесть влияние стенок сосуда на движение шарика, то 
формула (5) примет вид 

Рис. 2 

трF


аF


 

gm
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



 gd

)
D
d4,21(l18

)( 2жш  ,    (6) 

где D  - диаметр сосуда. 
 

Выполнение работы 
 

1. Измерить внутренний диаметр стеклянного цилиндра и рас-
стояние между метками, используя штангенциркуль и масштабную 
линейку. 

2. Измерить микрометром диаметр шарика. 
3. Опустить шарик в сосуд, так чтобы он двигался по оси цилин-

дра, и измерить секундомером время его прохождения между метка-
ми. 

4. Вычислить коэффициент вязкости исследуемой жидкости по 
формуле (6). 

5. Такие же измерения и расчеты выполнить еще для четырех 
шариков. 

6. Рассчитать среднее значение коэффициента вязкости. 
7. Результаты измерений и расчетов занести в таблицу 1. 
 

Таблица 1 
№ 
п/п 

D,10-3м  ,10-3м d,10-3м ,с ,Пас <>,Пас 

  1       
  2       
  3       
  4       
  5       

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
 
1. Объяснить механизм возникновения сил вязкого трения. 
2. Вывести формулу Стокса. 
3. В чем состоит метод определения вязкости жидкости по 

Стоксу и где он применяется на практике? 
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Лабораторная работа № 22 
Определение коэффициента внутреннего трения воздуха, длины 
свободного пробега и эффективного диаметра молекул воздуха 

 
Цель работы: определить молекулярно-кинетические парамет-

ры молекул идеального газа с помощью косвенных измерений. 
Приборы и принадлежности: сосуд с краном и капилляром, 

мензурка,  стакан, секундомер, термометр, барометр. 
 

Краткая теория 
 

1. Явления переноса. Молекулярно-кинетические параметры 
идеального газа 

Согласно положениям кинетической теории газов, последние 
состоят из большого количества хаотически движущихся молекул. В 
результате этого беспорядочного движения молекулы переносят из 
одних точек пространства в другие свою массу, количество движе-
ния, энергию. Это приводит к возникновению некоторых явлений, на-
зываемых явлениями переноса. К ним относятся: 

1) диффузия, обусловленная переносом массы молекул; 
2)  внутреннее трение или вязкость, обусловленное переносом 

количества движения молекул; 
3) теплопроводность, обусловленная переносом энергии мо-

лекул. 
Рассмотрим явление внутреннего 

трения или вязкости. Опытным путем 
была определена формула для силы 
внутреннего трения, возникающего ме-
жду двумя слоями, находящимися друг 
от друга на расстоянии dz и движущи-
мися вдоль оси х со скоростью 1  и 2 , 
отличающимися на d  (рис.1). 

S
dx
dF 


 ,   (1) 

где F – сила внутреннего трения; S - площадь слоев; η – коэффициент 
сдвиговой вязкости. 

dz     S 

1


2


 




 

Рис. 1 

   z 

х 
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Величина 
dz
d  называется градиентом скорости и показывает бы-

строту изменения скорости при переходе от слоя к слою в перпенди-
кулярном скорости направлении. Знак - показывает, что сила F на-
правлена в сторону уменьшения скорости. 

Формула (1) справедлива для движущихся слоев как жидкости, 
так и газа, однако причины вязкого трения в газах и жидкостях суще-
ственно различны. Так в жидкостях молекулы находятся на более 
близком расстоянии, чем в газах, и силы молекулярного сцепления в 
них больше. Поэтому вязкость в жидкостях объясняется, в основном, 
влиянием этих сил. Один быстрее движущийся слой жидкости как бы 
прилипает к другому, более медленному, и увлекает его, а сам не-
сколько притормаживается. 

В газах также имеет место это явление. Однако в газах молеку-
лярные расстояния больше, силы сцепления меньше, хаотическое 
движение больше. Поэтому более существенным для газов является 
перенос количества движения молекулами из более быстрого слоя в 
более медленный слой. В результате медленный слой обогащается 
быстрыми молекулами и ускоряется, а быстрый слой обедняется бы-
стрыми молекулами и замедляется. 

Кинетическая теория газов с учетом распределения Максвелла 
молекул по скоростям дает следующее выражение для коэффициента 
вязкости: 

u
3
1

 ,      (2) 

где ρ - плотность газа; <λ> - средняя длина свободного пробега моле-
кул;  <u> -средняя арифметическая скорость  движения молекул. 




RT8u ,     (3) 

где R - универсальная газовая универсальная; μ - масса киломоля га-
за. 

Молекулы газа, находясь в состоянии хаотического теплового 
движения, непрерывно сталкиваются друг с другом. Между двумя 
последовательными столкновениями молекулы проходят некоторый 
путь, который называется длиной свободного пробега. В общем слу-
чае длина пути между последовательными столкновениями различна, 
но так как мы имеем дело с огромным числом молекул и они нахо-
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дятся в беспорядочном движении, то можно говорить о средней дли-
не свободного пробега молекул. 

Минимальное расстояние, на которое сближаются центры двух 
молекул при столкновении, называется эффективным диаметром мо-
лекулы. 

В данной работе требуется определить для частиц воздуха сред-
нюю длину свободного пробега λ, среднюю арифметическую ско-
рость теплового движения <u>, эффективный диаметр d и коэффици-
ент сдвиговой вязкости η. 

Если найти способ определения коэффициента вязкости η, то из 
формулы (2) можно найти <λ>: 

u
3



 .      (4) 

Плотность газа выразим из уравнения Менделеева-Клапейрона: 


RT
p .      (5) 

Подставляя (5) и (3) в (4), получим: 





2
RT

p2
3 ,     (6) 

где p - атмосферное давление. 
Эффективный диаметр молекул связан с длиной свободного 

пробега следующим соотношением: 

pd2
kT

2
 ,      (7) 

где k - постоянная Больцмана. 
С учетом этого эффективный диаметр молекул можно опреде-

лить по формуле: 

p2
kTd


  .     (8) 

 
2.Определение коэффициента вязкости методом Пуазейля 

Метод основан на медленном ламинарном течении газа или 
жидкости в тонком капилляре (ламинарным или слоистым называется 
течение, если вдоль потока каждый выделенный тонкий слой сколь-
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зит относительно соседних, не перемешиваясь с ними).  
Рассмотрим капилляр радиусом R и длиной 

. В газе (жидкости) мысленно выделим цилиндри-
ческий слой радиусом r и  толщиной dr (рис. 2). 
Сила вязкого трения, действующая на боковую 
поверхность этого слоя, согласно формуле (1) рав-
на: 

dr
dr2-S

dr
d-F 




  .  

Для установившегося медленного ламинар-
ного течения газа (жидкости) сила внутреннего 
трения, действующая на боковую поверхность ци-
линдр, уравновешивается силой давления, дейст-
вующей на его основание: 

2rp
dr
dr2 


  ,          (9) 

где Δp - разность давлений на концах капилляра. 
Из уравнения (9) получаем: 

rdr
2

pd



 .     (10) 

После интегрирования уравнения (10), полагая, что у стенок 
имеет место прилипание жидкости (газа), то есть скорость на рас-
стоянии R от оси равна нулю, получаем: 

)rR(
4

p 22 






. 

Отсюда видно, что скорости частиц в поперечном сечении ка-
пилляра распределяются по параболическому закону, причем верши-
на параболы лежит на оси трубы (рис. 2). 

За время τ через капилляр пройдет объем газа (жидкости)  






















 

R

0

422R

o

22
R

0 4
r

2
Rr

2
pdr)rR(r

4
p2rdr2V


 





8

pR 4
. 

 

R 

 
 

dr 
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 Откуда вязкость 

p
V8

R 4






.      (11) 

 
Описание установки и методика выполнения работы 

 
Установка для определения коэффициента вязкости состоит из сосуда 
1, пробки с капилляром 2, крана 3, шкалы 4  (рис. 3). В сосуд налита 
вода. При закрытом кране давление  воздуха 
над водой внутри сосуда равно атмосферному 
и суммарное давление, оказываемое воздухом 
и водой на отверстие крана внутри сосуда 
больше атмосферного давления. Поэтому, как 
только мы открываем кран, вода начнет вы-
текать струйкой из сосуда. 

Со временем давление воздуха внутри 
сосуда будет уменьшаться, т. к. диаметр ка-
пилляра 2 много меньше диаметра отверстия 
крана 3  и за  одно  и  тоже  время объем вы-
текшей воды больше объема воздуха, зашед-
шего через капилляр 2. В результате наступает момент, когда сум-
марное давление воздуха и воды в сосуде на отверстие крана стано-
вится равным атмосферному. В этот момент времени вода начнет вы-
текать каплями. На концах капилляра 2 установится постоянная раз-
ность давлений 

11атм ghppp  ,      
где ρ - плотность воды; h1 - высота столба воды в сосуде; p1 - давле-
ние воздуха внутри сосуда. 

При этом  в капилляре 2 будет наблюдаться ламинарное течение 
воздуха (рис.2) и объем газа, протекшего через капилляр 2, будет ра-
вен объему воды, вытекшей каплями из сосуда. Таким образом, опре-
делив с помощью мензурки объем воды, вытекшей каплями из сосуда 
за определенное время τ, можно по формуле (11) рассчитать коэффи-
циент вязкости воздуха, а затем по формулам (6) и (8) определить 
длину свободного пробега и эффективный диаметр молекул воздуха. 

За разность давления на концах капилляра можно принять сред-
нюю разность в начале и в конце опыта: 

2 

1 3 

4 

 
 
Рис.3 
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g
2

hh
p 21 


 ,     (12) 

где h2 - высота столба воды в сосуде в конце опыта. 
Радиус капилляра R и его длина   заданы на стенде. 

  
 
Порядок выполнения работы 
 

1. Измерить температуру T и атмосферное давление p. 
2. Подставив стакан под отверстие в сосуде, полностью от-

крыть кран. 
3. Когда вода начнет вытекать каплями, подставить мензурку 

вместо стакана, включить секундомер и отметить уровень жидкости 
h1 в этот момент времени. 

4. Набрав в мензурку 50-70 см3 воды, снова отметить уровень 
h2 воды и остановить секундомер. 

5. Повторить опыт 3 раза. 
6. Произвести расчеты величины средней арифметической 

скорости молекул <u> по формуле (3), разности давлений Δp на кон-
цах капилляра по формуле (12), коэффициента вязкости по формуле 
(11), средней длины свободного пробега <λ> по формуле (7) и эффек-
тивного диаметра молекул воздуха d по формуле (8). Расчет всех ве-
личин произвести для каждого опыта в отдельности. 

7. Результаты измерений и расчетов занести в таблицу 1. 
8. Сравнить значения эффективного диаметра молекул возду-

ха, полученного экспериментально, с теоретическими значениями 
диаметров молекул азота и кислорода. Сделать выводы. 

Таблица 1. 
№ h1, 

10-3 м 
h2, 
10-3 м 

V, 
10-6 
м3 

τ, 
с 

<u>, 
м/с 

Δр, 
Па 

η, 
Па·с 

λ, 
10-6 м 

d, 
10-10 
м 

1 
2 
3 
среднее 
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Контрольные вопросы 
 

1. Какие явления переноса в газах вы знаете? В чем отличие 
внутреннего трения в газах от внутреннего трения в жидкостях? 

2. Что такое средняя длина свободного пробега молекул и 
эффективный диаметр молекул? Выведите формулу для подсчета 
длины свободного побега. 

3. Получите формулу для подсчета коэффициента внутренне-
го трения в газах методом Пуазейля. 

4. Опишите установку и методику выполнения работы. 
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Лабораторная работа № 23 

 
Определение изменения энтропии испарившейся жидкости 

 
Цель работы: определить изменение энтропии в процессе испа-

рения. 
Приборы и принадлежности: демпферные весы, секундомер, 

термометр, цилиндрический стаканчик, спирт. 

Краткое теоретическое введение 
По мере развития термодинамики было установлено, что все ви-

ды энергии превращаются в тепло, которое, переходя ко все более 
холодным телам, в конечном итоге рассеивается в окружающей сре-
де, излучаясь затем в мировое пространство. Затем обнаружили, что у 
энергии имеется знаменитая «тень», которую Р.Клаузиус назвал эн-
тропией. Энтропия определяет меру рассеяния энергии. Чем больше 
рассеивается, деградирует энергия, тем больше растет величина эн-
тропии. 

Изменение энергии изолированной системы ∆E=E1- E2 выража-
ет максимальную работу Amax, которую система теоретически могла 
бы совершить, переходя из состояния 1 в состояние 2, а изменение 
энтропии ∆S=S1-S2 – ту часть Q0=T0∆S  запаса энергии ∆E, которая в 
реальных условиях перехода при температуре T0 окружающей среды 
превращается в тепло, рассеивается, уменьшая величину действи-
тельной работы до 
 Aд=Amax − T0∆S. (1) 

Изменение энергии системы определяется только разностью ее 
значений в начальном и конечном состоянии перехода, т.е. энергия 
является функцией состояния. 

Энтропия тоже есть функция состояния системы, но количество 
теплоты Q=T∆S, выражающее «потерю» энергии, зависит от характе-
ра совершающегося процесса, поскольку от него зависит количество 
тепла, рассеивающееся вследствие прямой теплоотдачи системы в 
окружающую среду и рассеивающееся вследствие трения. 

Поэтому и действительная работа тоже зависит от характера 
процесса и никогда не бывает равна максимальной, то есть измене-
нию энергии системы. 
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Поскольку все реальные процессы сопровождаются трением и 
теплообменом, энтропия систем всегда возрастает при условии их 
полной изолированности. 

Ограниченность действия закона возрастания энтропии была 
доказана австрийским физиком Л.Больцманом. Исходя из того, что 
теплота есть энергия хаотического (беспорядочного) движения час-
тиц вещества, он продемонстрировал, что закон возрастания энтро-
пии справедлив лишь для статистических систем, состоящих из 
большого числа хаотически движущихся объектов, поведение кото-
рых, определяемое изменением параметров состояния, подчиняется 
законам теории вероятностей. 

Возрастание энтропии таких систем указывает лишь наиболее 
вероятное направление протекания процессов. И не исключается воз-
можность маловероятных событий, называемых флуктуациями, когда 
энтропия уменьшается. 

Этот вывод Больцман сделал на основе прямой связи, которую 
он установил между энтропией и термодинамической вероятностью 
состояния рассматриваемой системы, т.е. числом микросостояний - 
распределением частиц в пространстве по скоростям и энергиям, с 
помощью которых может быть осуществлено данное макросостояние, 
определяемое соответствующими параметрами состояния. 

Немецкий физик М.Планк привел открытую Больцманом зави-
симость между энтропией S и термодинамической вероятностью W к 
виду 

S=k ln W, 
где k=1,38·10-23Дж/К  - постоянная Больцмана.  

Беспорядок всегда вероятнее, чем относительный порядок. Это 
означает, что при переходе системы от упорядоченного состояния к 
беспорядочному, например, из жидкого состояния в газообразное, 
изменение энтропии положительно (∆S>0) , т.к. W2>W1и  
 ∆S=S2-S1=k( ln W2- ln W1)>0. (2) 

С понижением температуры упорядоченность макросистем рас-
тет - газ превращается в жидкость, а она в еще более упорядоченное 
состояние - твердое тело. Соответственно уменьшается величина эн-
тропии. Это позволило известному физику В.Нернсту предположить, 
что с приближением абсолютной температуры к нулю энтропия тоже 
стремится к нулю. Основываясь на этом законе, за нулевую точку от-
счета энтропии любой системы можно принимать её максимально 
упорядоченное состояние. 
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Методика определения изменения энтропии 

 при испарении жидкости 
Предположим, что жидкость (в данной работе этиловый спирт) 

находится в равновесном состоянии. При испарении очень малой 
порции жидкости ∆m равновесное состояние жидкости, в частности 
её температура, не изменяется. Однако доля ∆m, перешедшая из жид-
кого состояния в парообразное, претерпевает фазовый переход. При 
этом молекулы из более упорядоченного состояния переходят в бес-
порядочное. В соответствии с формулой (2) энтропия испарившейся 
доли жидкости возрастает. 

Изменение энтропии в процессе испарения экспериментально 
проще определить с термодинамической позиции. 

Изменение энтропии dS при испарении элементарной массы dm 
связано с поглощением тепла dQ, которое идёт на испарение. 
 

∆S=
dQ
T

 (3) 

В свою очередь тепло, поглощённой при испарении, (при усло-
вии постоянства температуры) определяется выражением 
 dQ=rdm, (4) 

где r – удельная теплота испарения (табличная величина). 
Тогда, интегрируя выражение (3) по массе, получим 

 
න dS

S2

S1

= න
rdm
T

=
(m2-m1)

T
r

2

1

, (5) 

 
или для изменения энтропии испарившейся массы ∆m 

 ∆S=
r·∆m

T
. (6) 

Установка для определения изменения энтропии 
 испарившегося спирта 

Для точного определения испарившейся массы ∆m используют-
ся демпферные весы, которые позволяют производить взвешивание с 
точностью 0,1 мг. 

На одну из чашек ставят стаканчик со спиртом, уравновешивают 
весы, фиксируют начальную массу стаканчика со спиртом и за оди-
наковое время по секундомеру определяют пять порций ∆mi испа-
рившегося спирта. 
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По формуле (6) определяют среднее значение <∆S>, подставляя 
в числитель среднее значение <∆m>. 

Значение удельной теплоты парообразования спирта найти в 
справочнике. 

Контрольные вопросы 
1. Что называется состоянием термодинамической системы? Ка-

кими параметрами оно может определяться? Что такое макро- и 
микросостояние? 

2. Определите понятие энтропии как функции состояния системы. 
Каков физический смысл этой функции? 

3. Каков статический смысл энтропии? Запишите математическую 
связь между энтропией и термодинамической вероятностью. 

4. Что такое обратимые и необратимые процессы? 
5. Почему изменение энтропии замкнутого термодинамического 

цикла не может быть отрицательным? 
6. Приведите примеры расчёта изменения энтропии для изопро-

цессов, происходящих с идеальным газом. 
7. Дайте формулировку второго начала термодинамики с исполь-

зованием понятия энтропии. 
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