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Практические занятия по высшей математике – один из самых 

важных инструментов для достижения компетенции «Осуществляет 

аргументированный выбор методов для решения задач профессио-

нальной деятельности – ОПК-1.1». 

 

1.  Множества, отображения множеств (2 ч) 

 

Цель занятия: освоить базовые понятия математики – понятия 

множества и отображения (функции). 

Типовая задача. f – отображение множества R+ всех положи-

тельных чисел, в множество N0 целых неотрицательных чисел, опре-

деляемое условием: если +∈Rx , то f(x) – наименьшее целое число, 

большее x . Найдите образ интервала (0; 100) при этом отображе-

нии. 

 

2. Операция предельного перехода для последовательностей 

и функций. Непрерывность (4 ч) 

 

Цель занятия: 1) овладеть основной операцией математическо-

го анализа – операцией предельного перехода; 

2) изучить основные свойства непрерывных функций. 

Типовые задачи 

1) Перечислите свойства метрики, лежащие в основе операции 

предельного перехода. 

2) Сформулируйте определение предела последовательности, 

функции. 

3) Найдите расстояние Хемминга между двоичными последова-

тельностями (0111011) и (1100101). 

4) Вычислите ( )
2x/1

0x
xcoslim

→
. 

5) Сформулируйте теорему о непрерывности элементарных 

функций. 

Решение задачи 4 

 Имеем дело с неопределенностью вида ( ∞1 ). Такую неопреде-

ленность можно раскрыть по нижеследующей схеме: 

( ) ,e)1()x(ulim p)x(v

ax
== ∞

→
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где  ( ) )x(v1)x(ulimp
ax

⋅−=
→

 − вспомогательный предел. 

В нашей задаче ( ) =
−

=⋅−=
→→ 2

2

0x20x x

2

x
sin2

lim
x

1
1xcoslimp  

                    
2

1

2

1
2

x

2

x
sin

lim2

2

2

0x
−=






⋅−=

















−=
→

 

(Мы воспользовались 1-м замечательным пределом k
x

kxsin
lim

0x
=

→
). 

В итоге искомый предел равен 
e

1
e 2

1

=
−

. 

 

3. Производная. Техника  дифференцирования (2 ч) 

 

Цель занятия: изучить правила дифференцирования и овладеть 

техникой отыскания производных элементарных функций. 

Типовая  задача.  Найдите  производную  функции                  

)x2(arcsinlny 2= . 

Решение. Действуем по цепному правилу: на каждом шаге 

дифференцируем текущую внешнюю функцию: 

=′⋅⋅=′⋅=′ )x2(arcsin
)x2(arcsin

1
)x2ln(arcsin2))x2(ln(arcsin)x2ln(arcsin2y

x2arcsinx41

)x2ln(arcsin4
)x2(

)x2(1

1

x2arcsin

)x2ln(arcsin2

22 ⋅−
=′⋅

−
⋅= . 

 

 

4. Исследование функций одной переменной средствами 

дифференциального исчисления (3ч) 

 

Цель занятия: изучить методы исследования функций стан-

дартными методами дифференциального исчисления. 
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Типовые задачи 

1) Найдите промежутки монотонности функции xxey −= . 

2) Укажите промежутки выпуклости и вогнутости функции 
2xx2y += . 

3) Найдите наибольшее значение функции x1xy 2 −=  на от-

резке [0; 1]. 

4) Составьте разложение по целым положительным степеням х  

функции 
1e

x
x −

 до члена с  х
4
  (формула Тейлора). 

5) Вычислите предел 
)bxln(sin

)axln(sin
lim

0x→
(правило Лопиталя). 

6) Постройте график функции 
4

2

x1

x2
y

+

−
= . 

 

5. Методы неопределенного интегрирования (3 ч) 

  

Цель занятия: освоить основные методы отыскания первооб-

разных: непосредственное интегрирование, замена переменной, ин-

тегрирование по частям, интегрирование рациональных функций. 

Типовые задачи 

1)  Найдите ∫ − dx)x5(x 72 . 

2)  Найдите ∫
+ 2x1

xdx
 (подведение под знак дифференциала). 

        3) Найдите ∫ −
dx

x2

x2

(замена переменной). 

        4) Найдите ∫ dxarctgx  (интегрирование по частям). 

        5) Найдите ∫ +−

+−
dx

)1x)(1x(

5x3x3
2

2

 (интеграл от рациональной функ-

ции. Указание: разложите подынтегральную дробь в сумму простей-

ших дробей 
1x

CBx

1x

A
2 +

+
+

−
). 
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6. Вычисление определенного интеграла. Приложения (4 ч) 

 

Цель занятия: изучить основные формулы для вычисления оп-

ределенного интеграла и освоить его стандартные приложения в гео-

метрии и физике. 

Типовые задачи 

1) Вычислите ∫
− −

5,0

5,0
2x1

dx
. 

2) Вычислите ∫ −
1

0

122 dx)x2(x . 

3) Вычислите ∫
∞

1
3x

dx
. 

4) Вычислите  площадь  фигуры,  ограниченной  линиями y = x
2
,        

y + x = 2. 

5) Найдите площадь, ограниченную циклоидой )tsint(ax −= , 

)tcos1(ay −= , π≤≤ 2t0 , и 0y = . 

6) Найдите длину дуги кривой 2
3

xy = , 4x0 ≤≤ . 

7) Площадь сечения тела плоскостью х = с  выражается форму-

лой 
ccos

1
)с(S

2
= , 

4
x0

π
≤≤ . Найдите объем этого тела. 

 

Решение задачи 6 

=+=












+=′+= ∫ ∫∫

4

0

4

0

2

2

1b

a

2 dxx
4

9
1dxx

2

3
1dx)y(1L  

=⋅==



 =+=






 ++= ∫∫

1

10
2

310

1

4

0

t
3

2

9

4
dtt

9

4
tx

4

9
11x

4

9
dx

4

9
1

9

4
 

( )11010
27

8
−=  
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7. Исследование числовых рядов (2 ч) 

 

Цель занятия: изучить основные методы исследования число-

вых рядов. 

Типовые задачи 

1) Вычислите сумму ряда ∑
∞

=

−

0n
n

nn

5

23
. 

Решение.        

6

5

3

5

2

5

5

2
1

1

5

3
1

1

5

2

5

3

5

23
n

0n 0n

n

0n
n

nn

=−=
−

−
−

=





−






=

− ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

. 

Мы воспользовались формулой для суммы сходящейся геомет-

рической прогрессии: 

                        ∑
∞

= −
=

0n

n

q1

1
q ,             )1q( <  

2) Исследуйте ряд ∑
∞

=

⋅

1n

2n

)!n2(

)!n(2
 на сходимость, т.е. выясните, 

конечна или бесконечна сумма этого ряда. 

Указание: примените признак Даламбера. 

3) Докажите, что знакочередующийся ряд 
n

1
)1(

1n

1n ⋅−∑
∞

=

−  схо-

дится. 

Указание: примените признак Лейбница. 

4) Вычислите сумму ряда 
n

0n

n

2!n

1
)1(

⋅
⋅−∑

∞

=

 с точностью до 0,001. 

Указание: вычисляя последовательно члены ряда, найдите пер-

вый член, который меньше 0,001 (по модулю); сумма всех предыду-

щих членов даст требуемый ответ. 

 

8. Исследование степенных рядов (2 ч) 

 

Цель занятия: освоить основные факты теории степенных ря-

дов и научиться их использованию. 
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Типовые задачи 

1) Определите радиус и интервал сходимости степенного ряда 

∑
∞

=1n

n

n

x
. 

2) Напишите разложение в степенной ряд по степеням  х  функ-

ции  
2xe)x(f −= . 

Решение. Исходим из стандартного разложения ∑
∞

=

=
0n

n
x

!n

x
e , 

справедливого при всех  х. Заменим в этом разложении  х  на  2x− , 

получим требуемое:   n2

0n

n

0n

n2
x x

!n

)1(

!n

)x(
e

2

∑∑
∞

=

∞

=

− −
=

−
= . 

3) Используя предыдущее разложение, разложите в степенной 

ряд неэлементарную функцию Лапласа ∫ −=Φ
x

0

t dte)x(
2

. 

Решение. ∫∑∫ ∑ =
−

=
−

=Φ
∞

=

∞

=

x

0

n2

0n

nx

0

n2

0n

n

dtt
!n

)1(
dtt

!n

)1(
)x(  

 

             
1n2

0n

n

0

x1n2

0n

n

x
)1n2(!n

)1(

1n2

t

!n

)1( +
∞

=

+∞

=
∑∑ +

−
=

+
⋅

−
= . 

Степенной ряд можно интегрировать почленно, что было сделано. 

4) Найдите решение дифференциального уравнения 

)x(yxy 22 +=′  с начальным условием y(0) = 1 в виде степенного ря-

да. 

Решение. Условие задачи требует представить решение y = y(x) 

данной задачи Коши как сумму степенного ряда (ряда Маклорена) 

                                n

0n

)n(

x
!n

)0(y
)x(y ∑

∞

=

=  

Тем  самым  задача  сводится  к  отысканию  производных )0(y )n(
.   

По условию  y(0) = 1.  Возьмем  х = 0   в  равенстве   

)х(yx)х(y 22 +=′  и найдем 1)0(y0)0(y:)0(y 22 =+=′′ . Чтобы найти 
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)0(y ′′ , продифференцируем  равенство  :yxy 22 +=′  yy2x2y ′⋅+=′′ , 

−  и   возьмем   х = 0:  

2)0(y)0(y202)0(y =′⋅⋅+⋅=′′ . Далее описанную процедуру следует 

продолжить: yy2y22y 2 ′′⋅+′+=′′′  и  х = 0: 8)0(y =′′′ . И  т.д.  

                

9. Ряды Фурье, гармонический анализ  (2 ч) 

 

Цель занятия: изучить стандартные методы гармонического 

анализа функций. 

Типовые задачи 

1) Проверьте, что функция sin x  и  cos x ортогональны друг 

другу на промежутке [ ]ππ− ; . 

2) Разложите в ряд Фурье π2  − периодическую функцию f , за-

данную на промежутке [ ]ππ− ;  формулой  2x)x(f = . 

3) Найдите сумму ряда Фурье π2  − периодической функции, за-

данной на основном периоде [ ]ππ− ;  формулой x2x)x(f +=  в точке 

π=0x . 

Указание: в точке х0 функция  f  терпит разрыв. 

 

10. Частные производные, градиент, производные по          

направлению функции многих переменных (2 ч) 

 

Цель занятия: изучить основной технический аппарат диффе-

ренциального исчисления функций многих переменных. 

Типовые задачи 

1) yxz = . Найдите 
x

z

∂
∂

 и 
y

z

∂
∂

. 

2) Найдите направление наибыстрейшего возрастания функции 
32 xyz2yx)z,y,x(f −+=  в точке Р(1,−2,−1). 

Решение. Направление наискорейшего роста функции f в точке 

Р указывает вектор ),P(fgrad  координатами которого являются част-

ные производные ),P(
x

f

∂
∂

 ),P(
y

f

∂
∂

 )P(
z

f

∂
∂

. 
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,yz21
x

f 3−=
∂
∂

  ;3)1()2(21)P(
x

f 3 −=−⋅−⋅−=
∂
∂

 

,xz2y2
y

f 3−=
∂
∂

  ;2)P(
y

f
−=

∂
∂

 

,xyz6
z

f 2−=
∂
∂

  .12)P(
z

f
=

∂
∂

 

Ответ: вектор (−3,−2,12). 

 

11. Исследование функций многих переменных средствами 

дифференциального исчисления (2 ч) 

 

Цель занятия: освоить стандартные методы исследования по-

ведения функций многих переменных. 

Типовая задача 

Точка )y,x(P 00   является стационарной точкой функции 

).y,x(zz =  Известна матрица частных производных второго порядка 

функции x в точке Р: .
23

36








−

−
  Определите, является ли точка Р 

точкой экстремума функции z; если является, то − какого именно: 

максимума или минимума. 

 

12. Вычисление кратных интегралов (2 ч) 

 

Цель занятия: освоить методы сведения кратного интегриро-

вания к повторным интегрированиям. 

Типовая задача 

Вычислите двойной интеграл ∫∫
D

xydxdy , где D − область плос-

кости Охy, ограниченная линиями 2xx2y,0y −== . 

 

13. Приложения кратных интегралов (2 ч) 

 

Цель занятия: познакомиться с основными схемами примене-

ния кратных интегралов. 
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Типовые задачи. 

1) Область D на плоскости Охy ограничена линиями xy =  и   

xy = . D представляет собой материальную пластинку переменной 

плотности .yx)y,x( 2+=ρ   Какова масса этой пластинки? 

Решение. Масса есть двойной интеграл от плотности:  

=+=+=ρ= ∫ ∫∫∫∫∫ dy)yx(dxdxdy)yx(dxdy)y,x(m

1

0

x

x

2

D

2

D

 

=





 −−+=






 += ∫∫

1

0

32

x

x1

0

3 dxx
3

1
xxx

3

1
xxdxy

3

1
xy  

60

7

12

1

3

1

15

8
x

12

1
x

3

1
x

5

2

3

4

0

1
432

5

=−−=












−−⋅=  

2) Имеется материальная плоская пластинка 

{ }5y1,1x0:)y,x(D ≤≤≤≤= ,  причем плоскость в точке (х, у) зада-

ется формулой xy)y,x( =ρ . Найдите координаты центра масс пла-

стинки. 

 

14. Методы интегрирования обыкновенных дифференци-

альных уравнений (4 ч) 

 

Цель занятия: освоить элементарные методы интегрирования 

обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Типовые задачи 

1) Найдите   общий   интеграл   дифференциального  уравнения  

1y

xln
y

2 +
=′ . 

Указание: это уравнение с разделяющимися переменными. 

2)  Найдите   общее  решение  дифференциального  уравнения  

xcosx
x

y
y =−′  

на интервале ),0( ∞ .  

           Указание: это линейное уравнение первого порядка, можно 

решать методом Бернулли: vuy ⋅= . 
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3) Найдите   общее   решение   дифференциального  уравнения  

                                    x2ey16y6y =−′−′′ . 

Указание: это линейное уравнение второго порядка с постоян-

ными коэффициентами и правой частью специального вида. 

 

15. Элементы комбинаторики (2 ч) 

 

Цель занятия: ознакомиться с типами комбинаторных конфи-

гураций и способами подсчета их количества. 

Типовые задачи 

1) 30 человек голосуют по 5 предложениям. Сколькими спосо-

бами могут распределиться голоса, если каждый голосует за одно 

предложение и учитывается лишь число голосов, поданных за каж-

дое предложение?  (ответ: 46376) 

2) Найдите число различных (не подобных между собой) членов 

разложения 3
n21 )x...xx +++ , получающихся после возведения в 

степень. (Ответ: 3
n

2
n

1
n CC2С ++  ) 

 

 

16. Классическое определение вероятности (2 ч) 

 

Цель занятия: Изучить вероятностные схемы, основанные на 

классическом определении вероятности. 

Типовые задачи 

1) Из полной колоды карт (52 карты) вынимаются наугад сразу 

три карты. Найдите вероятность того, что эти карты будут: тройка, 

семерка, туз. (Ответ: 0029,0
5525

64
= ) 

2) В урне 2 белых и 4 черных шара. Из урны один за другим вы-

нимаются все находящиеся в ней шары. Найдите вероятность того, 

что последний вынутый шар будет черным. (Ответ: 
3

2
) 

3) Что вероятнее извлечь из урны с n шарами: четное и нечетное 

число шаров, если возможности захватить любую группу равноверо-

ятны? 
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4) А и В и еще 8 человек стоят в очереди. Определите вероят-

ность того, что А и В отделены друг от друга тремя лицами. (Ответ: 

15

2
) 

 

17. Основные формулы элементарной теории вероятностей. 

Расчет вероятностей случайных событий (2 ч) 

 

Цель занятия: изучить основные свойства вероятности, фор-

мулы полной вероятности и Байеса. 

Типовые задачи 

1) Приведите формулу умножения вероятностей. 

2) Из урны, содержащей 3 белых и 2 черных шара, переклады-

вают наудачу два шара в урну, содержащую 4 белых и 4 черных ша-

ра. Найдите вероятность вынуть после этого из второй урны белый 

шар. 

Решение задачи 2. Гипотезы В1, В2, В3 – соответственно: пере-

ложили 2 белых шара, 1 белый и 1 черный, 2 черных шара. Вероят-

ности гипотез: 
10

3

C

C
)B(р

2
5

2
3

1 == ,   
10

6
)B(р 2 = ,  

10

1
)B(р 3 = . 

Пусть А – событие, вероятность которого нужно найти. Услов-

ные вероятности: 

         
10

6
)B/A(р 1 = ,       

10

5
)B/A(р 2 = ,      

10

4
)B/A(р 3 = . 

Используем формулу полной вероятности: 

      
.52,0

100

52

10

1

10

4

10

6

10

5

10

3

10

6

)B(p)B/A(р)B(p)B/A(р)B(p)B/A(р)A(p 332211

==⋅+⋅+⋅=

=⋅+⋅+⋅=
 

3) В условиях предыдущей задачи был вынут белый шар, т.е. 

произошло событие А. Какова вероятность того, что первоначально 

были переложены два белых шара? 

Указание: примените формулу Байеса для переоценки вероят-

ности гипотезы. (Ответ: 
26

9
) 
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18. Случайные величины. Числовые характеристики        

случайных величин 

 

Цель занятия: изучить способы подсчета и смысл числовых 

характеристик случайных величин. 

Типовые задачи 

1) Из чисел 1, 2, …, 10 наудачу выбирают два числа. Случайная 

величина ξ  - это количество чисел, больших 5, среди выбранных. 

Составьте закон распределения ξ , найдите ее математическое ожи-

дание и дисперсию. 

Указание: Возможные значения ξ  - это, очевидно, 0,1 или 2. Ка-

ковы вероятности этих значений? 

2) Точку бросают наудачу внутрь круга радиуса R. Случайная 

величина  ξ  − это расстояние от точки до центра круга. Найдите 

)(M ξ  и  )(D ξ . 

  

19. Простейшие задачи математической статистики (2 ч) 

 

Цель занятия: ознакомиться с выборочным методом статисти-

ки и методом наименьших квадратов. 

Типовые задачи 

1) Получены семь значений  наблюдаемой случайной величины:  

                             1,  2,  1,  0,  3.  3,  2. 

Вычислите выборочное среднее, выборочную и «исправленную» вы-

борочную дисперсию. 

2) Найдите с доверительной вероятностью 95,0=γ  доверитель-

ный интервал для неизвестного математического ожидания нормаль-

но распределенной случайной величины, если известно ее среднее 

квадратическое отклонение 2,1=σ  и по результатам n = 100 наблю-

дений получено выборочное среднее 5,3х = . 

3) Имеются данные (xi, yi) опыта: 

                 (2; 4,5),   (2; 7,0),   (6; 8,0),   (8; 7,5),   (10; 9,0) 

         Найдите способом наименьших квадратов наилучшую зависи-

мость вида baxy += . (Ответ: )
20

87
x

40

19
y += . 
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20. Ряды и интегралы в комплексной области (2 ч) 

 

Цель занятия: освоить понятие аналитической функции, по-

знакомиться с теоремами Коши. 

Типовая задача. Вычислите интеграл ∫ −
L

z

dz
1z

e
, где L – 1) ок-

ружность 
2

1
z = ,  2) окружность  2z = . 

Решение. 1) Так как функция 
1z

ez

−
 аналитична в круге 1z < , 

то по теореме Коши данный интеграл равен 0.  2) Функция 
ze)z(f = аналитична на всей комплексной плоскости, точка  z0  лежит 

внутри     окружности   2z = ;    по   интегральной    формуле   Коши   

                ∫ ==
−π

L

z

e)1(fdz
1z

e

i2

1
, т.е. ei2dz

1z

e

L

z

π=
−∫ . 

 

 

21. Особые точки аналитических функций. Вычеты (2 ч) 

 

Цель занятия: познакомиться с теоремой Коши о вычетах - 

сведение глобальной величины (интеграла) к величинам локальным 

(вычетам). 

Типовая  задача. Вычислите интеграл ∫ +
L

2 zsin)1z(

dz
 , где L - ок-

ружность с центром 
2

i
 радиуса 1. 

Указание: внутри контура L лежит две особые точки z0 = 0   и   

z1 = i. Это полюсы первого порядка. Вычеты в этих точках равны со-

ответственно 1 и 
isini2

1
. 
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22. Методы операционного исчисления (4 ч) 

 

Цель занятия: изучить основные схемы применения операци-

онного исчисления. 

Типовые задачи. 

1) Найдите изображение оригинала tnet λ . 

2) По заданному изображению 
222

22

)wp(

wp

+

−
 найдите оригинал. 

(Ответ: t cos wt). 

3) Опишите схему применения операционного исчисления к 

решению линейных дифференциальных уравнений с постоянными 

коэффициентами. 

4) Решите  задачу  Коши  0x4x3x =−′′+′′′ , х(0) = 0, 0)0(x =′ , 

2)0(x =′′  операционным методом. (Ответ: t2t2t e
9

2
te

3

2
e

9

2 −− −− ). 

Указание. Изображение решения имеет вид 
2)2p)(1p(

2

+−
. Ори-

гинал можно восстановить, разложив эту дробь в сумму простейших 

дробей. 
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