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Введение 

 

Данная методическая разработка предназначена для организа-
ции и контроля индивидуальной самостоятельной работы студен-

тов и является аналогом изданной ранее учебно-методической раз-

работки «Комплексные числа». 
Разработка подготовлена для студентов всех направлений 

подготовки, изучающих в рамках математической дисциплины те-

мы  «Комплексные числа» и «Многочлены одной переменной». 
Она содержит как индивидуальные задания, так и методические 

указания по их выполнению. Студентам предлагается выполнить 

теоретические упражнения и практические задания на действия с 
комплексными числами в алгебраической, тригонометрической и 

экспоненциальной формах записи, представление комплексных чи-

сел точками комплексной плоскости, нахождение корней много-
членов второй, третьей и четвертой степени во множестве ком-

плексных чисел, вывод свойств комплексных чисел и многочленов. 

В каждом задании предложено 20 вариантов задач, выбор ва-
рианта осуществляется согласно номеру n в журнале.  

Выполнение работы разделяется по трем уровням сложности. 

Уровень  

сложности 

Теоретические уп-

ражнения 

Практические  

задания 

Первый 1 под номером n 1, 3, 4, 5, 7 

Второй 1, 2 под номером n 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 

Третий 1,2 под номером n Все 

Выбранный уровень влияет на общее количество баллов, по-
лучаемых за модуль. 

Разработку можно использовать при выполнении домашних 
заданий и при подготовке к экзамену. 

Список литературы отражает некоторые учебные пособия, ко-

торые рекомендуется использовать при выполнении модуля. 
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Индивидуальные задания 

 

Теоретические упражнения 

 

Упражнение 1 

1. Доказать, что модуль суммы комплексных чисел меньше или 

равен сумме модулей этих чисел:  

2121 zzzz  . 

2. Доказать, что для комплексных чисел z1 и z2 верно неравенство: 

2121 zzzz  . 

3. Доказать, что сложение комплексных чисел коммутативно:  

1221 zzzz  . 

4. Доказать, что сложение комплексных чисел ассоциативно:  

321321 )()( zzzzzz  . 

5. Доказать, что умножение комплексных чисел коммутативно:  

1221 zzzz  . 

6. Доказать, что сложение и умножение комплексных чисел удов-

летворяют закону дистрибутивности: 

3121321 )( zzzzzzz  . 

7. Доказать, что для комплексного числа 1z  справедливо ут-

верждение: 

10
1

1
Re 




z

z

z
. 

8. Доказать формулу Муавра в тригонометрической форме:  

если )sin(cos  irz  , то )sin(cos  ninrz nn  . 

9. Доказать, что сумма комплексно-сопряженных чисел является 
действительным числом. 

10. Доказать, что произведение комплексно-сопряженных чисел 

является действительным числом. 

11. Доказать, что разность комплексно-сопряженных чисел в об-

щем виде не является действительным числом.  
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12. Доказать, что модули комплексно-сопряженных чисел равны. 

13. Доказать, что комплексное число, сопряженное сумме ком-

плексных чисел, равно сумме чисел, сопряженных слагаемым:  

2121 zzzz  . 

14. Доказать, что комплексное число, сопряженное произведению 

комплексных чисел, равно произведению чисел, сопряженных 

сомножителям:  

2121 zzzz  . 

15. Доказать, что модуль произведения комплексных чисел равен 

произведению модулей этих чисел:  

2121 zzzz  . 

16. Доказать, что модуль частного комплексных чисел равен част-

ному модулей этих чисел:  

2

1

2

1

z

z

z

z
 . 

17. Доказать, что комплексное число, сопряженное частному двух 
данных комплексных чисел, равно частному чисел, сопряжен-

ных данным:  

2

1

2

1

z

z

z

z









. 

18. Доказать формулу Эйлера:  

2
cos




ii ee 

 . 

19. Доказать формулу Эйлера: 

2
sin




ii ee 

 . 

20. Доказать верность равенства: 

1ie . 
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Упражнение 2 

1. Доказать, что многочлен с положительными коэффициентами 

не может иметь положительных корней. 

2. Доказать, что если несократимая дробь 
q

p
 является корнем 

уравнения с целыми коэффициентами  

0... 01
1

1  
 axaxaxa n

n
n

n , 

то число p есть делитель свободного члена а0, а число q есть 

делитель старшего коэффициента аn. 

3. Доказать, что если biaz   – комплексный корень многочлена 

с действительными коэффициентами, то biaz   также корень 
этого многочлена.  

4. Доказать, что комплексно сопряженные корни biaz   и 

biaz   многочлена с действительными коэффициентами 
имеют одинаковую кратность.  

5. Доказать, что любой целый корень уравнения с целыми коэф-
фициентами является делителем его свободного члена. 

6. Доказать, что если старший коэффициент уравнения с целыми 

коэффициентами равен 1, то все рациональные корни уравне-
ния, если они существуют, – целые.  

7. Доказать, что любой многочлен нечетной степени с действи-

тельными коэффициентами имеет хотя бы один действитель-
ный корень.  

8. Доказать, что число -1 тогда и только тогда является корнем 

многочлена, когда сумма коэффициентов многочлена, стоящих 
на четных местах, равна сумме коэффициентов, стоящих на не-

четных местах.  

9. Доказать, что сумма коэффициентов многочлена )(хР  равна 

)1(Р . 

10. Доказать, что любой многочлен степени 1n  с действительны-

ми коэффициентами разлагается на линейные и квадратные 
множители с отрицательным дискриминантом.  
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11. Доказать, что любое кубическое уравнение 

001
2

2
3

3  axaxaxa  можно свести к неполному уравнению 

вида 03  qpxx . 

12. Доказать, что если для кубического уравнения 03  qpxx  

выражение 32 427 pq   положительно, то уравнение имеет 3 

различных действительных корня.  

13. Доказать, что если для кубического уравнения 03  qpxx  

выражение 32 427 pq   отрицательно, то уравнение имеет 1 

действительный и 2 комплексно сопряженных корня.  

14. Доказать, что если для кубического уравнения 03  qpxx  

выражение 32 427 pq   равно 0, то уравнение имеет 3 действи-

тельных корня, причем как минимум 2 из них совпадают. 

15. Доказать, что если х1, х2, х3 – корни уравнения 

001
2

2
3  axaxax , то .0321 аххх   

16. Доказать, что если х1, х2, х3 – корни уравнения 

001
2

2
3  axaxax , то .1323121 ахххххх   

17. Доказать, что если х1, х2, х3 – корни уравнения 

001
2

2
3  axaxax , то .2321 аххх   

18. Доказать, что любое уравнение четвертой степени 

001
2

2
3

3
4

4  axaxaxaxa  можно свести к неполному 

уравнению вида 024  rqxpxx . 

19. Доказать, что число с тогда и только тогда является корнем 

многочлена 0...)( 01
1

1  
 axaxaxaxP n

n
n

n , когда Р(х) 

делится на сх  . 

20. Доказать, что 322
32

2
31

2
21 427)()()( pqxxxxxx  , где  

х1, х2, х3 – корни уравнения 03  qpxx . 
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Практические задания 

Задание 1 

Выполнить указанные действия 
Таблица 1 

n Задание  n Задание 

1. 
i

ii
ii

21

)25(2
)32()41(




  2. 

2)1(
24

)62(
i

i

ii





 

3. 
i

i

i

i 32

21

5 





 4. )32(

1

)2()51( 7 ii
i

ii





 

5. 
i

i
i

21

3
)2( 2




  6. )25(3

1

54 3

ii
i

i





 

7. )2(2
3

)1)(21(
ii

i

ii





 8. )32(

31

35
ii

i

i





 

9. 
52

24

89
)23( i

i

i
i 




  10. 

i

ii
ii

22

)46(
)23()1(




  

11. 
i

ii
i






2

)2(
35

3

 12. 
i

i
i

24

81
)4(

3
2




  

13. i
i

i





1

3

)21( 2

 14. i
i

ii
23

1

25 6





 

15. i
i

ii
32

2

)6(5





 16. )35(

2

)3()21(
ii

i

ii





 

17. 
541

31
i

i

i



 18. )1(

3

)5()1( 3 ii
i

ii





 

19. i
i

ii
3

21

)1()51(





 20. )31(

31

42 3 ii
i

i
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Задание 2 

Найти действительные решения уравнения 

Таблица 2 

n Задание 

1.  
iyixi 2)23()2( 2   

2.  iyxyixi 58)31()25(   

3.  iуiхiyixi 73)32()3()25()41(   

4.  iiyixi )43()21()53(   

5.  
ixiyxi 9)1()5( 2   

6.  iyyiixi 5)4()2(   

7.  iyiixyixi  4)2()24()5(  

8.  iyixi  1)25()2(  

9.  
iiyixi )41()2()31( 2   

10.  iухiyixi  )21()22()3(  

11.  iyixi 91)1()32(   

12.  iyixi 65)41()23(   

13.  1313)23()6(  ixyixi  

14.  iyixi 67)41()25(   

15.  iyixi 37)23()4(   

16.  
iyix

i

i
43)24(

2



 

17.  iyixi 37)1()5(   

18.  уiхiyixi )4()1()23()2(   

19.  xyixi  11)42()7(  

20.  iyix 61)31(   
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Задание 3 

Дать геометрическое описание множества точек комплексной 

плоскости, удовлетворяющих указанному условию
1
 

Таблица 3 

 n Задание  n Задание 

1.   1Im z  2. 3)(Re1  z  

3. 
2

arg0


 z  4. 331  z  

5. 5 iz  6.   9Re
22
 zz  

7. 0)4(Im  iz  8. 44  iz  

9. 3)(Re  iz  10. 2)(Im 2 z  

11. 


 zarg
22

 12. 0)2(Re z  

13. 1)2(Re z  14. 1)(Im  iz  

15. 4)(Im2  z  16. 0)(Re 2 z  

17. 
2

arg
4


 z  18. 3)(Im  iz  

19. 221  iz  20.   4Re
2
 zz  

 

 

 

 

                                                
1 В вариантах 2, 6, 9, 12, 13, 16, 20 считать, что abia  )(Re  

 В вариантах 1, 7, 10, 14, 15, 18 считать, что bbia  )(Im . 
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Задание 4.  

Представить комплексные числа z1 и z2 в тригонометрической и 

экспоненциальной формах и изобразить точками на комплексной 
плоскости 

Таблица 4 

n Задание n Задание 

1. iz 3221  , 

iz 332   

2. iz 4341  , 

iz 5,05,02   

3. iz 331  , 

iz  32  

4. iz 3771  , 

iz 3332   

5. iz  31 ,  iz 52   6. iz 3441  ,  iz 5,02   

7. iz 221  , 

312 iz   

8. iz 6361  , 

iz 222   

9. iz 3331  , iz 22   10. iz 3221  , iz 5,02   

11. 
iz

4

3

4

1
1  , 

iz 2322   

12. 
iz 4341  , 

iz 222   

13. iz 311  , 

iz 442   

14. iz 3551  , 

iz 2322   

15. iz 3221  , 

iz 222   

16. iz 2321  , 

iz 42   

17. iz 3221  , 

iz 6362   

18. iz  31 , 

iz 442   

19. iz 331  , 

iz 4342   

20. iz 3331  , 

iz 3332   
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Задание 5 

Для комплексных чисел z1 и z2, записанных в тригонометрической 

форме, из задания 4, выполнить указанные действия. 
Таблица 5 

n Задание n Задание 

1. 
2

5
1 zz  ,  

2

1

z

z
,  4

2z  
2. 

21 zz  ,  
2

5

1

z

z
,  3

2z  

3. 5
21 zz  ,  

2

1

z

z
,  3 5

2z  
4. 

21 zz  ,  
5

1

2
z

z
,  3

1z  

5. 
2

7
1 zz  ,  

2

1

z

z
,  4

2z  
6. 

21 zz  ,  
2

4

1

z

z
,  4

1z  

7. 
21 zz  ,  

2

8
1

z

z
,  4

2z  
8. 

2
5

1
zz  ,  

2

1

z

z
,  4 5

1z  

9. 

21 zz  ,  
2

3

1

z

z
,  5

2z  
10. 

21 zz  ,  
2

1

z

z
,  4 3

1z  

11. 
2

5
1 zz  ,  

2

1

z

z
,  3

2z  
12. 

21 zz  ,  
3

1

2
z

z
,  5

1z  

13. 6
21 zz  ,  

2

1

z

z
,  4

1z  
14. 7

1 2
zz  ,  

2

1

z

z
,  3

2z  

15. 

21 zz  ,  
2

5

1

z

z
,  4 5

1z  
16. 

2
3

1
zz  ,  

2

1

z

z
,  4 3

1z  

17. 5
1 2

zz  ,  
2

1

z

z
,  3

1z  
18. 

21 zz  ,  
7
2

1

z

z
,  4

1z  

19. 
2

5

1
zz  ,  

2

1

z

z
,  3

2z  
20. 

21 zz  ,  3
21 : zz ,  4 3

2z  
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Задание 6 

Решить задачу, используя формулу Муавра (в вариантах 1–10) или 

формулы Эйлера (в вариантах 11–20) 
Таблица 6 

n Задание 

1.  Выразить 3cos  через cos   

2.  Выразить 4cos  через cos  и sin  

3.  Выразить 5cos  через cos  и sin  

4.  Выразить 3sin  через sin  

5.  Выразить 4sin  через cos  и sin  

6.  Выразить 5sin  через cos  и sin  

7.  Выразить 3tg  через tg  

8.  Выразить 3ctg  через ctg  

9.  Выразить 5tg  через tg  

10.  Выразить 4ctg  через ctg  

11.  Выразить 3cos  через косинусы кратных дуг 

12.  Выразить 3sin  через синусы кратных дуг 

13.  Выразить 4cos  через косинусы и синусы кратных дуг 

14.  Выразить 4sin  через косинусы и синусы кратных дуг 

15.  Вычислить сумму  ncos...3cos2coscos   

16.  Вычислить сумму  n2cos...4cos2cos   

17.  Вычислить сумму  )12cos(...5cos3coscos  n  

18.  Вычислить сумму  nsin...3sin2sinsin   

19.  Вычислить сумму  n2sin...4sin2sin   

20.  Вычислить сумму  )12sin(...5sin3sinsin  n  
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Задание 7 

Найти корни многочлена второй степени (с комплексными коэф-

фициентами) на множестве комплексных чисел и разложить его на 
множители. 

Таблица 7 

n Задание 

1.  iixxxxQ 4642)( 2   

2.  iixxxxQ 3116)( 2   

3.  5552)( 2  iixxixxQ  

4.  iixxxxQ 4724)( 2   

5.  iixхxxQ 2922)( 2   

6.  iixхxxQ 3156)( 2   

7.  844)( 2  ixixixxQ  

8.  iixxxxQ 3116)( 2   

9.  iixxxxQ 7927)( 2   

10.  iixxxxQ 8944)( 2   

11.  iixxxxQ 2422)( 2   

12.  iixxxxQ 2104)( 2   

13.  iixxixxQ 4222)( 2    

14.  iixxxxQ 8144)( 2   

15.  iixxixxQ 7424)( 2   

16.  iixxxxQ 2422)( 2   

17.  iixxxxQ 4724)( 2   

18.  iixxxxQ 2104)( 2    

19.  iixxxxQ 10245)( 2   

20.  iixxxxQ 3116)( 2   
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Задание 8 

Найти корни многочлена четвертой степени (с действительными 

коэффициентами) на множестве комплексных чисел и разложить 
его на множители. 

Таблица 8 

n Задание 

1.  51392)( 234  ххххxP    

2.  2643)( 234  ххххxP  

3.  13351552)( 234  ххххxP  

4.  2623)( 234  ххххxP  

5.  16665)( 234  ххххxP  

6.  242)( 234  ххххxP  

7.  51352)( 234  ххххxP  

8.  41463)( 234  ххххxP  

9.  1333992)( 234  ххххxP  

10.  21045)( 234  ххххxP  

11.  51152)( 234  ххххxP  

12.  518823)( 234  ххххxP  

13.  131919112)( 234  ххххxP  

14.  21015103)( 234  ххххxP  

15.  51923112)( 234  ххххxP  

16.  14443)( 234  ххххxP  

17.  14445)( 234  ххххxP  

18.  581883)( 234  ххххxP   

19.  263641192)( 234  ххххxP   

20.  10222543)( 234  ххххxP   
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Задание 9 

Составить многочлен по заданным условиям 

Таблица 9 

n Задание 

1.  Многочлен с действительными коэффициентами третьей 

степени, если 5,21 х  и iх  32  – два из его  корней 

2.  Многочлен с действительными коэффициентами четвертой 

степени, если 31 х  – корень многочлена кратности 2 и 

iх  22  – один из других корней многочлена 

3.  Многочлен, если все его корни и соответствующие их крат-

ности приведены в таблице: 

корень 1 -2 i1  

кратность 2 1 1 
 

4.  Многочлен с действительными коэффициентами четвертой 

степени, если iх 1  – корень многочлена кратности 2 

5.  Многочлен с действительными коэффициентами третьей 

степени, если 41 х  и iх 212   – два из его корней 

6.  Многочлен, если все его корни и соответствующие их крат-

ности приведены в таблице: 

корень 3 -1 i 

кратность 2 2 1 
 

7.  Многочлен с действительными коэффициентами четвертой 

степени, если iх 211   и iх  22  – два из его  корней 

8.  Многочлен с действительными коэффициентами четвертой 

степени, если iх 211   – корень многочлена кратности 2 

9.  Многочлен с действительными коэффициентами третьей 

степени, если 5,01 х  и iх  62  – два из его  корней 

10.  Многочлен, если все его корни и соответствующие их крат-

ности приведены в таблице: 

корень 1 1+i 1-i 

кратность 3 1 1 
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Продолжение таблицы 9 

n Задание 

11.  Многочлен с действительными коэффициентами четвертой 

степени, если 21 х  – корень многочлена кратности 2 и 

iх 42   – один из других корней многочлена 

12.  Многочлен, если все его корни и соответствующие их крат-

ности приведены в таблице: 

корень -1 i3  i3  

кратность 2 1 1 
 

13.  Многочлен с действительными коэффициентами четвертой 

степени, если 11 х  – корень многочлена кратности 2 и 

iх 212   – один из других корней многочлена 

14.  Многочлен с действительными коэффициентами четвертой 

степени, если iх  21  – корень многочлена кратности 2 

15.  Многочлен, если все его корни и соответствующие их крат-

ности приведены в таблице: 

корень 5 -1 2i 

кратность 1 2 1 
 

16.  Многочлен с действительными коэффициентами четвертой 

степени, если iх 1  и iх  22  – два из его корней  

17.  Многочлен с действительными коэффициентами четвертой 

степени, если iх  21  – корень многочлена кратности 2 

18.  Многочлен с действительными коэффициентами третьей 

степени, если 5,01 х  и iх 232   – два из его корней 

19.  Многочлен с действительными коэффициентами третьей 

степени, если 5,11 х  и iх  42  – два из его  корней 

20.  Многочлен, если все его корни и соответствующие их крат-

ности приведены в таблице: 

корень -4 i 

кратность 1 3 
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Задание 10 

Решить уравнение третьей степени на множестве комплексных чи-

сел, используя формулы Кардано. 
Таблица 10 

n Задание n Задание 

1. 02063 23  xxx  2. 0263  xx  

3. 0233  ixx  4. 015183  xx  

5. 0263  xx  6. 0)1(463  iixx  

7. 059153 23  xxx  8. 0463 23  xхx  

9. 0463 23  xхx  10. 05219 23  xхx  

11. 01133 23  xхx  12. 0233  ixx  

13. 04463  iixx  14. 059153 23  xxx  

15. 05219 23  xхx  16. 01133 23  xхx  

17. 0263  xx  18. 02063 23  xxx  

19. 0463 23  xхx  20. 01133 23  xхx  
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Примеры выполнения заданий  

 

Пример 1 

Найти ,21 zz   ,21 zz   2
1z , ,

2

1

z

z
если iz 541  , iz 322  . 

Решение: 
Сложение и умножение комплексных чисел, записанных в ал-

гебраической форме, производят подобно сложению и умножению 

многочленов. 

iiiizz 26)35()24(325421   

iiiiiiizz 223)1(15281510128)32()54( 2
21 

iiiiiz 409254016254016)54( 222
1   

При делении одного комплексного числа на другое, делимое и 
делитель умножают на комплексное число, сопряженное делителю. 






















94

15228

)3(2

1512108

)32()32(

)32()54(

32

54
22

2

2

1 i

i

iii

ii

ii

i

i

z

z

i
i

13

22

13

7

13

227



 . 

 

Пример 2 

Найти 9i , 27i . 

Решение: 

Для любых Nrq ,  имеет место равенство  

 

 

Следовательно,  

iiii   11249 , 

iiiiiii   12334627
. 

 

 

rrq ii 4
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Пример 3 

Найти действительные решения уравнения 

33)21(2)52(  ixyiixi . 

Решение: 

Представим выражения в левой и правой части уравнения в  
виде bia  . 

33)21(2)52(  ixyiixi  

332252  ixyiyiixx  

ixyyixx )32(3)25(2   

Комплексные числа biaz 1  и dicz 2  равны, если равны 

их действительные части и мнимые части, то есть 

dbcazz  ,21 . 

Следовательно, имеем систему 










;3225

,32

хух

ух
 








;3)32(225

,32

ххх

хy
 











;36425

,32

ххх

хy
 








;82

,32

х

хy
 










;82

,32

х

хy










.4

,5

х

y
 

Итак, 4х , 5у . 

 

Пример 4 

Дать геометрическое описание множества точек комплексной 

плоскости, удовлетворяющих условию 1)3(Re  iz . 

Решение: 

)3(Re iz   – действительная часть числа iz 3 . 

ibaibiaiz )1()3(33   

3)3(Re  aiz  



 22 

 

Итак, 13 а  

2413113  аaа  

Изображением множества точек ),( bаМ  на комплексной 

плоскости, удовлетворяющих условию 24  а , служит беско-
нечная полоса, заключенная между прямыми 4a  и 2a , не 

включая точки этих прямых. (Рис. 1) 

 
 

Пример 5 

Представить комплексные числа iz 11  и iz 312   в три-

гонометрической и экспоненциальной формах. 

Решение: 

Любое комплексное число можно представить в виде: 

)sin(cos
2222

22  ir
ba

bi

ba

a
babiaz 


















 ,  

где 22 bar  – модуль комплексного числа z (обозначают z ), 

  – аргумент комплексного числа z (обозначают zarg ), обычно 

выбирают )2,0[  , реже берут ],(   .   находят из условий: 

.sin,cos
r

b

r

a
   

Символом ie  обозначают комплексное число  sincos i . 

Поэтому любое комплексное число можно представить в виде: 
ierbiaz   

0 х 

у 

-2 -4 

Рис. 1 
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Для представления комплексного числа iz 11  в тригоно-

метрической и экспоненциальной формах, найдем модуль и аргу-
мент этого числа. 

11 a , 11 b , 

2112
1

2
11  bar ,  

4

2

2

2

1
sin

,
2

2

2

1
cos

: 1

1

1
1

1

1
1

1








 

















r

b

r

a

. (Рис. 2) 

Следовательно,  











4
sin

4
cos21


iz  – тригонометрическая форма записи 1z . 

4
1 2


i

ez   –экспоненциальная форма записи 1z . 

 
Представим iz 312   в тригонометрической и экспоненци-

альной формах.  

12 a , 32 b , 

24)3(1 22
2

2
22  bar ,  

4


 

0 

Рис. 2 

3

5
 

2/1  

2/3  

2/2  

2/2 x 

 
y 
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3

5

2

3
sin

,
2

1
cos

: 2

2

2
2

2

2
2

2








 


















r

b

r

a

. (Рис. 2) 

Следовательно,  











3

5
sin

3

5
cos22


iz  – тригонометрическая форма записи 2z . 

3

5

2 2


i

ez   –экспоненциальная форма записи 2z . 

 

Пример 6 

Для комплексных чисел iz 11  и iz 312  , записанных в 

тригонометрической форме, выполнить действия:  

1) 21 zz  ,   2) 
2

1

z

z
,   3) 5

2z ,   4) 3
2z . 

Решение: 

В примере 4 была получена тригонометрическая форма каж-

дого из данных комплексных чисел: 











4
sin

4
cos21


iz , 










3

5
sin

3

5
cos22


iz  

1) Чтобы перемножить два комплексных числа, записанных в 

тригонометрической форме, нужно перемножить их модули, а ар-

гументы сложить: 

 )sin(cos)sin(cos 22211121  irirzz  

))sin()(cos( 212121   irr  

 





































12

23
sin

12

23
cos22

3

5

4
sin

3

5

4
cos2221


iizz
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2) Чтобы найти частное от деления двух комплексных чисел, 

нужно найти частное от деления их модулей и разность их аргу-

ментов: 

))sin()(cos(
)sin(cos

)sin(cos
2121

2

1

222

111

2

1 








 i

r

r

ir

ir

z

z
 

 






















































12

17
sin

12

17
cos

2

2

3

5

4
sin

3

5

4
cos

2

2

2

1 
ii

z

z






















































12

7
sin

12

7
cos

2

2
2

12

17
sin2

12

17
cos

2

2 






ii . 

В рассмотренном примере к полученному аргументу добавле-

но выражение 2  (период тригонометрических функций  cos  

и  sin ) для того, чтобы получить значение аргумента из про-

межутка )2,0[  . 

 

3) Возведение комплексного числа в натуральную степень 

производится по формуле Муавра: 

)sin(cos  ninrz nn   

. 





































3

25
sin

3

25
cos32

3

5
5sin

3

5
5cos255

2


iiz  





































3
sin

3
cos32

3
8sin

3
8cos32





 ii . 

 

4) Существует ровно n корней n-ой степени из комплексного 
числа: 








 





n

k
i

n

k
rirz nnn 


2

sin
2

cos)sin(cos , 

где 1...,,1,0  nk . 
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В рассматриваемом примере 

























3

2
3

5

sin
3

2
3

5

cos233
k

i

k

z







, где 2,1,0k  

при k=0   


















9

5
sin

9

5
cos2

3

3/5
sin

3

3/5
cos2 33 

ii , 

при k=1   
































9

11
sin

9

11
cos2

3

2
3

5

sin
3

2
3

5

cos2 33 







ii , 

при k=2   
































9

17
sin

9

17
cos2

3

4
3

5

sin
3

4
3

5

cos2 33 







ii . 

Заметим, что аргументы получившихся комплексных чисел 

разбивают единичную окружность на три равные дуги. (Рис. 3). 

 

 
 

Пример 7 

Найти корни многочлена второй степени (с комплексными ко-

эффициентами) на множестве комплексных чисел и разложить его 
на множители. 

1132)( 2  ixixixxQ  

 
 

9

17
 

9

11
 

0 

Рис. 3 

9

5
 y 

x 
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Решение: 

Так как многочлен второй степени имеет в множестве ком-

плексных чисел ровно 2 корня, то его разложение 

01
2

2)( axaxaxQ   на множители имеет вид: 

))(()( 212 xxxxaxQ  . 

Найдем корни многочлена, решив соответствующее квадрат-
ное уравнение. 

011322  ixixix  

0)113()12(2  ixiix  

495214452144)113(4)12( 222  iiiiiiiD

i
i

i

i

i
x 31

2

62

2

7)12(
1 





 , 

i
i

i

i

i
x 41

2

82

2

7)12(
2 





  

)41()31()41())(31(()( ixixiixixixQ   

 

Пример 8 

Найти корни многочлена 2643)( 234  ххххxP  на 

множестве комплексных чисел, разложить )(xP  на множители. 

Решение: 

Если многочлен 0...)( 01
1

1  
 axaxaxaxP n

n
n

n  с це-

лыми коэффициентами имеет рациональный корень 
q

p
, то число p 

есть делитель свободного члена а0, а число q есть делитель старше-

го коэффициента аn. 

Найдем рациональные корни данного многочлена (если они 
существуют). Для этого выпишем все делители свободного члена и 

старшего коэффициента. 

Делители 2,1:20 а .    Делители 3,1:3 nа . 

Следовательно, возможные рациональные корни многочлена: 

3

2
,2,

3

1
,1  . 



 28 

 

Проверить, является ли число корнем многочлена, можно не-

посредственной подстановкой, но удобнее это сделать, воспользо-

вавшись схемой Горнера. 
Если требуется разделить многочлен степени n 

0...)( 01
1

1  
 axaxaxaxP n

n
n

n  на многочлен первой степе-

ни )( 0хх  , то получим многочлен степени n-1 

01
2

2
1

1 ...)( bxbxbxbxQ n
n

n
n  




  и остаток R. Тогда имеет ме-

сто равенство RxQxxxP  )()()( 0 .  

Схема Горнера позволяет найти коэффициенты многочлена 

)(xQ  и остаток R. В случае, если 0х  – корень многочлена )(xP , ос-

таток R=0. Она представлена в следующей таблице: 

na  1na  2na  … 0a  

0х  1nb  1012   nnn bxab  2023   nnn bxab  … R 

В первой строке таблицы записывают коэффициенты много-

члена )(xP . Во второй строке получают коэффициенты многочлена 

)(xQ  и остаток R.  

Старший коэффициент частного ( 1nb ) равен старшему коэф-

фициенту делимого ( na ). Следующая пустая клетка заполняется 

так: берут стоящее над ней число первой строки и прибавляют к 

нему произведение числа 0х  на предыдущий элемент второй стро-

ки. Повторяют процедуру до тех пор, пока не дойдут до последнего 

элемента второй строки, он и равен R. 
Составим схему Горнера для рассматриваемого примера и 

проверим, какой из возможных рациональных корней действитель-

но является корнем многочлена 2643)( 234  ххххxP . 

3 -4 1 6 -2 

0х  3 
 314  

1  

 )1(11  

0  

 016  

6  

 612  

4  

10 х  3 
 )3(4  

7  

 71  

8  

 )8(6  

2  

 22  

0  
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Как видно из таблицы, число 10 х  не является корнем много-

члена, так как остаток 0R . (Кстати, он равен значению много-

члена в точке 10 х , то есть )1(PR  ).  

Число 10 х  является корнем многочлена, так как 0R . 

Следовательно, имеет место равенство 

)2873)(1(2643)( 23234  xxxxххххxP . 

Остальные рациональные корни можем искать, используя 

многочлен 2873)( 23  xxxxQ . 

Так как число 10 х  не является корнем исходного многочле-

на, то оно не может быть и корнем многочлена )(xQ . 

Проверим остальные возможные корни. При этом число 10 х  

может еще раз оказаться корнем (тогда его кратность в исходном 

многочлене будет 1 ). 

3 -7 8 -2 

10 х  3 -10 18 -20 

3

1
0 х  3 -6 6 0 

Число 
3

1
0 х  является корнем, поэтому имеют место равенст-

ва: 

)663)(3/1(2873)( 223  хххxxxxQ ,

)663)(3/1)(1()( 2  хххxxP . 

Далее рассмотрим многочлен 663 2  хх . Можем и дальше, 
использовать схему Горнера, но так как заранее неизвестно, есть ли 

еще рациональные корни и так как полученный многочлен является 

многочленом второй степени, можем решить обычное квадратное 
уравнение. 

0663 2  хх  

0222  хх  

424)2( 2 D  

i
i

x 


 1
2

22
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Итак, исходный многочлен имеет 4 корня: ii  1,1,
3

1
,1 . 

Разложение многочлена на множители имеет вид: 

))1())(1()(1)(1(32643)( 234 ixixxxххххxP  . 

 

Пример 9 

Составить многочлен с действительными коэффициентами 

четвертой степени, если iх 21  – корень многочлена кратности 
2. 

Решение: 

Так как по условию многочлен имеет действительные коэф-
фициенты, то его комплексные корни являются сопряженными, 

причем одной и той же кратности.  

iх 21  – корень кратности 2   iх 21  также  корень  
кратности 2. 

Следовательно, искомый многочлен может быть представлен 
в виде 

  
222 ))21())(21(())21(())21(()( ixixixixxM  

    
22

)21)(21())21())(21(( ixixixix  

        
2222222222 524124124)1( xxxxixxix

252014425201044 2342234  ххххххххх . 
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