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ВВЕДЕНИЕ 

 

При изучении дисциплин "Теоретическая механика", 

«Механика", "Прикладная механика" наибольшие трудности у 

студентов возникают при решении практических задач. 

Вместе с тем именно решение задач в значительной степени 

способствует развитию инженерного мышления у студентов, 

приобретение ими необходимых навыков расчётов механизмов и 

элементов инженерных конструкций. 

В настоящей методических указаниях подробно рассмотрены 

решения типовых задач из раздела теоретической механики, а также 

приведены краткие сведения из теории рекомендуемой литературы. 

Ответы на вопросы помогут студентам закрепить теоретическую 

часть раздела. 

 

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 

1. РАБОТА СИЛЫ. НЕКОТОРЫЕ СЛУЧАИ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

РАБОТЫ 
 

Работа силы на элементарном перемещении определяется 

следующим образом (рис. 1): 

dA=F dS = F  dS cos.                        (1) 

 

Рис. 1. Схема движения точки под действием силы F по траектории М0М1 

Элементарная работа силы равна произведению элементарного 

перемещения на проекцию силы этого перемещения. 
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Единицей измерения работы в системе СИ является джоуль 

(1Дж = 1 Н м). 

Рассмотрим некоторые случаи вычисления работы. 

Работа силы тяжести равна весу тела Р, умноженному на 

модуль перемещения центра тяжести тела по вертикали (рис. 2). 
 

 

Рис. 2. Работа силы тяжести 

Проекции силы тяжести: 

Рx=Py=0,   Рz=–mg;                          (2) 

  dzPdyPdxPA zyxMM 21
;                    (3) 

  
2

1

21 21

z

z
MM zzmgmgdzA ,                  (4)  

где z1, z2 – координаты,   определяющие начальное и     конечное 

положение тела. 

mghA MM 
21

,     (5) 

где h – вертикальное перемещение центра масс (или центра тяжести). 

Знак «+», если точка приложения силы тяжести опускается. 

Работа силы тяжести не зависит от формы траектории. 

Элементарная работа сил, приложенных к вращающемуся 

телу, равна произведению момента на угол поворота, взятому с 

М1 

М2 

Р 

x 

y 

z 

z2 

z1 

h 
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соответствующим знаком (разгоняющийся момент или тормозящий) 

(рис. 3). 
 

 

Рис. 3. Работа сил, приложенных к вращающемуся телу 

  dhFdSFdA ,                      (6) 

так как                                   dhdS ,  

где d  – элементарный угол поворота тела.  

Но zz MFmhF  )(  – вращающий момент, тогда получим: 

 dMdA z .                                         (7) 

В частном случае постоянного момента (М=const) имеем: 

 MA .                                           (8) 

Работа сил трения, действующих на катящееся тело.  

На колесо радиусом  R (рис. 4), катящееся по некоторой 

плоскости (поверхности) без скольжения, действует приложенная в 

точке В сила трения трF , препятствующая скольжению точки вдоль 

плоскости.  

z 


 

C 

O 

B 

d 

h 

F  

z
/ 

F  

dS  
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Рис.4. Работа сил трения, действующих на катящееся тело 

Элементарная работа этой силы 

ВdSFdA тр
τ .                               (9) 

Точка В совпадает с мгновенным центром скоростей, т.е. 0B . 

Так как dtdS BВ  , то 0ВdS , и для каждого элементарного 

перемещения 0dA . 

Следовательно, при качении без скольжения работа сил трения, 

препятствующих скольжению, на любом перемещении равна нулю. 

По той же причине в этом случае равна нулю работа 

нормальной реакции N, если считать тела недеформируемыми, а 

силу N приложенной в точке В (как на рис. 4). 

Работа момента сопротивления качению.  

Сопротивление качению создаёт возникающая вследствие 

деформации поверхности (рис. 5) пара сил N, Р, момент которой 

Мтр.к = N, где   коэффициент трения качения.  

 

Рис. 5. Работа момента сопротивления качению 
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Учитывая, что при качении угол поворота колеса 
R

dS
d C , 

получим 

CdSN
R

NdA


  dтр.к ,                   (10) 

где dSC  элементарное перемещение центра С колеса. 

 

Если N=const, то полная работа сил сопротивления качению 

CSN
R

NA


тр.к
.                  (11) 

Работа силы упругости 

Упругими свойствами, как известно, обладают не только 

специально предназначенные для этого элементы, например 

пружины или рессоры, но и вообще все тела (стержни, тросы и т.п.). 

При этом в определённом диапазоне деформаций сила 

упругости пропорциональна величине деформации (закон Гука). 

Для линейного упругого элемента закон Гука записывается (рис. 6) в 

виде  

F=cxили Fx= cx,  

где x – координата, отсчитываемая от нейтрального 

(недеформируемого) состояния упругого элемента; с – коэффициент 

жесткости элемента с размерностью [c]=Н/м.  

 

 

Рис. 14.6. Работа силы упругости 

В данном случае удлинение пружины =х, Fy= Fz=0.  



 8 

Работу силы упругости при перемещении конца упругого 

элемента из положения М0(х0) в положение М1(х1) находим по 

следующей формуле: 

  
1

0

10

2

1

2

0
2

)d(
x

x
MM xx

c
xcxA ,               (12) 

где х0, х1 – начальное 0 и конечное 1 удлинение пружины.  

 

Следовательно, 

 2
1

2
0

210


с
A MM ,                         (13) 

т.е. работа силы упругости равна половине произведения 

коэффициента жесткости на разность квадратов начального и 

конечного удлинений (или сжатий) пружины. 

Таким образом, если в результате перемещений конец элемента 

приближается к нейтральному положению, то работа силы упругости 

положительна, если удаляется – отрицательна. Заметим, что работа 

не зависит от того, каков был характер этого перемещения. 

 

2. КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ 

 

Кинетической энергией материальной точки называется 

величина, равная половине произведения массы точки на квадрат её 

скорости: 

2

2

1
 mT .                                 (14) 

Размерность кинетической энергии  джоуль: 

 T кгм
2
/с

2
=Нм=Дж. 

Кинетическая энергия никогда не может быть отрицательной. 

Кинетической энергией механической системы является 

арифметическая сумма кинетических энергий всех её точек: 

 iTT .                                  (15) 

Для механической системы кинетическая энергия для 

различных видов движения определяется следующим образом: 

а) при поступательном движении (рис. 7) 
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,
2

1 2 mT                                (16) 

где  – скорость тела; 

 

Рис.70. Поступательное движение твердого тела 

 

  m 

 

Рис. 7. Поступательное движение твердого тела 

Таким образом, кинетическая энергия поступательно 

движущегося тела записывается так же, как и для материальной 

точки. 

б) при вращательном движении (рис.8) 

2

2

1
 zJT ,                                  (17) 

где Jz – момент инерции тела относительно оси вращения;  – 

угловая скорость тела. 
 

 y 
x 

z 

 

Рис. 8. Вращательное движение твердого тела 

По системе механических аналогий при переходе к описанию 

вращательного движения скорость заменяется на угловую скорость, а 

масса – на осевой момент инерции. 

в) при плоско-параллельном (плоском) движении (рис. 9) 

22

2

1

2

1


zСС JmT ,                           (18) 

где C – скорость центра масс;  – угловая скорость тела. 
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Рис.72. Плоское движение твердого тела 
 

 

С  C 

 

Рис.9. Плоско-параллельное (плоское) движение твердого тела 

Последнее соотношение вполне соответствует известному 

факту  плоское движение представляет собой совокупность 

поступательного и вращательного движений. 

 

3. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 

 

Применим к материальной точке m, перемещающейся из одного 

положения в другое, основной закон динамики в проекции на 

касательную к траектории точки: 

ma= iF .                                (19) 

Представим  











st

s

st
a

d

d

d

d

d

d

d

d
.  

В результате получим 

 


 iF
s

m
d

d
.                             (20) 

Умножив обе части на dS, получим  

sF
s

s
m id

d

dυd
  .                         (21) 

Учтем, что AsF dd   и получим 








 
iAd

m

2
d

2

.                       (22) 

Полученное выражение определяет теорему об изменении 

кинетической энергии материальной точки в дифференциальной 
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форме: дифференциал кинетической энергии точки равен 

элементарной работе силы, действующей на точку. 

Проинтегрируем обе части, получим теорему об изменении 

кинетической энергии материальной точки в интегральной форме: 

изменение кинетической энергии точки на любом перемещении равно 

работе силы, действующей на точку, на том же перемещении. 




2

2

1m



iA

m

2

2

0
.                         (23) 

Для механической системы теорема об изменении кинетической 

энергии имеет следующий вид: 

i
i

e
i AAТ ddd   ,                             (24) 

где i
i

e
i AA d,d  – элементарные работы действия на точку внешних и 

внутренних сил. 

Проинтегрировав обе части, получим теорему об изменении 

кинетической энергии системы, которая формулируется 

следующим образом: изменение кинетической энергии системы при 

некотором ее перемещении равно сумме работ всех внешних и 

внутренних сил на соответствующих перемещениях точек 

приложения этих сил: 

  i

i

e

i AАTT 01 .                          (25) 

Теорема об изменении кинетической энергии используется для 

решения задач, в которых необходимо определять скорости и 

ускорения движущихся тел. 

 

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
 

1. Как определяется элементарная работа силы? Некоторые случаи 

вычисления работы. 

2. В каких случаях работа сил тяжести положительна, 

отрицательна и равна нулю? 

3. Как определить кинетическую энергию материальной точки и 

механической системы? 

4. Как определить кинетическую энергию твердого тела для 

различных случаев движения? 
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5. Сформулируйте теорему об изменении кинетической энергии 

материальной точки и механической системы? 

 

 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

 

Проиллюстрируем методику решения задач  

на следующих примерах. 

Пример 1. 

 
Груз 1 массой m1 соединен нитью, переброшенной через 

невесомый блок с катком 2 массой m2. Ось катка 2C  связана нитями 

с пружиной жесткостью c .  
Определить скорость груза 1 в момент, когда он пройдет путь S 

(рис. 10).  
Каток считать однородным цилиндром радиусом R. Трением 

пренебречь. В начальный момент система находилась в покое. 

 
Рис. 10. Расчетная схема 

Решение 
Применим теорему об изменении кинетической энергии 

системы: 

 iATT 0 . 

To = 0, т.к. в начальный момент система находилась в покое. 
Кинетическая энергия системы 

Т = Т1 + Т2. 
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Так как груз 1 движется поступательно, а каток 2 совершает 
плоское движение, то 

2

ω

2
  ;

2

2

2

2

С2

2

2

11
1

22
СJm

T
m

T 





 . 

Выразим все скорости через искомую 1: 

22
ω;

2
ω 11

2
1

2 2








 RR

R
С

, 

и учитывая, что    
2

2

22

R
mJC  , получим 

  2

121

2

12

2

11 34
8

1

8

3

2



 mmm

m
T . 

Найдем работу всех внешних сил: 

gSmAG 11

 ;    0
2

GA , 

т.к. сила 2G   перпендикулярна перемещению S; 

82

22
3 cSSс

А
упрF 


 , 

где 3cSFynр  , здесь 
2

3
S

S    перемещение оси катка 3. 

Тогда 

  2

1 

2

121
8

1
34

8

1
cSSgmmm  . 

Отсюда находим скорость груза 1: 

21

2

1
1

34

)8(8

mm

cSgSm




  

 

Пример 2. 

 

Механическая система состоит из грузов 1 и 2 (коэффициент 

трения грузов о плоскость f = 0,1), цилиндрического сплошного 

однородного катка 3 и ступенчатых шкивов 4 и 5 с радиусами 
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ступеней R4 = 0,3 м, r4 = 0,1 м, R5 = 0,2 м, r5 = 0,1 м (массу каждого 

шкива считать равномерно распределенной по его внешнему ободу) 

Тела системы соединены друг с другом нитями, намотанными на 

шкивы; участки нитей параллельны соответствующим плоскостям 

(рис. 11 и табл. 1). 

Под действием силы F и сил тяжести система приходит в 

движение из состояния покоя. При движении системы на шкивы 4 и 

5 действуют постоянные моменты сил сопротивлений, равные 

соответственно M4 и M5. Определить скорости груза 1 в тот момент 

времени, когда перемещение точки приложения силы F равно s1. 

 

Таблица 1 – Данные для расчета 

m1 

кг 

m2 

кг 

m3 

кг 

m4 

кг 

m5 

кг 

M4 

Н∙м 

M5 

Н∙м 

F, 

Н 

S1 

м 

6 0 4 0 8 0,3 0 240 1,6 

 

Решение 

 

Для решения задачи воспользуемся теоремой об изменении 

кинетической энергии механической системы: 

 
Так как в начальный момент времени система покоится, то 

Т0=0.Тогда получим: 

 
 

Кинетическая энергия системы: 
 

Т = Т1 + Т3 + Т5 

 

Определим кинетическую энергию каждого из тел, входящих в 

данную систему,  когда пройденный телом 1 путь составит s1. 
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Рис. 11. Расчетная схема 

 

Найдем кинетические энергии тел, имеющих ненулевую массу. 

 - поступательное движение, 

 - вращательное движение, 

где J5 = m5R
2
5 – момент инерции колеса 5. 

 - плоское движение, 

где J3 = m3R
2
3/2 – момент инерции колеса 3. 

 

Выразим все скорости через скорость 1 тела v1. 
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Тогда получим выражение для кинетической энергии системы в 

конечный момент: 

 

 
Получим: 

 
Найдём сумму работ внешних сил за время движения системы. 

 

   работа силы F. 

 

  работа 

силы тяжести G1. 

 

 работа силы трения Fтр1,  

где  Fтр1 = fN = fG1sin 30°. 

 

Тогда: 

 

 
 

 -работа момента сопротивления М4. 

С учетом                     , 
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  работа силы тяжести G3. 

С учетом             sc3 =3∙ s1, 

 

 

 

Работа остальных сил и моментов равна нулю. 

 

Тогда сумма работ всех внешних сил равна: 

 

 
 

Подставляя все найденные значения в уравнение, описывающее 

теорему об изменении кинетической энергии, получим: 

 

. 

 

Отсюда находим скорость груза 1: 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 

Механическая система состоит из груза 1  (коэффициент трения 

груза о плоскость f = 0,1), цилиндрического сплошного однородного 

катка 2, радиусом R2=0,4 м, ступенчатых шкивов 3 и 4 с радиусами 

ступеней R3 = 0,5 м, r3 = 0,25 м, R4 = 0,3 м, r4 = 0,2 м (массу каждого 

шкива считать равномерно распределенной по его внешнему ободу) 

и однородного сплошного блока 5, массой m5= 3 кг и радиусом 

R5=0,6 м (рис. 2, табл. 1). Тела системы соединены друг с другом 

невесомыми нитями, намотанными на шкивы; участки нитей 

параллельны соответствующим плоскостям.  

Под действием силы F и сил тяжести система приходит в 

движение из состояния покоя. При движении системы на шкивы 3 и 

4 и сплошной блок 5 действуют постоянные моменты сил 

сопротивлений, равные соответственно M3, M4 или М5. 

Определить значение скорости груза 1 в тот момент времени, 

когда перемещение точки приложения силы F равно s1, а углы =30
0
, 

 = 60
0
. 

Таблица 2 

Исходные данные для расчёта 

 

Номер 

условия 

m1 

кг 

m2 

кг 

m3 

кг 

m4 

кг 

M3 

Н∙м 

M4(M5) 

Н∙м 

F 

Н 

S1 

м 

1 6 2 2 1 6 0 200 1,2 

2 3 4 6 8 0 4 220 0,8 

3 2 2 4 1 3 0 240 0,6 

4 8 1 2 6 0 6 260 1,4 

5 8 2 4 5 9 0 280 1,6 

6 3 6 2 8 0 8 300 1,0 

7 5 4 6 3 6 0 320 0,8 

8 6 2 4 1 3 0 340 1,6 

9 8 4 6 10 0 4 360 1,4 

10 2 1 4 6 0 8 380 1,0 

11 5 3 2 1 0 5 390 1,0 

12 6 5 4 7 5 0 400 0,9 

13 3 6 4 2 0 4 410 0,7 
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Продолжение таблицы 1 

Номер 

условия 

m1 

кг 

m2 

кг 

m3 

кг 

m4 

кг 

M3 

Н∙м 

M4(M5) 

Н∙м 

F 

Н 

S1 

м 

14 6 2 1 4 4 0 420 1,0 

15 6 2 3 4 0 8 430 0,6 

16 4 5 6 7 8 0 440 0,9 

17 7 3 6 4 0 7 450 0,7 

18 5 2 4 3 0 6 460 1,1 

19 8 5 6 7 6 0 470 1,1 

20 2 3 4 5 7 0 480 1,0 

21 2 1,5 1 - 5 - 440 1,8 

22 1 4 2 - 4 - 420 1,2 

23 1,5 3 2 - 3 - 410 1,0 

24 4 2 - - - 2 380 1,1 

25 3 3 - - - 4 400 0,9 

26 2 1 - - - 3 360 0,8 

27 1 4 1,5 - 6 - 340 1,0 

28 1,5 2 3 - 2 - 320 0,6 

29 4 3 2 - 3 - 415 1,4 

30 1 1,5 - - - 5 300 1,6 

31 2 4 3 - 3 - 345 1,0 

32 1 1,5 - - - 6 400 0,8 

33 1 2 - - - 3 315 1,0 

34 - 4 - - - 6 275 1,8 

35 4 3 - - - 4 300 0,9 

36 - 1 1 - - 3 255 1,2 
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Расчетные схемы 
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Рис. 12. Варианты расчётных схем механизмов 
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