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1. Öåëü ðàáîòû

Çàêðåïëåíèå çíàíèé ïî òåîðèè áèôóðêàöèé â îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ
ïóòåì ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷.

2. Óñòîé÷èâîñòü è ãèïåðáîëè÷íîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê è
öèêëîâ

• 1. Ìû ãîâîðèëè íà ïðåäûäóùèõ çàíÿòèÿõ î áèôóðêàöèÿõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê îòîáðàæåíèé

xk+1 = F (a, xk),

çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ïàðàìåòðà a.

• 2. Íåïîäâèæíóþ òî÷êó íàõîäèì èç óñëîâèÿ

x = F (a, x) èëè F (a, x)− x = 0.

Àíàëîãè÷íî, öèêë ñ ïåðèîäîì m óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

x = g(a, x), èëè g(a, x)− x = 0,

ãäå

g(a, x) = Fm(a, x) = F (· · ·F (a, x)) · · · )︸ ︷︷ ︸
m

.

Òîãäà ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå ñ ïåðèîäîì m (öèêëy ñ ïåðèîäîì m), ñoñòî-
ÿùåé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷íûõ òî÷åê x0, x1 = F (a, x0), x2 =
F 2(a, x0), ..., xm = x0 áóäåò ñîîòâåòñâîâàòü m íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîá-
ðàæåíèÿ:

xk+1 = g(a, xk), g(a, x) = F (F (· · ·F (a, x)...)) · · · )︸ ︷︷ ︸
m

.

• 3. Íåïîäâèæíûå òî÷êè/öèêëû äåëÿòñÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêèå è íåãèïåðáî-
ëè÷åñêèå.

• 4. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗ = F (a, x∗) óñòîé÷èâà ñîãëàñíî
òåîðåìå 1, êîãäà∣∣∣∣∂F (a, x∗)∂x

∣∣∣∣ < 1 ⇔ −1 < ∂F (a, x∗)

∂x
+ 1
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è íåóñòîé÷èâà, åñëè∣∣∣∣∂F (a, x∗)∂x

∣∣∣∣ > 1.

• 5. Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèêë ñ ïåðèîäîì m óñòîé÷èâ, êîãäà∣∣∣∣∂F (a, x1)∂x
· ∂F (a, x2)

∂x
· . . . · ∂F (a, xm)

∂x

∣∣∣∣ < 1

èëè∣∣∣∣∣
m∏
k=1

∂F (a, xk)

∂x

∣∣∣∣∣ < 1.

Íàïîìíèì, ÷òî öèêëó ñ ïåðèîäîì m îòâå÷àåò m íåïîäâèæíûõ òî÷åê
x1, x2, ..., xm îòîáðàæåíèÿ

xk+1 = g(a, xk), g(a, x) = F (F (· · ·F (a, x)) · · · )...)︸ ︷︷ ︸
m

.

• 6. Âåëè÷èíû ρ è ρm

ρ =
∂F (a, x∗)

∂x
è ρm =

m∏
k=1

∂F (a, xk)

∂x

íàçûâàþòñÿ ìóëüèïëèêàòîðàìè íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗ è öèêëà ñ ïåðèî-
äîì m, ñîîòâåòñòâåííî.

• 7. Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà x∗ îòîáðàæåíèÿ xk+1 = F (a, xk) åñòü öèêë ñ ïåðèîäîì m = 1.

• 8. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗ íàçûâàåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè∣∣∣∣∂F (a, x∗)∂x

∣∣∣∣ = 1⇔ ∂F (a, x∗)

∂x
= +1 èëè

∂F (a, x∗)

∂x
= −1,

èíà÷å x∗ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

• 9. Öèêë x1, x2, ..., xm ñ ïåðèîäîì m íàçûâàåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè∣∣∣∣∣
m∏
k=1

∂F (a, xk)

∂x

∣∣∣∣∣ = 1⇔
m∏
k=1

∂F (a, xk)

∂x
= +1 èëè

m∏
k=1

∂F (a, xk)

∂x
= −1

èíà÷å � ãèïåðáîëè÷åñêèì.
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(à) (á)

Ðèñ. 1. Ìóëüòèïëëèêàòîðû íåãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê/öèêëîâ

• 9. Óñòîé÷èâîñòü íåãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ
òåîðåìîé 2 è òåîðåìîé 3.

• 10. Äîêàçàíî, ÷òî êàíäèòàòàìè íà òî÷êè áèôóðêàöèè ÿâëÿþòñÿ òå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èëè öèêë îêàçûâà-
þòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèìè.

3. Îáçîð áèôóðêàöèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê/öèêëîâ

Ïåðåõîäèì ê êðàòêîìó îáçîðó áèôóðêàöèé, êîòîðûå ìû èçó÷èëè, îïóñ-
êàÿ ïðè ýòîì äåòàëè áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà.

3.1. ÊÀÑÀÒÅËÜÍÀß ÁÈÔÓÐÊÀÖÈß

• Êàñàòåëüíàÿ áèôóðêàöèÿ, êàê ìû óæå çíàåì, ñâÿçàíà ñ íàðóøåíèåì
óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè, êîãäà ìóëüòèïëèêàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè îá-
ðàùàåòñÿ â +1:

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå íàðóøåíèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè

x∗ = F (a, x∗),
∂F (a, x∗)

∂x
= +1
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî áèôóðêàöèîííîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a.

Ìîäåëüíîå îòîáðàæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè (íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà):

xk+1 = F (a, xk), F (a, x) = a+ x+ x2.

Îòîáðàæåíèå èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà a:

x∗1 = −
√
−a, x∗2 = +

√
−a, a < 0.

Ïðè÷åì x∗1 óñòîé÷èâà, êîãäà

−1 < a < 0.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 −
√
−a ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé ñ ìóëüòè-

ïëèêàòîðîì +1 ïðè a = 0.

Âòîðàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗2 = +
√
−a íåóñòîé÷èâà äëÿ âñåõ a < 0, íî

ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì +1 ïðè a = 0. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè áèôóðêàöèîííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà

a = 0.0

ñóùåñòâóåò íåãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ x∗ = x∗1,2 = 0 ñ

∂F (0, 0)

∂x
= +1,

∂F 2(0, 0)

∂x2
= 2 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ïîëóóñòîé÷èâà ñëåâà .

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû áèôóðêàöèîííàÿ è èòåðàöèîííûå äèàãðàììû èë-
ëþñòðèðóþùèå áèôóðêàöèîííéé ïåðåõîä.

Ïðè −1 < α < 0 ñóùåñòâóþò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ
óñòîé÷èâà (x∗1), à äðóãàÿ � íåóñòîé÷èâà (x

∗
2). Â òî÷êå áóôóðàêöèè α = 0.0,

êîãäà ìóëüòèïëèêàòîðû

∂F (a, x∗1)

∂x
=
∂F (a, x∗2)

∂x
= +1,

îáå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñëèâàþòñÿ ïðè a = 0, à çàòåì èñ÷åçàþò ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç áèôóðêàöèèîííîå çíà÷åíèå â îáëàñòü çíà÷åíèé a > 0.0.
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(à)

(á) (â) (ã)

Ðèñ. 2. Êàñàòåëüíàÿ áèôóðêàöèÿ. (à) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. (á) Äî áèôóðêàöèè
a < 0.0. (â) Â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0. (ã) Ïîñëå áèôóðêàöèè a > 0.0

3.2. Ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ âèëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèè

Ñóùåñòâóþò äâå ìîäèôèêàöèè: ñóáêðèòè÷åñêàÿ è ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ. Âè-
ëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ òàêæå ñâÿçàíà c îáðàùåíèåì ìóëüòèïëèêàòîðà â +1.

Íà÷íåì ñ ñóïåðêðèòè÷åñêîãî âàðèàíòà. Ìîäåëüíîå îòîáðàæåíèÿ äëÿ îïè-
ñàíèÿ áèôóðêàöèè (íîðìàëüíàÿ ôîðìà):

xk+1 = F (a, xk), F (a, x) = (1 + a)x− x3.

Ïðè a < 0 îòîáðàæåíèå èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗1 = 0, à
ïðè a > 0 ïîÿâëÿþòñÿ åùå äâå: x∗2,3 = ±

√
a, a > 0.
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Åñëè

−2 < a < 0,

òî x∗1 = 0 óñòîé÷èâà.
Ïðè a > 0 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, íî ïîÿâëÿþòñÿ

åùå äâå: x∗2,3 = ±
√
a, êîòîðûå óñòîé÷èâû, êîãäà 0 < a < 1.

(à)

(á) (â) (ã)

Ðèñ. 3. Ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ âèëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ. (à) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà.
(á) Äî áèôóðêàöèè a < 0.0. (â) Â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0. (ã) Ïîñëå áèôóðêàöèè

a > 0.0

Â òî÷êå a = 0 ñóøåñòâóþò óñòîé÷èâûå íåãèïåðáîëè÷åñêèå íåïîäâèæíûå
òî÷êè x∗1 = x∗2,3 = 0 ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè +1. Ïðè÷åì, êàê ìîæíî âèäåòü èç
ãðàôèêà ôóíêöèè F (a, x), ïðîèçâîäíûå â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0 ðàâíû
∂F (0, 0)

∂x
= +1,

∂F 2(0, 0

∂x2
= 0. Ïîñêîëüêó

∂F 2(0, 0)

∂x2
= 0 è

∂F 3(0, 0)

∂x3
= −6 <

0, òî íåãèïåðáîëè÷åñêèå íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1 = x∗2,3 = 0 àñèïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâû.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè −2 < a < 0, òî îòîáðàæåíèå èìååò åäèíñòâåííóþ
ãèïåðáîëè÷åñêóþ óñòîé÷èâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗1 = 0.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà a ìóëüòèïëèêàòîð
∂F (a, x∗1)

∂x
= 1 + a ñòðå-

8



ìèòñÿ ê +1. Ïðè a = 0.0, ãäå
∂F (a, x∗1)

∂x
= +1, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 ñòà-

íîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó áèôóðêàöèè a = 0.0

íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé ñ
∂F (a, x∗1)

∂x
> +1. Ïðè

ýòîì âîçíèêàþò äâå íîâûå íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗2,3 = ±
√
a, êîòîðûå óñòîé-

÷èâû â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà 0 < a < 1 (ñì. ðèñ. 3). Êàê ìîæíî
âèäåòü èç ðèñ. 3(à), áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà íàïîìèíàåò âèëû, îòêóäà è
ñëåäóåò íàçâàíèå áèôóðêàöèè.

3.3. Ñóáêðèòè÷åñêàÿ âèëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ

Êàê ìû ãîâîðèëè ðàíåå, ñóùåñòâóþò è äðóãîé âàðèàíò, êîòîðûé íàçûâà-
åòñÿ ñóáêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöèåé.

Ìîäåëüíîå îòîáðàæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ áèôóðêàöèè (íîðìàëüíàÿ ôîðìà):

xk+1 = F (a, xk), F (a, x) = (1 + a)x+ x3. (2)

Ïðè a < 0 îòîáðàæåíèå èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1 = 0, x∗2,3 =
±
√
−a, à ïðè a > 0 � îäíó: x∗1 = 0.
Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗1 = 0 îñòà-

åòñÿ áåç èçìåíåíèÿ:

−2 < a < 0.

Îäíàêî ñèììåòðè÷íûe íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗2,3 = ±
√
−a ïðè a < 0

íåóñòîé÷èâû.
Êîãäà a = 0 ñèììåòðè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñëèâàþòñÿ ñ x∗1 = 0:

x∗1 = x∗2,3 = 0

è ñòàíîâÿòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèìè ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì +1.
Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, êàê è ðàíåå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïðè a > 0.

Îäíàêî íåóñòîé÷èâûå x∗2,3 = ±
√
−a, a < 0 ïðè óâåëè÷åíèè a ¾âëèïàþò¿ â

x∗1 = 0 è èñ÷åçàþò ïðè ñìåíå çíàêà a c ¾ìèíóñà¿ íà ¾ïëþñ¿.
Êàê ìîæíî âèäåòü èç ãðàôèêà ôóíêöèè F (a, x) (ðèñ. 4), ïðîèçâîäíûå â

òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0 ðàâíû
∂F (0, 0)

∂x
= +1,

∂F 2(0, 0)

∂x2
= 0.

Ïîñêîëüêó
∂F 3(0, 0)

∂x3
= 6 > 0, òî ïðè a = 0.0 íåãèïåðáîëè÷åñêèå íåïî-

äâèæíûå òî÷êè x∗1 = x∗2,3 = 0 íåóñòîé÷èâû.

9



(à)

(á) (â) (ã)

Ðèñ. 4. Ñóáêðèòè÷åñêàÿ âèëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ. (à) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. (á)
Äî áèôóðêàöèè a < 0.0. (â) Â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0. (ã) Ïîñëå áèôóðêàöèè a > 0.0

3.4. Òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ

Òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ ñâÿçàíà ñ îáðàùåíèåì ìóëüòèïëèêàòîðà
â +1.

4. Ìîäåëüíîå îòîáðàæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ áèôóðêàöèè
(íîðìàëüíàÿ ôîðìà)

xk+1 = F (a, xk), F (a, x) = (1 + a)x− x2. (1)
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Îòîáðàæåíèå èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè:

x∗1 = 0, x∗2 = a.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 óñòîé÷èâà, êîãäà:

−2 < a < 0,

x∗2 óñòîé÷èâà, êîãäà

0 < a < 2.

Ïðè âàðèàöèè a íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 ñëèâàåòñÿ ñ x∗2 è îáå íåïîäâèæíûå
òî÷êè ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèìè x∗1 = x∗2 = 0 c ìóëüòèïëèêàòîðîì +1
â òî÷êå a = 0:

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû äèàãðàììû, èëëþñòðèðóþùèå áèôóðêàöèîííûé ïå-
ðåõîä.

Ïðè −2 < a < 0 îòîáðàæåíèå èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè, îäíà èç
êîòîðûõ óñòîé÷èâàÿ x∗1 = 0, a äðóãàÿ x∗2 = a � íåóñòîé÷èâàÿ.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà a îáå íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1,2 ñáëèæàþòñÿ.

Ïðè ýòîì îáà ìóëüòèïëèêàòîðû
∂F (a, x∗1,2)

∂x
= 1± a ñòðåìÿòñÿ ê +1. Â òî÷êå

a = 0.0, ãäå
∂F (a, x∗1,2)

∂x
= 1 ± a = +1 íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1,2 ñëèâàþòñÿ, à

ãðàôèê ôóíêöèè F (a, x) êàñàåòñÿ áèññåêòðèñû y = x.
Ïðè a = 0.0 íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1,2 = 0 ñòàíîâÿòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèìè

ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì +1, ïðè÷åì

∂F (0, 0)

∂x
= +1,

∂F 2(0, 0)

∂x2
= −2 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0 ñóùåñòâóåò ïîëóóñòîé÷èâàÿ
ñïðàâà íåãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = x∗2 = 0. Ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç òî÷êó áèôóðêàöèè a = 0.0, ò.å. ïðè ñìåíå çíàêà ïàðàìåòðà ñ
¾ìèíóñà¿ íà ¾ïëþñ¿, íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗1,2 ¾îáìåíèâàþòñÿ¿ (�exchange of
stability�) óñòîé÷èâîñòüþ: x∗1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé, a x∗2 = a � óñòîé-
÷èâîé (ðèñ. 5).

4.1. Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà

Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñâÿçàíà ñ îáðàùåíèåì ìóëüòèïëèêàòîðà
â −1. Ñóùåñòâóþò äâå ìîäèôèêàöèè: ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ è ñóáêðèòè÷åñêàÿ.
Èçó÷èì ñóïåðêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.
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(à)

(á) (â) (ã)

Ðèñ. 5. Òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ. (à) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. (á) Äî
áèôóðêàöèè a < 0.0. (â) Â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0. (ã) Ïîñëå áèôóðêàöèè a > 0.0

Ìîäåëüíîå îòîáðàæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ áèôóðêàöèè (íîðìàëüíàÿ ôîðìà)

xk+1 = F (a, xk), F (a, x) = a− x− x2. (1)

Îòîáðàæåíèå èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè:

x∗1 = −1 +
√
1 + a and x∗2 = −1−

√
1 + a, a > −1.0

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 óñòîé÷èâà, åñëè

−1 < a < 0.

12



Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé ñ ìóëüòèïëèêàòî-
ðîì −1 ïðè a = 0.0:

∂F (a, x∗1)

∂x
= −1⇔ a = 0.

Òàêèì îáðàçîì, a = 0 åñòü áèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Âòîðàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗2 = −1 −

√
1 + a íåóñòîé÷èâà äëÿ âñåõ a > −1. Çà-

ìåòèì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè x∗1 â òî÷êå a = −3/4 ðàâåí:

∂F (a, x∗1)

∂x
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç a = −3/4 õàðàêòåð ñõîäèìîñòè îðáèòû ê
x∗1 ìåíÿåòñÿ. Ïðè

−1 < a < −3/4

ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ìîíîòîííûé, à ïðè

−3/4 < a < 0

� êîëåáàòåëüíûé.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè −1 < a < 0 îòîáðàæåíèå èìååò óñòîé÷èâóþ ãèïåð-

áîëè÷åñêóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗1, ïðè÷åì, åñëè −3/4 < a < 0, òî çíàê
ìóëüòèïëèêàòîðà îòðèöàòåëüíûé.

Êîãäà ïàðàìåòð äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ a = −1 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 ñòà-

íîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì
∂F (a, x∗1)

∂x
= −1. Ïîñêîëüêó

ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà

SF (0, x∗1) = −
∂F 3(0, x∗1)

∂x3
− 3

2

[
∂F 2(0, x∗1)

∂x2

]2
= −6 < 0,

òî x∗1 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Ïðè a > 0.0 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 ñòàíî-
âÿòñÿ íåóñòîé÷èâîé.

Ïðè a > 0 òðàåêòîðèÿ íà÷èíàåò óäàëÿòüñÿ îò x∗1 êîëåáàòåëüíî. Êàê ìîæ-
íî âèäåòü èç ðèñ. 6(â), òðàåêòîðèÿ ñõîäèòñÿ ê óñòîé÷èâîìó öèêëó ñ ïåðèîäîì
2, ò.å. ïðîèñõîäèò óäâîåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé (íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � ýòî öèêë
ñ ïåðèîäîì 1) !!!

Îäíàêî, åñëè ìû áóäåì ñëåäèòü çà òðàåêòîðèåé ÷åðåç êàæäûå äâå èòå-
ðàöèè, òî îíà áóäåò ñõîäèòüñÿ ëèáî ê îäíîìó x1 = F (x2) èëè ê äðóãî-
ìó x2 = F (x1) ýëåìåíòàì öèêëà (ðèñ. 6 (â)). Â ýòîì ñëó÷àå x1 6= F (x1),
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(à) (á) (â)

Ðèñ. 6. Ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà. (à) Äî áèôóðêàöèè a < 0.0. (á)
Â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0. (â) Ïîñëå áèôóðêàöèè a > 0.0

x2 6= F (x2) è x1 = F 2(x1), x2 = F 2(x2). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî x1, x2 � åñòü
ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ñ ïåðèîäîì 2.

Ðàññìîòðèì âòîðóþ èòåðàöèþ ôóíêöèè F (a, x):

xk+1 = Q(a, x) = F 2(a, xk),

Q(a, x) = F 2(a, x) = F (F (a, x)) = a− (a− x− x2)− (a− x− x2)2.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòáðàæåíèÿ Q(a, x):

a− x− (a− x− x2)− (a− x− x2)2 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå êîðíÿ. Äâà êîðíÿ îòâå÷àþò íåïîäâèæíûì òî÷-
êàì èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ xk+1 = F (a, x), à äâå äîïîëíèòåëüíûå ïðè a > 0,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè xk+1 = F (a, x), îòâå÷àþò öèê-
ëó ïåðèîäà 2. Òîãäà íåãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗1 = 0 ïðè a = 0
ñ ìóëüòèëèêàòîðîì −1 äëÿ èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ F (a, x) åñòü íåãèïåðáîëè-
÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñ ìóëüòèëèêàòîðîì +1 äëÿ äâàæäû ïðîèòåðèðî-
âàííîãî îòîáðàæåíèÿ Q(a, x) = F (F (a, x)):

∂Q(0, x∗1)

∂x
= +1.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè â èñõîäíîì îòîáðàæåíèè xk+1 = F (a, xk) ïðîèñõî-
äèò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ñâÿçàííàÿ ñ îáðàùåíèåì ìóëüòèïëèêà-
òîðà â −1, òî â äâàæäû ïðîèòåðèðîâàííîì îòîáðàæåíèè xk+1 = Q(a, xk),
Q(a, x) = F 2(a, x) = F (F (a, x)) èìååò ìåñòî âèëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ
(pitchfork), ñâÿçàííàÿ ñ îáðàùåíèåì ìóëüòèïëèêàòîðà â +1.
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(à) (á) (â)

(ñ) (ä) (e)

(f)

Ðèñ. 7. Ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà. (à),(c) Äî áèôóðêàöèè a < 0.0.
(á),(d) Â òî÷êå áèôóðêàöèè a = 0.0. (â),(e) Ïîñëå áèôóðêàöèè a > 0.0. (f)

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ áåñêîíå÷íûé êàñêàä áèôóðêàöèé
óäâîåíèÿ ïåðèîäà

5. Çàäàíèå íà ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó

Çàäà÷à 1

Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè è îòâå÷àþùèå èì ìóëüòèïëèêàòîðû îòîáðàæå-
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íèÿ

xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = a− x2.

Çäåñü a � ïàðàìåòð. Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, âûïîëíèòå êà÷åñòâåííûé àíà-
ëèç êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè è áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Çàäà÷à 2

Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè

g(a, x) = F (F (a, x)), F (a, x) = a− x2

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a. Îïèøèòå òðàíñôîðìàöèþ ãðàôèêîâ
g(a, x) è F (a, x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà íåïî-
äâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ:

xk+1 = F (a, xk), F (a, x) = a− x2.

Óêàæèòå ýëåìåíòû öèêëà ñ ïåðèîäîì 2 ïîñëå áèôóðêàöèè íà ãðàôèêå äâàæäû
ïðîèòåðèðîâàííîé ôóíêöèè g(a, x) = F (F (a, x)).

Çàäà÷à 3

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå

xk+1 = F (xk)

èìååò íåãèïåðáîëè÷åñêóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗ ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì −1:

F ′(x∗) = −1,

òî âòîðàÿ èòåðàöèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

g(x∗) = F (F (x∗))

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• g′(x∗) = +1;

• g′′(x∗) = 0;

• g′′′(x∗) = 2SF (x∗), ãäå

SF (x) =
F ′′′(x)

F ′(x)
− 3

2

[
F ′′(x)

F ′(x)

]2
� ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà.
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Çàäà÷à 4

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è 3, ïîêàæèòå, ÷òî áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïå-
ðèîäà íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ

xk+1 = F (a, xk), F (a, x) = a(x− x2)

îòâå÷àåò âèëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè äâàæäû ïðîèòåðè-
ðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ

xk+1 = g(a, xk), g(a, x) = F (Fa, x), F (a, x) = a(x− x2).

Ïðîâåðüòå óñëîâèå âèëîîáðàçíîé áèôóðêàöèè. ×òî ìîæåòå ñêàçàòü î çíàêå
ïðîèçâîäíîé Øâàðöà?

Çàäà÷à 5

Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, îòâå÷àþùèå êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè è
áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ

xk+1 = a− x4k.

Çàäà÷à 6

Íàéäèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a äëÿ ñóïåðêðèòè÷åñêîé âèëîîáðàçíîé áè-
ôóðêàöèè íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ

xk+1 = axk − x3k.

Èçîáðàçèòå èòåðàöèîííûå äèàãðàììû äî, â òî÷êå è ïîñëå áèôóðêàöèè.
Ïðîäåëàéòå òîæå ñàìîå äëÿ ñóáêðèòè÷åñêîé âèëîîáðàçíîé áèôóðêàöèè,

ðàññìîòðåâ îòîáðàæåíèå

xk+1 = axk + x3k.

Çàäà÷à 7

Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè è îòâå÷àþùèå èì ìóëüòèïëèêàòîðû îòîáðàæå-
íèÿ

xk+1 = F (a, xk), k = 0, 1, 2, ....,

F (a, x) = ax(1− x).

Çäåñü a � ïàðàìåòð. Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, âûïîëíèòå êà÷åñòâåííûé àíà-
ëèç òðàíñêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöèè.

17



5.1. Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

• 1. Èçó÷èòå òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî áèôóðêàöèÿì îäíîìåðíûõ îòîá-
ðàæåíèé è ìåòîäèêó êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà (ñì. òàêæå ìåòîäè÷åñêèå
óêàçàíèÿ ê ïðåäûäóùèì ëàáîðàòîðíûì ðàáîòàì).

• 2. Ðåøèòå çàäà÷è 1-7, èñïîëüçóÿ èíñòðóêöèè, ïðèâåäåííûå â ìåòîäè÷å-
ñêèõ óêàçàíèÿõ ê ïðåäûäóùèì ëàáîðàòîðíûì ðàáîòàì.

• 3. Îôîðìèòå îò÷åò ïî ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå.
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