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1. Теоретические упражнения  1. Для функции двух и трёх переменных введите понятие графика функции, линии и поверхности уровня. Найдите поверхности уров-ня функций и изобразите их графически: а) zyxu 423 +−= ; б) 222 zyxu ++= ; в) 222 zyxu −+= . 2. Введите определение предела функции нескольких переменных. Вычислите: а) 2

22lim x
yx yx xy










+
−∞→
+∞→

; б) ( )xxy
ayx

sinlim0
→
→

. 3. Сформулируйте свойства непрерывных функций двух перемен-ных, заданных в замкнутой области. Одно из них докажите. 4. В чём заключается геометрический смысл частных производных функции двух переменных? Проиллюстрируйте. 5. Применение полного дифференциала к приближённым вычисле-ниям. Вычислите с использованием данной теории 23 97,002,1 ⋅ . 6. Дана функция yxu arcsin= . Исследуйте её на непрерывность в об-ласти определения D, является ли она равномерно непрерывной в области D? 7. Выведите необходимое условие дифференцируемости функции нескольких переменных. 8. Выведите формулу производной сложной функции: а) в случае одной независимой переменной; б) в случае нескольких независимых переменных. 9. Введите понятие дифференциала функции многих переменных. Для функции двух переменных выведите формулу для вычисления дифференциала n-го порядка. 10. Сформулируйте теорему об инвариантности формы полного дифференциала. 



 5
11. Выведите формулу для вычисления производной функции 

( )xyy = , заданной неявно соотношением ( )( ) 0, =xyxF , через частные производные xF∂∂ , yF∂∂ . 12. Выведите формулы для вычисления частных производных xz∂∂  и 
yz∂∂  от функции, заданной неявно ( )( ) 0,,, =yxzyxФ . 13. Выведите уравнения касательной плоскости и нормали к по-верхности. 14. Сформулируйте теорему о смешанных частных производных. Рассмотрите случай производных 2-го порядка от функций 2 пере-менных. 15. Выведите формулу для нахождения производной по направле-нию от функций 2-х переменных. 16. Запишите формулу Тейлора для функций 2-х переменных. 17. Докажите необходимые условия экстремума функции 2-х пере-менных. 18. Опишите достаточные условия экстремума функции 2-х пере-менных. 19. Какие задачи называются задачами отыскания условного экс-тремума функции ( )yxfz ,= . Экстремум функции Лагранжа. 20. Найдите условные экстремумы функций: а) 422 −++−+= yxxyyxz  при 03 =++ yx ; б) yxz +=  при 21111 222 =++ zyx ; в) yxz 34 +=  при 422 =+ yx . 21. Сформулируйте определение оператора Лапласа. Запишите уравнение теплопроводности в пространстве. 22. Рассмотрите частные случаи уравнения теплопроводности в пространстве: уравнение теплопроводности в стержне, уравнение теплопроводности на плоскости. 23.Сформулируйте определение гармонической функции ( )zyxu ,, . Приведите пример.   



 6
24. Докажите, что функция ( )yxfz ,= , удовлетворяет уравнению Ла-пласа 02222

=
∂

∂
+

∂

∂ yzxz : а) ( ) ( )22 32ln ++−= yxz ; б) 








++
= 2222 ; yx yyx xfz .  2. Практические задания  2.1 Задание 1   Найти область определения функции ( )yxfz ,= . Задания пред-ставлены в табл.2.1. Таблица 2.1 № пп Функция № пп Функция 1 2 3 4 1 122 −+= yxz  16 yxz arcsin=  2 ( )yxz += arcsin  17 22 22 22 yxx yxxz

+−

++
=  3 ( )yxz +−= ln  18 25arccos 22 yxz +
=  4 221 1 yxz

−−
=  19 ( )2222 25lg1 yxyxz −−−−+=  5 492525 22 −+= yxz  20 4922 −+= yxz  6 221 yxz −−=  21 

( )225 81log 1 yxz
−−

=  7 yxz +=  22 ( )( )2222 4925 yxyxz −−−+=  8 221arcsin yxz
+

=  23 22 1 11 xyxyz
−−

+−+=  9 ( )221ln 1 yxz
−−

=  24 ( ) 6411log 1 22224 −+
+

−−
= yxyxz  10 22 11 xyz −+−=  25 436 22 −−= yxz  11 xyz =  26 22 1arcsin yxz

+
=  
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Продолжение таблицы 2.1 1 2 3 4 12 ( )( )2222 94 yxyxz −−−+=  27 224 yxz −−=  13 ( ) 22223 161log yxyxz −−+−+=  28 ( )227 36log 1 yxz

−−
=  14 22arccos yx yxz

+

+
=  29 ( )xyz +−= ln  15 22 11 xyxyz −−−−+=  30 ( )( )2222 254 yxyxz −−−+=   2.2 Задание 2   Определить вид линии уровня функции. Задания представле-ны в табл. 2.2. Таблица 2.2 № пп Функция № пп Функция 1 2 3 4 1 xyez =  16 yxz =  2 xyz ln=  17 3++= yxz  3 yxz =  18 6422 ++= yxz  4 yxz += 2  19 22 yxz −=  5 2522 −−= yxz  20 xyz =  6 ( )21 yxz ++=  21 yxz 2=  7 xyarctgz =  22 yxz 3=  8 22 2 yxxez +−=  23 22 2 yxz

+
=  9 


















+⋅= 436cos 22 yxz π  24 227 yxz −=  10 25 yxz −=  25 8122 −−= yxz  11 xyz 6arccos=  26 xyz 2log=  12 225 yxz −=  27 14 ++= yxz  
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Продолжение таблицы 2.2 1 2 3 4 13 22 7 yxz

+
=  28 223 yxz −=  14 28 yxz −=  29 xyz 8arccos=  15 yxz 35 +=  30 


















+⋅= 499sin 22 yxz π   2.3 Задание 3           Данные (f(x,y), x0, y0)  к заданиям 2.3.1÷2.3.5 взять по своему номеру из табл. 2.3.  2.3.1 Для функции z = f(x,y) найти частные производные             yzиxz ∂

∂
∂
∂    и их значения в точке x = x0 , y = y0.   2.3.2 Найти полный дифференциал функции z = f(x,y).  2.3.3 Найти градиент функции z = f(x,y) в точке x = x0 , y = y0.  2.3.4 Найти производную функции z = f(x,y) в точке x = x0 , y = y0 по направлению вектора (1; 2).  2.3.5 Написать уравнения касательной плоскости и нормали к по-верхности z = f(x,y) в точке x = x0 , y = y0. Таблица 2.3 № пп Функция x0 y0 № пп Функция x0 y0 1 2 3 4 5 6 7 8 1 ( )xeyz 3ln 3 −=  0 3 16 ( )yxz 6sin 2 −=  22π  24π  2 ( )yxyz −= ln  4 2 17 ( )32cos yxz −=  0 33π  3 yxz ⋅= arcsin  1 0,5 18 223 yxez +=  5 4 4 26cosarcsin yxz ⋅=  23  62π  19 ( )25cos)3( yxtgz ⋅=  9π  1010π  
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Продолжение таблицы 2.3 1 2 3 4 5 6 7 8 5 yez x 7sin2 ⋅= −  3 14π  20 xytgz 2

=  6 π5  6 42 52 yxz +=  2 –3 21 ( )52 yxtgz =  2π  1 7 22 3yxez −=  –1 2 22 xyarctgz =  –1 –1 8 ( )3cos xyz =  32π  1 23 3sin63 ⋅⋅= yxz  3 2 9 ( )42 2ln yxz −=  7 2 24 ( )yxz 4ln 3 +=  е 0 10 ( )yxarctgz 3=  2 3  25 yxz 3ln=  1 2е  11 5sin xyz =  2 98 2π  26 yxz 4sinarcsin 3 ⋅=  1 8π  12 






 −= xyz 3cos π  3π  12π  27 635 2−+= yxez  7 0 13 yxz 435 +=  –3 5 28 xyz arccos=  3 0,5 14 yxz 6sin3cos ⋅=  9π  36π  29 5cos yxz =  162π  1 15 ( )33log xyyz +=  26 1 30 ( )33lg yxz +=  0 10  2.4 Задание 4  Для функции ( ) ( ) yxNyNxNz mmn ln328 1 ⋅⋅−+⋅++⋅= +  найти вторые частные  производные xy zyx zyzxz
∂∂

∂
∂∂

∂

∂

∂

∂

∂ 222222 ,,, . где   m – число гласных букв в фамилии,          n  – число согласных букв в фамилии,  N – номер варианта по списку.  2.5 Задание 5     Исследовать на локальный экстремум функцию                yPyxPxPz ⋅⋅+⋅++⋅+= 543 2)1(1)3( , где Р3, Р4, Р5 – остатки от деления Вашего номера на числа 3, 4, 5, соответственно.  
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90 x

y

2

3. Примеры решения задач  3.1 Решение задания 1   Найти область определения функции 
( )2222 81lg4 yxyxz −−−−+= . Решение: 







>−−

≥−+ ;081 ,04:)( 2222 yxyxzD   






<+

≥+
⇔ .81,422 22 yx yx  Первое неравенство системы представляет собой внешнюю область окружности с центром в точке (0;0) и радиусом 2, включая границу. Второе неравенство системы представляет собой круг без границы, с центром в точ-ке (0;0) и радиусом 9.                 3.2 Решение задания 2  Определить вид линии уровня функции xyz ln= . Решение: 















<

<




>

>

.0,0;0,0:)( yx
yxzD  

Линии уровня  Cz =    определяются   уравнением   Cxy =ln ⇔  
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 ⇔ Cexy =  ⇔ Cexy 2= ⇔ xey C2

= . Это гипербола, расположенная в пер-вой и третьей координатных четвертях.  3.3 Решение задания 3  3.3.1 Для функции yxz 5logcos ⋅=  найти частные производные             yzиxz ∂
∂

∂
∂    и их значения в точке x = 6π  , y = 25.   3.3.2 Найти полный дифференциал функции yxz 5logcos ⋅=  в точке x = 6π , y = 25.  3.3.3 Найти градиент функции yxz 5logcos ⋅=  в точке x = 6π , y = 25.  3.3.4 Найти производную функции yxz 5logcos ⋅=  в точке x = 6π , y =25 по направлению вектора (1; 2).  3.3.5 Написать уравнения касательной плоскости и нормали к по-верхности yxz 5logcos ⋅=  в точке x = 6π , y = 25. Решение: 3.3.1 ;12126sin25log)25;6(sinlog)sin(log 555 −=⋅−=⋅−=⋅−=−⋅=

∂
∂ π

πxyxyxz  
.5ln50 35ln25 16cos)25;6(5ln1cos

⋅
=

⋅
⋅=

⋅
⋅=

∂
∂ π

πyxyz  3.3.2 .5ln50 31);();( 0000 dydxdyyxyzdxyxxzdz ⋅
⋅

+⋅−=⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=   3.3.3 .5ln50 31);();( 0000 jijyxyziyxxzgradz rrrr
⋅

⋅
+⋅−=⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

=  3.3.4 ;cos);(cos);( 0000 βα ⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂ yxyzyxxzlz  
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;51411cos 22 =

+
=

+
= ll l yx x

α  
;52412cos 22 =

+
=

+
= ll l yx y

β  
.5ln250 15255525ln50 3511

⋅
+−=⋅

⋅
+⋅−=

∂
∂lz  3.3.5 Уравнение касательной плоскости к поверхности имеет вид:  
( ) ( ) .);();( 0000000 zzyxyzyyyxxzxx −=

∂
∂
⋅−+

∂
∂
⋅−  Вычислим предварительно 0z , подставив координаты ( )00 ; yx  в фор-мулу функции. 322325log6cos 50 =⋅=⋅=
πz . То есть, имеем ( ) ( ) ;35ln50 32516 −=

⋅
⋅−+−⋅







 − zyx π  .0635ln2 35ln50 3
=++

⋅
−−⋅

⋅
+−

πzyx  Уравнение нормали к поверхности имеет вид: 
( ) ( )

.1;; 0
00

0
00

0
−

−
=

∂
∂

−
=

∂
∂

− zzyxyz yyyxxz xx  
;1 35ln50 32516 −

−
=

⋅

−
=

−

− zyx π   
( ) .1 33 255ln5066

−
−

=
−⋅⋅

=
−
− zyx π   3.4 Решение задания 4  Для функции yxyxz ln815042 435 ⋅⋅+⋅+⋅=  найти вторые ча-стные  производные xy zyx zyzxz

∂∂
∂

∂∂
∂

∂

∂

∂

∂ 222222 ,,, .    
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Решение: yxxxz ln324210 34 ⋅⋅+⋅=

∂
∂ ; 

yxyyz 42 81150 ⋅
+⋅=

∂
∂ ; 

( ) yxxyxxxz x ln972840ln324210 233422
⋅⋅+⋅=

′
⋅⋅+⋅=

∂

∂ ; 
2 44222 8130081150 y xyyxyyz y ⋅

−⋅=
′








 ⋅
+⋅=

∂

∂ ; 
( ) y xyxxyx z y 3342 324ln324210 ⋅

=
′

⋅⋅+⋅=
∂∂

∂ ; 
y xyxyxy z x 3422 32481150 ⋅

=
′








 ⋅
+⋅=

∂∂
∂ .  3.5 Решение задания 5  Пусть 42=N , тогда 03 =P , 24 =P , 25 =P . Тогда заданная в усло-вии функция примет вид:  yyxxz 433

++= . Исследуем её на локальный экстремум. Решение: Найдём частные производные yxxz 332 +−=
∂
∂ , 43 2 +−=

∂
∂ yxyz , 322 6xxz

=
∂

∂ , 
322 6yxyz

=
∂

∂ , 22 3yyx z
−=

∂∂
∂ . Найдём критические точки, решая систему 










=−

=+− ;034 ,033
2

2
yx yx

⇔










=−

=− ;034 ,011
2
2

yxxy
⇔










=−

= ;034 ,11
3

2
xxy

⇔








=

= ;43
,

3
2x xy

⇔




=

= .909,0 ,825,0xy  Исследуем функцию ( )yxz ,  на экстремум в точке ( )825,0;909,0 , применяя достаточный признак. Найдём значения вторых произ-водных в этой точке. 
( )

988,7909,0 6825,0;909,0 322
==

∂

∂
= xzA ; 

( )
408,4825,0 3825,0;909,0 22

−=−=
∂∂

∂
= yx zB ; 

( )
713,9825,0 909,06825,0;909,0 322

=
⋅

=
∂

∂
= yzC . 
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Дискриминант 157,58)408,4(713,9988,7 22 =−−⋅=−⋅= BCAD . Так как 0>D , 0>A , то в точке ( )825,0;909,0  имеется локальный минимум 906,9825,04825,0 909,03909,0 3min =⋅+

⋅
+=z . 4. Контрольные вопросы  1. Что называется функцией нескольких переменных? 2. Что называется областью определения функции двух перемен-ных? 3. Что называется областью изменений или множеством значений функции двух переменных? 4. Что такое частная производная? 5. Что называется линией уровня функции ( )yxfz ,= ? 6. Что называется поверхностью уровня функции ( )zyxfu ,,= ? 7. Что понимается под d-окрестностью точки ( )000 ; yxМ ? 8. Что называется двойным пределом функции ( )yxfz ,=  в точке 

( )000 ; yxМ ? 9. Какая функция ( )yxfz ,=  называется непрерывной в точке 
( )000 ; yxМ ? 10. Какая функция ( )yxfz ,=  называется непрерывной на множест-ве точек Е? 11. Сформулируйте теорему Вейерштрасса. 12. Как формулируется теорема о смешанных производных? 13. Сколько различных частных производных 4-го порядка имеет функция от трёх переменных? 14. Что такое полный дифференциал? Его геометрический смысл. 15. Сформулируйте достаточный признак дифференцируемости функции ( )yxfz ,=  в точке. 16. Что называется линеаризацией функции ( )yxfz ,=  в окрестно-сти точки ( )000 ; yxМ ? 17. Напишите уравнение касательной плоскости и нормали к по-верхности. 18. В чём заключается геометрический и функциональный смысл градиента? 19. Что называется производной по направлению вектора для функции двух переменных? для функции трех переменных? 
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20. Запишите формулу Тейлора для функции двух переменных. 21. Сформулируйте необходимые и достаточные условия экстре-мума функции двух переменных. 22. Что называется условным экстремумом функции двух пере-менных  ( )yxfz ,= ?  Список рекомендуемой литературы  1. Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисле-ния.Т.1, М.: Интеграл-Пресс, 2007.416с. 2. Ильин В.А., Куркина А.В. Высшая математика. М.: Проспект, 2011.-608с. 3. Сборник задач по математике для втузов: В 4 частях: Ч.2 / Под общей ред. А.В. Ефимова и А.С. Поспелова. - М.: Изд-во физ.-мат. литературы, 2009.432с. 


