PAGE  
24

  МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

КУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра высшей математики

ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Методические указания и индивидуальные задания 

к лабораторной работе № 38

Курск 2003

Составитель    Е.В.ЖУРАВЛЕВА

УДК  519.24.001.5

ББК   22.1

Рецензент

Кандидат физ.-мат. наук, доцент кафедры высшей математики 

Дмитриев В.И.

 Линейное программирование. Методические указания к выполнению лабораторной работы №38 / Курск. гос. техн. ун-т; Сост. Е.В.Журавлева. Курск, 2003.  28 с.

В данной работе содержатся краткие теоретические положения, необходимые для выполнения работы. Приводится пример решения задачи с помощью программного продукта MATHCAD.

       Работа предназначена для студентов технических специальностей.

      Табл. 5.    Библиогр.: 3 назв.

Текст печатается в авторской редакции

ИД  №06430  от 10. 12. 2001. ПЛД № 50-25 от 01. 04.97.

Подписано в печать ________ . Формат 60х84  1/16. Печать офсетная.

Усл. печ. л. 0,56.    Уч.-изд. л.   0,52.   Тираж 100 экз. Заказ ………...

Курский государственный технический университет.

Издательско-полиграфический центр  Курского государственного технического университета. 305040 Курск, ул. 50 лет  Октября, 94.

Содержание

1. Задание……………………………………………………...………4

2. Краткие теоретические положения   ……………………………14

3. Примеры решения задач………………………………………….18

    3.1. Пример 1………………………………………………………18

3.2. Пример 2 ……………………………………………………...20

4. Использование ЭВМ……………………………………………...24

4.1. Использование Microsoft Excel…………………………….. 24
    4.2. Использование программного продукта MATHCAD…….. 26

5. Контрольные вопросы……………………………………………28
Библиографический список

1. Севостьянов А.Г., Севостьянов П.А. Оптимизация механико-технологических процессов текстильной промышленности.

2. Тихомиров В.Б. Планирование и анализ эксперимента. М.: «Легкая индустрия». 1974. 262с.

3. Адлер Ю.П. и др. Планирование эксперимента при поиске оптимальных условий. М.: Наука. 1976. 279с.

Цель работы: 
1. Изучить методы линейного программирования.

2.
Освоить методику применения ЭВМ при решении задач линейного программирования.

3. Решить конкретную задачу.

1. Задание

Решить задачу линейного программирования симплекс – методом и геометрически. Ниже приведены индивидуальные задания для каждого варианта вне зависимости от специальности.

Индивидуальные задания

1. Для выпуска изделий двух типов (А и В) на заводе используется сырье четырех видов (I, II, III, IV). Расход сырья каждого вида на изготовление продукции задан табл. 1.1.

                                                                       Таблица 1.1

	   Изделие
	                        Сырье

	
	      I
	      II
	      III
	      IV

	         А
	      2
	      1
	      2
	       1

	         В
	      3
	      1
	      1 
	       0


Запасы сырья составляют: I вида - 21 ед., II вида - 8 ед., III вида - 12 ед., IV вида - 5 ед. Выпуск одного изделия типа А приносит 3 ден. ед. прибыли, одного изделия типа В - 2 ден. ед. 

Записать в математической форме условия, которым должен удовлетворять план производства. Найти план производства, обеспечивающий наибольшую прибыль.

2. Совхоз закупает удобрения двух видов. В единице массы удобрения У1 содержится 3 ед. химического вещества А, 2 ед. вещества Б и 1 ед. вещества В, а в единице массы удобрения У2 содержится соответственно 1, 1 и 1 ед. химических веществ А, Б и В. При подкормке посева надо внести на 1 га почвы 9 ед. химического вещества А, 8 ед. вещества Б и 6 ед. вещества В. Цена удобрения У1 составляет 3 ден. ед. за единицу массы, удобрения У2 - 2 ден. ед. 

Записать в математической форме условия закупки удобрений, обеспечивающие подкормку посева с соблюдением указанных норм. Определить наиболее экономичный план закупки удобрений (в расчете на 1 га).

3. Для производства двух видов продукции (А и В) предприятие должно использовать оборудование трех видов (I, II, III) , имеющееся в количествах соответственно 8, 6, 9 ед. По техническим условиям для производства 1 шт. продукции А требуется 2 ед. оборудования I вида, 1 ед. оборудования II вида и 3 ед. оборудования III вида, а для производства 1 шт. продукции В - 2, 2, и 0 ед. соответствующих видов оборудования. 

Записать в математической форме условия выпуска продукции предприятием. Сколько единиц продукции каждого вида должно выпустить предприятие, чтобы получить наибольшую прибыль, если известно, что от реализации 1 шт. продукции А предприятие получит 1 ден. ед. прибыли, 1 шт. продукции В - 3 ден. ед. прибыли?

4. Можно закупать корм двух видов (I, II) . В каждой единице корма I вида содержится 1 ед. витамина А, 2 ед. витамина В и нет витамина С; в каждой единице корма II вида - 2 ед. витамина А, 1 ед. витамина В и 1 ед. витамина С. Животному необходимо дать в сутки не менее 10 ед. витамина А, 10 ед. витамина В и 4 ед. витамина С.

Записать в математической форме условия правильного рациона для животного. Составить наиболее дешевый рацион питания животного, если стоимость единицы корма I вида равна 2 ден. ед., а стоимость единицы II вида - 4 ден. ед.

5. Со станции ежедневно можно отправлять пассажирские и скорые поезда. Данные приведены в табл. 1.2.

                                                                          Таблица 1.2

	Тип поезда
	Количество вагонов в составе

	
	плацкартных
	купейных
	мягких

	пассажирский
	         5
	         6
	     3

	скорый
	         8
	         4
	     1

	Резерв вагонов
	         80
	        72
	    21


Записать в математической форме условия отправки поездов. Спланировать работу станции так, чтобы не превысить наличный парк вагонов при формировании поездов и получить наибольшую прибыль, если доход от отправки пассажирского поезда составляет 1 ден. ед., а скорого - 3 ден. ед.

6. Предприятие располагает ресурсами двух видов в количестве 120 ед. и 80 ед. соответственно. Эти ресурсы используются для выпуска продукции I и II , причем расход на изготовление единицы продукции первого вида составляет 2 ед. ресурса первого вида и 2 ед. ресурса второго вида, продукции второго вида - 3 ед. ресурса первого вида и 1 ед. ресурса второго вида. Доход от реализации единицы продукции первого вида составляет 6 ден. ед., второго вида - 4 ден. ед.

Записать в математической форме условия выпуска продукции исходя из наличия ресурсов. Составить план выпуска продукции, обеспечивающий наибольшую прибыль, при условии, что продукции первого вида должно быть выпущено не менее продукции второго вида.

7. В табл. 1.3. указаны запасы и нормы расхода фруктов при изготовлении компотов I и II (расчете на одну банку) и цена реализации.

                                                            Таблица 1.3

	Фрукты
	  Запас,
	  Компоты

	
	      кг
	     I
	    II

	Яблоки
	    84  
	   1,2
	   0,8      

	Вишня
	    18
	   0,6
	     (

	Слива
	    80
	    (
	   1,0

	Цена, ден. ед.
	     14
	     9


Записать в математической форме условия заготовки компотов. Определить план заготовки компотов, обеспечивающий максимальную выручку и гарантирующий, что расход фруктов не превысит их запаса.

8. Для производства стали определенной марки, в которой в качестве легирующих веществ должны входить химические элементы K, L, M , можно закупать шихту двух видов (I и II). В табл. 1.4. указано, сколько требуется каждого из этих элементов для производства 100 т стали (по технологии можно немного больше, но меньше - нельзя). Содержание этих элементов в каждой тонне шихты, а также стоимость 1 т шихты каждого вида приведены  в табл.1.4.

                                                                                 Таблица 1.4

	  Вид
	  Стоимость
	          Легирующие  вещества

	шихты
	  1 т шихты
	     K
	      L
	       M

	     I
	           3
	     3
	      2
	        1

	    II
	           2
	     1
	      1
	        1

	Необходимое количество

легирующих веществ
	     9
	      8
	        6


Записать в математической форме  условия производства стали данной марки. Определить наименьшие затраты для производства стали.

9. Некоторое производство выпускает продукцию двух видов П1 и П2. Изготовляется она из 4 видов сырья С1, С2, С3, С4. Запас сырья и расход его на единицу каждого вида задается табл. 1.5:

                                                                          Таблица 1.5

	Вид
	Запас 
	Расход сырья на ед. продукции вида

	сырья
	сырья
	             П1
	           П2

	   С1
	    19
	             2
	             3

	   С2
	    13
	             2
	             1

	   С3
	    15
	             0
	             3

	   С4
	    18
	             3
	             0


Записать в математической форме условия производства продукции. Как следует спланировать выпуск продукции, чтобы доход предприятия был наибольшим, если доход производства от ед. продукции вида П1 равен 7 ден. ед., а от единицы П2 - 5 ден. ед.

10.  Предприятие имеет ресурсы А и В в количестве 240 и 120 ед. соответственно. Эти ресурсы используются при выпуске изделий двух видов, причем расход на изготовление одного изделия первого вида составляет 3 ед. ресурса А и 1 ед. ресурса В, второго вида - 2 ед. ресурса А и 2 ед. ресурса В. Доход от реализации одного изделия первого вида составляет 2 ден. ед., второго вида - 3 ден. ед.

Записать в математической форме условия выпуска изделий исходя из наличия ресурсов. Составить план выпуска изделий, обеспечивающий наибольшую прибыль, при условии, что изделий первого вида должно быть выпущено не менее, чем изделий второго вида, не менее чем на 20 штук.

11. На мебельной фабрике из стандартных листов фанеры необходимо вырезать заготовки трех видов в количествах соответственно равных 24, 31 и 18 штук. Каждый лист фанеры может быть разрезан на заготовки двумя способами. Количество получаемых заготовок при данном способе раскроя приведено в табл. 1.6. В ней же указаны величины отходов, которые получаются при данном способе раскроя одного листа фанеры.

                                                                Таблица 1.6

	Вид 
	Количество заготовок 

при раскрое по способу

	заготовки
	        1
	        2

	        I
	        2
	        6

	       II
	        5
	        4

	      III
	        2
	        3

	Величина

отходов
	       12
	       16


Записать в математической форме условия раскроя фанеры на заготовки. Определить, сколько листов фанеры и по какому способу следует раскроить так, чтобы было получено не меньше нужного количества заготовок при минимальных отходах.

12. Цех выпускает два вида обуви, используя при этом три вида сырья, запасы которых ограничены и составляют 100, 60 и 40 единиц.

Затраты сырья для изготовления пары обуви каждого вида даны в табл. 1.7.

                                                                Таблица 1.7

	Виды
	Запасы
	     Виды обуви

	сырья
	сырья
	       1
	       2

	      I
	    100
	       3
	       2

	      II
	      60
	       2
	       0

	     III
	      40
	       1
	       1


Записать в математической форме условия производства обуви. Составить план выпуска продукции, обеспечивающий максимальный доход, если каждая пара обуви первого вида при реализации дает доход в сумме 5 ден. ед., а каждая пара обуви второго вида - 3 ден. ед.

13. В швейном цехе имеется 840 м ткани. На пошив одного халата требуется 4 м ткани, а на одну куртку - 3 м. Известно, что необходимо изготовить не более 150 халатов и не более 200 курток.

Записать в математической форме условия пошива швейных изделий. Сколько следует изготовить халатов и курток для получения наибольшей прибыли от реализации продукции, если халат даст 6 ден. ед., а куртка - 3 ден. ед.?

14. На предприятии для производства двух видов продукции используются 4 вида ресурсов. Расход каждого вида ресурсов на изготовление единицы каждого вида продукции, запасы каждого вида ресурсов, а также доходов при реализации единицы каждого вида продукции приведены в табл.1.8.

                                                                                           Таблица 1.8

	       Вид

  ресурсов
	Необходимое количество усл. ед. ресурсов на ед. продукции
	Запас ресурсов

в усл. единицах

	
	  продукция I
	   продукция II
	

	         А
	            2
	           2
	           12

	         В
	            1
	           2
	             8

	         С
	            4
	           0
	            20

	         D
	            0
	           4
	            12

	Доход на ед. продукции
	            2
	           3
	


Записать в математической форме условия производства продукции. Сколько продукции каждого вида необходимо выпустить, чтобы обеспечить максимальную прибыль?

15. Для изготовления изделий типа А и типа В завод имеет в наличии 80 кг стали, причем для изготовления одного изделия типа А требуется 2 кг стали, а одного изделия типа В - 1 кг стали. Изделий типа А требуется не более 30 шт., а изделий типа В - не более 40 шт. Прибыль от реализации одного изделия типа А составляет 5 ден. ед., а одного изделия типа В - 3 ден. ед.

Записать в математической форме условия изготовления изделий. Составить план производства. обеспечивающий наибольшую прибыль.

16. Фабрика использует сырье 4 видов для изготовления изделий двух типов А и В. Расход сырья каждого вида на производство единицы изделия каждого типа и запасы сырья даны в следующей табл. 1.9:

                                                                    Таблица 1.9

	Изделия
	            Виды сырья

	    
	    I
	    II
	    III
	   IV

	    А
	    3
	    1
	     0
	    5

	    В
	    2
	    0
	     1
	    1

	Запасы сырья
	   18
	    4
	     6
	    21


Записать в математической форме условия расхода сырья, учитывая запасы. Составить план производства, обеспечивающий наибольшую прибыль, если одно изделие типа А дает 2 ден. ед. прибыли, типа В - 3 ден. ед. прибыли.

17. На птицефабрике используются два вида корма : I и II. В единице массы корма I содержится 1 усл. ед. вещества А, 1 усл. ед. вещества В и 1 усл. ед. вещества С. В единице массы корма II содержится 4 усл. ед. вещества А, 2 усл. ед. вещества В и не содержится вещество С. Каждая птица должна в дневном рационе получит не менее 1 усл. ед. вещества А, не менее 4 усл. ед. вещества В и не менее 1 усл. ед. вещества С. Цена единицы массы корма I составляет 3 ден. ед., корма II - 2 ден. ед.

Записать в математической форме условия питания птицы . Какой должна быть ежедневная смесь кормов, чтобы был обеспечен наиболее дешевый рацион питания?

18. Предприятие производит два вида изделий: А и В. На изготовление одного изделия А используется 3 ед. сырья М1, 1 ед. сырья М2 и 2 ед. сырья М3; одного изделия В - 2 ед. сырья М1, 2 ед. сырья М2  и 1 ед. сырья М3. Запасы сырья каждого вида ограничены и составляют: М1 - 20 ед.; М2 - 16; М3 - 123 ед. Прибыль от реализации одного изделия типа А составляет 3 ден. ед., а одного изделия типа В - 4 ден. ед.

Записать в математической форме условия выпуска изделий. Сколько изделий каждого вида необходимо выпускать, чтобы обеспечить наибольшую прибыль?

19. Из 505 м шелковой ткани нужно сшить не более 150 женских и не более 100 детских платьев. На пошив одного женского платья требуется 3 м ткани, на одно детское платье - 1 м. При реализации каждого женского платья получают 5 ден. ед. прибыли, а детского - 2 ден. ед.

Записать в математической форме условия пошива платьев. Сколько нужно сшить женских и детских платьев, чтобы получит наибольшую прибыль?

20. Для производства двух марок цемента М-400 и М- 500 применяется сырье трех видов: известняк, глина и гипс. Запасы сырья соответственно составляют: известняка - 169 т, глины 140 т, гипса - 80 т. Для изготовления условной единицы цемента марки М- 400 необходимо 4 т известняка, 3 т глины и 1 т гипса, а марки М - 500 - 3 т известняка, 3 т глины и 2 т гипса. При реализации условной единицы цемента марки М-400 получают прибыль в размере 3 ден. ед., а от цемента М- 500 - 4 ден. ед.

Записать в математической форме условия производства цемента. Найти такой план выпуска цемента, который обеспечит предприятию наибольшую прибыль.

21. Для производства детских туфель и ботинок используется сырье трех видов, запасы которого в цехе ограничены и составляют соответственно I вида - 60 усл. ед., II - 22 усл. ед., III вида - 7 усл. ед. На пару туфель расходуется 3 усл. ед. сырья I вида, 2 усл. ед. сырья II вида. На пару ботинок расходуется сырье I вида - 12 усл. ед., II - 2 усл. ед. и III - 2 усл.ед.

Записать в математической форме условия производства детской обуви. Определить, каким должен быть план выпуска детской обуви на данном предприятии, который бы давал максимальную прибыль, если от реализации туфель получают 4 ден. ед. прибыли, а ботинок - 6 ден. ед.

22. На животноводческой ферме при откорме телят в их рацион необходимо включить не менее 8 ед. белков, не менее 6 ед. жиров, не менее 9 ед. углеводов. Для откорма телят можно закупить два вида кормов. Содержание питательных веществ в корме I составляет : 2 ед. белков, 1 ед. жиров и 1 ед. углеводов, а в корме II соответственно:     1 ед., 1 ед., 4 ед. Один килограмм корма I стоит 3 ден. ед., а килограмм корма II - 2 ден. ед.

Записать в математической форме условия откорма телят. Составить наиболее дешевый рацион питания, обеспечивающий необходимое количество питательных веществ каждому животному.

23. Для откорма животных используют два вида корма, содержащих 5 видов питательных веществ В1, В2, В3, В4, В5. Запасы питательных веществ в 1 усл. единице каждого корма , стоимость 1 единицы корма, а также минимальная суточная норма каждого питательного вещества каждому животному, указаны в табл.1.10.:

                                                                                       Таблица 1.10

	Питательные вещества
	Минимальная норма
	Виды кормов и содержание

питательных веществ

	
	
	         №1
	        №2

	        В1
	         10
	         1
	        5

	        В2 
	         12
	         3
	        2

	        В3
	         16
	         2
	        4

	        В4
	         10
	         2
	        2

	        В5
	           1
	         1
	          0

	Стоимость единицы корма
	         2
	          3


Записать в математической форме условия откорма животных. Какое количество каждого вида корма необходимо расходовать, чтобы затраты на откорм были минимальными?

24. В производстве двух видов продукции А и В принимают участие три предприятия. При этом на изготовление одного изделия А первое предприятие тратит 7 ч, второе - 6 ч, третье - 5 ч. На изготовление одного изделия В первое предприятие тратит 8 ч, второе - 3 ч, третье - 1ч. На производство всех изделий первое предприятие может затратить не более 476 ч, второе - не более 364 ч, третье - не более 319 ч. От реализации одного изделия вида А прибыль составляет 11 ден. ед., а вида В - 10 ден. ед.

Записать в математической форме условия выпуска продукции. Составить план работы предприятий по выпуску продукции, обеспечивающий максимальную прибыль.

25. Для изготовления двух марок бетона используются песок, цемент, щебень. 1 куб. м бетона 1-й марки содержит 100 кг песка, 30 кг цемента и 200 кг щебня, а 1 куб. м бетона 2-й марки - соответственно 150 кг песка, 50 кг цемента, 270 кг щебня. Известен запас сырья: песка - 10 т, цемента - 15 т, щебня - 40 т.

Записать в математической форме условия изготовления бетона. Составить оптимальный план производства бетона, при котором прибыль от реализации бетона будет максимальная, если 1 куб. м бетона 1-й марки  стоит 300 ден. ед., а 2-й марки - 400 ден. ед.

26. Мебельная фабрика выпускает стулья двух типов. На изготовление одного стула первого типа, стоящего 80 ден. ед., расходуется 2 м досок; 0,5 м2 обивочной ткани и 2 чел.-ч рабочего времени. Аналогичные данные для стульев 2-го типа составляет: 120 ден. ед., 4м; 0,25 м2 и 2,5 чел.-ч. На фабрике имеется 440 м досок, 65 м2 обивочной ткани и планируется затратить 320 чел.-ч рабочего времени.

Записать в математической форме условия выпуска стульев. Какие стулья и в каком количестве надо выпускать, чтобы стоимость продукции была максимальна?

27. На животноводческой ферме при откорме телят в их рацион необходимо включить не менее 9 ед. белков, не менее 6 ед. жиров, не менее 8 ед. углеводов и не более 19 ед. нитратов. Для откорма телят можно закупить два вида кормов. Содержание питательных веществ в корме I составляет : 3 ед. белков, 1 ед. жиров, 1 ед. углеводов и 2 ед. нитратов,  а в корме II соответственно : 1 ед., 3 ед., 8 ед., 4 ед. Один килограмм корма I стоит 60 ден. ед., а килограмм корма II - 10 ден. ед.

Записать в математической форме условия откорма телят. Составить наиболее дешевый рацион питания, обеспечивающий необходимое количество питательных веществ каждому животному.

28. Кондитерская фабрика для производства двух видов карамели А и В использует три вида сырья: сахар, патоку и фруктовое пюре. Нормы расхода сырья каждого вида на производство 1 т карамели, запасы сырья и прибыль от реализации 1 т карамели указаны в таблице 1.11.

                                                                                 Таблица 1.11

	Вид
	Запасы 
	Нормы расхода сырья (т) 

на 1кг карамели

	сырья
	сырья, т
	        А
	        В

	Сахар
	    800
	       0,6
	       0,5

	Патока
	    500
	       0,3
	       0,1

	Фруктовое пюре
	    300 
	       0,1
	       0,4

	Прибыль от реализации 1 т карамели
	        200
	        350


Записать в математической форме условия производства карамели. Найти план производства карамели, обеспечивающий наибольшую прибыль от ее реализации.

29. Цех выпускает трансформаторы видов А и В. На один трансформатор вида А расходуется 5 кг трансформаторного железа и 3 кг проволоки, а на трансформатор вида В - 3 кг железа и 2 кг проволоки. От реализации трансформатора вида А прибыль составляет 12 ден. ед., вида В - 10 ден. ед. Сменный фонд железа - 480 кг, проволоки - 300 кг.

Записать в математической форме условия выпуска трансформаторов. Как следует спланировать выпуск трансформаторов, чтобы расход ресурсов не превышал выделенных фондов, а прибыль была наибольшей?

30. При составлении оптимального рациона для членов полярной экспедиции учитывают минимальные необходимые нормы содержания белков - 100 ед., жиров - 40 ед., углеводов - 50 ед. Содержание этих веществ в консервах 3-х видов и стоимость 1 банки каждого вида консервов приведены в табл. 1.12.

                                                                 Таблица 1.12

	Вещества
	    Консервы

	
	I
	II

	Белки
	5
	8


	Жиры
	3
	4

	Углеводы
	4
	1

	Стоимость
	200
	250


Записать в математической форме условия составления рациона. Составьте рацион с минимальной стоимостью.

2. Краткие теоретические положения

Чаще всего в текстильной промышленности методами линейного программирования решаются следующие оптимизационные задачи:

1) оптимизация смеси состава волокон по её стоимости;

2) оптимизация состава смеси по неровноте (их длине, линейной плотности, разрывной нагрузке и т.п.);

3) определение оптимального ассортимента пряжи, ткани и трикотажа, вырабатываемых фабрикой на имеющемся оборудовании;

4) оптимальное распределение производства заданного ассортимента пряжи, ткани и трикотажа, вырабатываемых фабрикой на имеющемся оборудовании;

5) выбор оптимального пути транспортирования сырья (полуфабриката) от производителя потребителям;

6) выбор оптимального режима работы оборудования с целью получения наибольшей эффективности производства при заданных ограничениях на сопровождающие производство отрицательные эффекты экономического, социального, экологического характера;

7) выбор оптимальных конструктивных параметров вновь создаваемого или модернизируемого оборудования для обеспечения наибольшей эффективности.

Рассматриваемый класс задач имеет следующую общую форму представления:

F(x1, x2) = c0 +c1x1 + c2x2 (extr;
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Для определенности в этом классе задач под экстремумом понимается максимум целевой функции.

Задачи линейного программирования можно решать с помощью геометрического метода (если число переменных 2 или 3) и симплекс – метода.

Геометрический метод решения включает следующие этапы:

1) определение на плоскости (х1, х2) множества точек (области), удовлетворяющих каждому из неравенств-ограничений;

2) выделение на плоскости (х1, х2) множества точек (области), удовлетворяющих одновременно всем неравенствам-ограничениям. Эта область представляет собой пересечение всех областей, найденных на этапе 1;

3) построение на плоскости (х1, х2) линий уровня целевой функции F(х1,х2)= с для монотонно изменяемых значений с;

4) отыскание на построенном графике оптимальной точки, определение её координат и максимального значения целевой функции.

При решении задач линейного программирования возможны следующие ситуации:

1. Множество допустимых решений не существует, то есть нет ни одной точки на плоскости (х1, х2), в которой выполнялись бы одновременно все ограничения. В этом случае решения задачи не существует. Данная ситуация говорит о противоречивости ограничения, входящих в модель. Следовательно, либо модель ошибочна, либо пределы ограничений bi слишком жесткие и не могут быть обеспечены.

2. Множество допустимых решений – одна точка. В этой точке пересекаются как минимум три прямые – границы допустимых значений для ограничений задачи, а для остальных ограничений эта точка допустимая. В данной ситуации эта точка и будет оптимальной, поскольку других допустимых решений у задачи нет.

3. Множество допустимых решений – замкнутый выпуклый многоугольник. Существование решения в этом случае зависит от ориентации линий уровня целевой функции и направления, в котором её значения нарастают. Конечное решение либо существует, либо нет. Последний случай связан, как правило, с недостаточной полнотой модели: в ней не учтено какое-то ограничение, которое и должно лимитировать нарастание значений целевой функции.

Сущность симплекс-метода состоит в следующем. Сначала выбирается некоторый начальный базис, не обязательно допустимый. Из этого базиса делается переход в соседний базис, связанный с исходным ребром. Новый базис выбирается так, чтобы он был в определенном отношении лучше исходного: если исходный базис – недопустимый, то новый базис должен быть ближе к множеству допустимых решений; если исходный базис – допустимый, то новый базис должен давать лучшее значение целевой функции, чем её значение в исходном базисе. Затем новый базис принимается за исходный и процедура повторяется. Поскольку на каждом шаге пробное решение улучшается, перебор выполняется лишь по малой части базисов от их общего конечного числа. Это обеспечивает быструю сходимость метода.

Критерий допустимости базиса. Базис является допустимым, если все ненулевые переменные в этом базисе неотрицательны.

Критерий оптимальности базиса. Базис является оптимальным, если все cj в этом базисе неположительны.

Компактно последовательность решения линейной оптимизационной задачи с помощью симплекс – метода можно описать следующим алгоритмом:

1. Для всех i = 1, 2, …, m проверить: bi(0? Если условие выполняется (базис допустимый), переход к п. 5; иначе – к п. 2.

2. Пусть bs<0. Поиск в строке s элемента 
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. Если поиск успешен, то r=j0; иначе задача не имеет решения, её ограничения противоречивы.

3. Для всех i = 1, 2, …, m вычислить bi/air и определить номер строки t по правилу min{bi/air} = bt/atr. Если все bi/air(0, то решение задачи не ограничено.

4. Осуществить преобразование базиса: пересчет всех элементов симплекс-таблицы и построить новую таблицу. Возврат к п. 1.

5. Для всех j = 1, 2, …, n проверить cj(0? Если условие выполняется (базис оптимальный), решение найдено и оптимально, иначе – переход к п. 6.

6. Пусть cj>0, тогда r = j0; переход к п. 3.

3. Примеры решения задач

    3.1. Пример 1

Задача. Ткацкая фабрика производит ткань двух артикулов. Для производства 10 тыс. м2 ткани 1-го артикула фабрике необходимо 1 т тонковолокнистого и 3 т средневолокнистого хлопка, а для выпуска 100 тыс. м2 ткани 2-го артикула – соответственно 5 и 6 т такого же хлопка. Поставки тонковолокнистого хлопка не превышают 80 т, а средневолокнистого – 150 т. По плану фабрика должна произвести не менее 60 тыс. м2 ткани 1-го артикула и 800 тыс. м2 ткани 2-го артикула. Прибыль фабрики от продажи 10 тыс. м2 ткани 1-го артикула составляет 1,6 тыс. руб., а от продажи 100 тыс. м2 ткани 2-го артикула – 6 тыс. руб. Предполагая, что вся произведенная ткань будет распродана, определить оптимальный план производства ткани, обеспечивающий получение наибольшей прибыли.

Решение. Для решения поставленной задачи необходимо построить её математическую модель. Осуществим это построение поэтапно.

1-й этап. Выберем целевую функцию задачи. В данном примере она указана в условии: прибыль от продажи ткани.

 2-й этап. Выберем управляемые переменные: х1 – количество вырабатываемой ткани 1-го артикула (10 тыс. м2), х2 – количество вырабатываемой ткани 2-го артикула (100 тыс. м2). Выбор разных единиц измерения для х1 и х2 позволяет выполнить весь последующий анализ в более удобном масштабе.

3-й этап. Осуществим выделение и формализацию ограничений. Это будут ограничения по количеству используемого средневолокнистого и тонковолокнистого хлопка, которые не могут превысить установленные размеры поставок, и ограничения по объемам производства, которые не могут быть ниже установленных плановых показателей. Общее необходимое количество тонковолокнистого хлопка при объемах производства ткани 1-го и 2-го артикулов х1 и х2 равно х1 + 5х2, а ограничение имеет вид

х1 + 5х2(80.

Аналогичное ограничение для средневолокнистого хлопка

3х1 + 6х2(150.

Ограничения, вытекающие из требования выполнения плана, имеют вид

х1(6, х2(8.

При формализации ограничений необходимо следить за размерностью получаемых величин. В данном случае это требование выполнено. Кроме уже построенных вводятся очевидные по физическому смыслу ограничения – условия неотрицательности переменных:

х1(0, х2(0.

В данном примере они выполняются автоматически за счет ранее введенных ограничений, но так бывает не всегда. Поэтому на учет условий неотрицательности надо обращать особое внимание. Целевая функция может быть выражена через переменные х1 и х2 следующим образом:

F(x1, x2) = 1,6 x1 + 6 x2.

Все эти соотношения образуют оптимизационную математическую модель задачи, в которой необходимо найти такие х1 и х2, которые удовлетворяли бы всем ограничениям одновременно (были допустимыми) и при этом давали бы функции F(x1, x2) максимальное значение среди всех возможных допустимых x1 и x2. Эта модель и будет моделью линейного программирования.

Решим задачу линейного программирования геометрически. Прямые, ограничивающие допустимые области для каждого из ограничений, отмечены на рис. 3. 1. 

Допустимой областью задачи является четырехугольник ABCD. На рис.3.1. построена линия уровня целевой функции для уровня с=9,6. Так как целевая функция максимизируется, то значение функции возрастает в направлении вектора 
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. Приходим к выводу, что оптимальному решению отвечает точка С, координаты которой можно определить, решая совместно уравнения:
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Отсюда х1=30, х2=10, при этом F=108.
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Рис. 3.1. Область допустимых решений

3.2. Пример 2

       Задача. Ткацкая фабрика располагает 300 станков первого типа и 200 станков второго типа. Станки могут вырабатывать два вида ткани. Каждый вид станка может производить любой вид ткани, но в неодинаковом количестве. Станок первого типа производит в единицу времени 10 м ткани первого вида и 8 м ткани второго типа, а станок второго вида – соответственно 8 и 6 м ткани.

Каждый метр ткани первого вида приносит фабрике прибыль 2 руб. и второго вида – 3 руб. Согласно плану производства фабрика обязана выпустить в единицу времени не менее 2700 м ткани первого вида и 1400 – второго вида. Требуется так распределить загрузку станков, чтобы был выполнен план, и при этом прибыль в единицу времени была максимальной.

Решение. Введем обозначения: x1, x2 – число станков первого и второго типа, производящих ткань первого вида, x3, x4 – число станков первого и второго типа, производящих ткань второго вида.

Целевой функцией в этой задаче является общая прибыль предприятия:

F(x) = F(x1, x2, x3, x4) = 2(10x1 + 8x2) + 3(8x3 + 6x4) = 20x1 + 16x2 + 24x3 + 18x4

При этом должны выполняться следующие ограничения:
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Решим задачу симплекс – методом. Введем дополнительные переменные x5, x6, x7, x8 ( 0, так чтобы система неравенств превратилась в систему равенств. Ограничения примут вид:
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Так как в системе ограничений нет очевидного базиса (т.е. нет решения, где бы базисные переменные были положительны), используем М – метод. Введем искусственные переменные x9 ( 0, x10 ( 0 для получения очевидного базиса. За использование этих переменных в целевой функции введем штраф -M(x9 + x10). Пусть для определенности М=100.Выразим x9 и x10 из уравнений ограничений и подставим в целевую функцию. Исходная симплекс – таблица примет вид:

Таблица 3.1

	базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	x10
	Св.ч

	F
	1020
	816
	824
	618
	0
	0
	-100
	-100
	0
	0
	--

	x5
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	300

	x6
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	200

	x9
	10
	8
	0
	0
	0
	0
	-1
	0
	1
	0
	2700

	x10
	0
	0
	8
	6
	0
	0
	0
	-1
	0
	1
	1400


Т.к. F(x) ( max, то избавляться надо от положительных слагаемых. Найдем отношения 
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.Разрешающий элемент находится в четвертой строке первом столбце. Разделим четвертую строку на 10. Затем вычтем из первой строки четвертую, умноженную на 1020, вычтем из второй строки четвертую. Получим таблицу.

Таблица 3.2

	базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	x10
	Св.ч

	F
	0
	0
	824
	618
	0
	0
	2
	-100
	-102
	0
	--

	x5
	0
	-0,8
	1
	0
	1
	0
	0,1
	0
	0,1
	0
	30

	x6
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	200

	x1
	1
	0,8
	0
	0
	0
	0
	-0,1
	0
	0,1
	0
	270

	x10
	0
	0
	8
	6
	0
	0
	0
	-1
	0
	1
	1400


Найдем отношения 
[image: image8.wmf].
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Разрешающий элемент находится во второй строке третьем столбце. Вычтем из первой строки вторую, умноженную на 824, вычтем из пятой строки вторую, умноженную на 8. Получим таблицу.

Таблица 3.3

	базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	x10
	Св.ч

	F
	0
	659,2
	0
	618
	-824
	0
	-80,4
	-100
	-19,6
	0
	--

	x3
	0
	-0,8
	1
	0
	1
	0
	0,1
	0
	-0,1
	0
	30

	x6
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	200

	x1
	1
	0,8
	0
	0
	0
	0
	-0,1
	0
	0,1
	0
	270

	x10
	0
	6,4
	0
	6
	-8
	0
	-0,8
	-1
	0,8
	1
	1160


Найдем отношения 
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181, 25. Разрешающий элемент находится в пятой строке втором столбце. Вычтем из первой строки пятую, умноженную на 659,2; прибавим ко второй строке пятую, умноженную на 0,8; вычтем из третьей строки пятую; вычтем из четвертой строки пятую, умноженную на 0,8. Получим таблицу.

Таблица 3.4

	базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	x10
	Св.ч

	F
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	2
	3
	-102
	-103
	--

	x3
	0
	0
	1
	0,75
	0
	0
	0
	-1/8
	0
	1/8
	175

	x6
	0
	0
	0
	1/16
	5/4
	1
	1/8
	5/32
	-1/8
	-5/32
	75/4

	x1
	1
	0
	0
	-3/4
	1
	0
	0
	1/8
	0
	1/8
	125

	x2
	0
	1
	0
	15/16
	-5/4
	0
	-1/8
	-5/32
	1/8
	5/32
	725/4


Найдем отношения 
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 Разрешающий элемент находится в третьей строке девятом столбце. Разделим третью строку на Вычтем из первой строки третью, умноженную на 3; прибавим ко второй строке третью, умноженную на 1/8; вычтем из четвертой строки третью, умноженную на 1/8; прибавим к пятой строке третью, умноженную на 5/32. Получим таблицу.

Таблица 3.5

	базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	x10
	Св.ч

	F
	0
	0
	0
	-1,2
	-24
	-19,2
	-0,4
	0
	-99,6
	-100
	--

	x3
	0
	0
	1
	0,8
	1
	0,8
	0,1
	0
	-0,1
	0
	190

	x8
	0
	0
	0
	0,4
	8
	6,4
	0,8
	1
	-0,8
	-1
	120

	x1
	1
	0
	0
	-0,8
	0
	-0,8
	-0,1
	0
	0,1
	0
	110

	x2
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	200


Так как в строке для F нет положительных слагаемых, то оптимальное решение получено. Значения переменных:

x1 = 110, x2 = 200, x3 = 190, x4 = 0, x5 = 0, x6 = 0, x7 = 0, x8 =120, x9 = 0, x10=0. При этом значение функции равно F = 20x1 + 16x2 + 24x3 + 18x4 = 20(110 +16(200 + 24(190 + 18(0 = 9960.

4. Использование ЭВМ

4.1. Использование Microsoft Excel
Решим задачу, разобранную в примере 2 (п.3.2), с помощью программного продукта Microsoft Excel. Для этого нам понадобятся составленные целевая функция и ограничения:

F(x) = F(x1, x2, x3, x4) =  20x1 + 16x2 + 24x3 + 18x4

При этом должны выполняться следующие ограничения:
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В первой строке электронной таблицы поместим коэффициенты целевой функции. В пятом столбце первой строки организуем целевую ячейку, задав значение целевой функции следующим образом:

= А1*А2 + В1*В2 + С1*С2 + D1*D2, 

в ячейки А2, В2, С2, D2 введем начальные значения переменных x1, x2, x3, x4  равные нулю. В ячейку A3 внесем первое ограничение: = А2+С2, в ячейку В3 второе ограничение: = В2+D2, в ячейку С3 третье - = 10*А2+8*В2 и в ячейку D3 последнее ограничение = 8*С2+6*D2. активизируем пакет Поиск решения, для этого выберем Сервис ( Поиск решения. Основные настройки поиска решения выполняются в окне Поиск решения, показанном на рис. 4.1.

В поле Установить целевую ячейку вводим ссылку, на ячейку $E$1.

В группе переключателей Равной выбираем максимальное значение.

В поле Изменяя ячейки вводим диапазон изменяемых ячеек $A$2:$D$2.
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                        Рис. 4.1. Окно Поиск решения
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В списке Ограничения перечисляем ограничения. Ввод их осуществляется с помощью кнопки Добавить. На экране появится диалоговое окно, показанное на рис. 4.2.

              Рис. 4.2. Окно Добавить ограничения

В этом окне в поле Ссылка на ячейку вводим сначала А3, оставляем знак <=, в поле Ограничение вводим 300, далее добавляем второе, третье и четвертое ограничения. Закончив ввод ограничений, щелкнем по кнопке ОК. После ввода ограничений щелкнем по кнопке Выполнить. Результат вычислений представлен на рис. 4.3. 

Значения переменных и максимальное значение целевой функции равны x1 = 110, x2 = 200, x3 = 190, x4 = 0, F = 9960.
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Рис. 4.3. Результаты поиска оптимального решения

4.2. Использование программного продукта MATHCAD
Пример. Трикотажное ателье изготовляет женские кофточки видов А и В. Запас пряжи, ее расход на одно изделие и цена готового изделия приведены в табл. 4.1.

                                                                         Таблица 4.1 

	Пряжа
	Расход на изделие, кг
	Запас,

	
	      А
	      В
	 кг

	Бежевая
	    0,05
	    0,1
	   20

	Салатная
	    0,1
	    0,2
	   60

	Коричневая
	    0,3
	    0,1
	   50

	Цена (ден. ед.)
	    250
	    300
	


Записать в математической форме условия выпуска кофточек. Как надо расходовать пряжу, чтобы ее расход не превышал имеющегося запаса, а сумма от реализации готовой продукции максимальна?

Решение. Пусть x1 – единиц продукции вида А, x2 – единиц продукции вида В. Прибыль от реализации каждого вида продукции складывается из цены за единицу изделия и количества единиц продукции, т.е. F = 250x1 + 300x2 ( max.

Так как на единицу продукции каждого вида идет определенное количество пряжи, запас которой ограничен, то система ограничений имеет вид:
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Введем дополнительные переменные x3, x4, x5 (0, так чтобы система неравенств стала системой равенств.
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На чистом листе MATHCAD введем целевую функцию и уравнения ограничений в виде матриц строк.

F:=(250 300 0 0 0 0)

a1:=(0.05 0.1 1 0 0 20)

a2:=(0.1 0.2 0 1 0 60)

a3:=(0.3 0.1 0 0 1 50)

Соединим матрицы в одну, используя команду stack(*,*), где на месте * стоят необходимые строки. Исходная симплекс-таблица примет вид:
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Выберем разрешающий элемент, по общим принципам и проведем преобразования над матрицей, используя метод Гаусса.
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Симплекс-таблица примет следующий вид:
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Находим разрешающий элемент в столбце x1: 
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Исключим x1 из числа свободных переменных
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После преобразований симплекс – таблица примет вид:
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 Так как в строке F нет положительных слагаемых, то оптимальное решение получено и имеет вид: x1 = 120, x2 = 140, F = 72000.

5. Контрольные вопросы

1. Какие задачи решаются с помощью линейного программирования?

2. Приведите критерий допустимости плана.

3. Приведите критерий оптимальности плана.

4. В чем состоит сущность симплекс – метода?

5. Как геометрически решаются задачи линейного программирования?
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