ТМ к лекции № 7

Основные виды случайных величин

8.1. Биномиальное распределение

Пусть A некоторое событие, вероятность появления которого в единичном испытании равна p. Проведем n испытаний. Вероятность того, что событие A появится k раз среди n испытаний обозначается 
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 и определяется по формуле Бернулли:
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.  Где
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p- вероятность появления события в единичном испытании,

q- вероятность непоявления события, q=1-p,

n!=1(2(3(...(n.

Дискретная случайная величина X называется биномиально распределенной, если ее ряд распределения имеет вид:

X
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Найдем математическое ожидание и дисперсию. Для вычисления математического ожидания введем случайную величину Xi, равную числу появлений события в испытании с номером i. Величина Xi принимает одно из двух значений: 0 с вероятностью q, 1 с вероятностью p. Поэтому 

MXi=0q+1p=p;
MXi2=0q+1p=p;

DXi= MXi2 - (Mxi)2=p-p2=p(1-p)=pq.

Случайную величину X можно представить в виде суммы независимых случайных величин:

X=X1+ X2+...+ Xi+...+Xn.

Тогда

MX=np;
DX=npq.

8.2. Распределение Пуассона

Пусть нам дана схема независимых испытаний, в которой вероятность появления в единичном испытании равна p. Если проводится n испытаний, то математическое ожидание MX=np. Предположим, что проводится серии независимых испытаний так, что число испытаний неограниченно возрастает, а вероятность p убывает так, что величина np остается постоянной. Обозначим (=np или p=(/n, и перейдем к пределу при n((. Предельное распределение, которое при этом получим называется распределением Пуассона. Найдем его


[image: image4.wmf].

)

1

(

lim

)

0

(

lim

)

0

(

;

)

1

(

)

1

(

)

0

(

l

-

=

l

-

¥

®

=

¥

®

=

l

-

=

-

=

=

e

n

n

P

n

P

n

p

q

P

n

n

n

n

n

n


При переходе от значения k  к значению k+1 вероятность меняется по формуле (см. лекцию 3):
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Или
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После перехода к пределу
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Или
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Положим в формуле k=0. Получим
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Положим в формуле k=1. Получим
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Продолжая таким образом, получим
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Распределение Пуассона дает пример дискретной случайной величины с неограниченным рядом распределения. Распределение Пуассона широко используется при исследовании различных задач. В частности, в теории массового обслуживания. Математическое ожидание  равно
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Параметр ( называется параметром распределения. Можно показать, что дисперсия тоже равна ( . 

 8.3. Нормальное распределение

Непрерывная случайная величина X называется нормальной или нормально распределенной, если ее плотность распределения имеет вид:
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где (>0 и a - const, которые называются параметрами распределения. Мы видим, что p(x)>0 на (-(:(). Найдем
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Введем замену
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получим
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Мы видим, что при любых (>0 и a площадь под кривой p(x) есть величина постоянная. Можно показать, что  она равна 1. Примем это утверждение без доказательства. 

Таким образом, что p(x) - плотность распределения. Найдем математическое ожидание
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Введем рассмотренную замену x=a+(t. Получим


[image: image18.wmf].

2

1

2

1

)

(

2

1

2

2

2

2

2

2

a

dt

te

dt

ae

dt

e

t

a

t

t

t

=

s

p

+

p

=

s

+

s

s

p

=

ò

ò

ò

¥

¥

-

-

¥

¥

-

-

¥

¥

-

-


Таким образом параметр a равен математическому ожиданию нормального распределения. Найдем дисперсию.
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С помощью той же замены получим
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Применим интегрирование по частям
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Таким образом, параметр ( равен среднеквадратическому отклонению нормального распределения. И для того чтобы задать нормальное распределение, достаточно задать два параметра. Изобразим на рис. несколько  кривых при заданном значении (. Мы видим, что кривая имеет характерную колоколообразную форму, которая имеет максимум при x=a. Изобразим на рис. несколько  кривых при a=0 при разных значениях  (. Мы видим, что при увеличении ( кривая сжимается вдоль оси Oy и растягивается вдоль оси Ox таким образом, что площадь под кривой в целом остается постоянной.

Для вычисления вероятности попадания нормальной величины на заданный интервал [c,d] нужно найти интеграл
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Введем замену
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Для вычисления интеграла введем функцию 
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Тогда
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Для упрощения вычислений функции Ф(х) имеются таблицы. Отметим, что функция Ф(х) - нечетная, т. е. 

Ф(-х)=- Ф(х).

Нормальное распределение наиболее часто используется при работе с непрерывными случайными величинами.

Правило трех ( для нормальной случайной величины.

Найдем вероятности попаданий на интервалы [a-(, a+(]; [a-2(, a+2(] и[a-3(, a+3(].  
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Мы видим, что для нормальной случайной величины попадание на интервал [a-3(, a+3(] является практически достоверным событием. Поэтому, когда говорят, что, например, рост, вес, возраст распределены по нормальному закону, то имеется в виду практически нормальное распределение на этом интервале.

8.4. Равномерное распределение

Случайная величина называется равномерно- распределенной на интервале [a;b], если плотность распределения равна постоянной величине на интервале [a;b], т. е.
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Найдем математическое ожидание
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Найдем дисперсию


[image: image29.wmf].

3

)

(

3

3

1

1

)

(

)

(

2

2

3

3

3

2

2

2

a

ab

b

a

b

a

b

x

a

b

dx

x

a

b

dx

x

p

x

X

M

b

a

b

a

+

+

=

-

-

=

-

=

-

=

=

ò

ò

¥

¥

-


Дисперсия равна
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