Лекция № 4

Случайные величины и функции распределения

4.1. Понятие функции распределения

Определение (не очень строгое). Случайной величиной называется величина, значение которой определяется случайным образом из опыта. Мы будем обозначать случайные величины буквами X,Y,Z и т. д. или буквами (,(,(.

С каждой случайной величиной связана функция распределения. Функцию распределения случайной величины X будем обозначать y=F(x). Пусть задана случайная величина X. Определим для произвольного неслучайного значения x вероятность события, что значение случайной величиной X примет значение меньшее, чем x. Т. е. определим вероятность события P(X<x). Когда x изменяется в некотором интервале, вероятности событий P(X<x) задают некоторую функцию, возможные значения которой находятся на интервале [0;1]. Ради общности считаем, что область определения этой функции есть интервал ((((((). Реально, область определения может быть уже. Тогда при необходимости мы искусственно доопределяем ее нулем слева и единицей справа на весь интервал (((((().

Определение. Функцией распределения случайной величины X называется функция y = F(x)  с областью определения (((((() заданная по правилу: F(x) = P(X<x). 

4.2. Свойства функции распределения

1. Вероятность попадания на интервал [x1,x2) равна:
P(x1(X<x2) = F(x2) - F(x1).






(1)

Доказательство.

Пусть x1<x2. Событие (X<x2) можно представить как сумму двух непересекающихся событий (X<x1) и (x1(X<x2), т. е.
(X<x2)= (X< x1)((x1(X<x2);

P(X<x2)= P(X<x1)+P(x1(X<x2);

P(x1(X<x2)= P(X<x2) - P(X<x1).

Откуда следует формула (1).

2. Функция распределения является неубывающей функцией. Это значит, что при движении вдоль оси Ox слева направо ее значения возрастают или (по крайней мере) остаются постоянными.

Доказательство.

Пусть (x>0. По формуле (1) находим:
(F = F(x+(x) - F(x) = P(x+(x(X<x) ( 0. 



(2)

F(x)(F(x+(x).

3. Так как событие (X<(()=U и (X<(()=V, то
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4. Если функция распределения непрерывна, то вероятность события P(X=x)=0, где x - произвольное значение.

Из формулы (2) и непрерывности функции следует, что (F(0 при (x(0.  Откуда и следует наше утверждение.

5. Функция распределения непрерывна справа, т. е.
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6. Функция распределения может иметь конечное или счетное число точек разрыва первого рода. Свойства 5 и 6 даны без доказательства.

Схематический вид графика функции распределения:
                                       y

                                   1

                                   0                                                  x

Рис 4.1. Схематический график функции распределения 

Функция распределения дает самую полную информацию о случайной величине.

 Определение. Случайная величина называется дискретной, если она может принимать конечное или счетное число значений, которые можно расположить в ряд в порядке возрастания и пронумеровать с помощью членов натурального ряда чисел. Функция распределения дискретной случайной величины является кусочно-постоянной.

Определение. Случайная величина называется непрерывной, если она имеет непрерывную функцию распределения и может принимать любое значение из некоторого интервала (a,b) открытого или замкнутого. Случаи a=(( и b=(( не исключаются.

Случайная величина является смешанной, если она обладает свойствами дискретной и непрерывной случайной величины.

4.3. Ряд распределения

Для дискретных случайных величин вместо функции распределения удобно задавать ряд распределения. Он состоит из двух строчек (конечных или бесконечных). В первой строке указаны возможные значения случайных величин, во второй соответствующие вероятности, с которыми могут приниматься эти значения. Ряд распределения задает закон распределения дискретной случайной величины. Он имеет вид:

X
x1
x2
…
xn

P(x)
p1
p2
…
pn

Так как в результате испытания случайная величина обязательно принимает одно из указанных значений, то сумма вероятностей в строке равна 1. Т. е.
p1+p2+ ... +pn+...=1.

Функция распределения дискретной случайной величины однозначно определяется по ряду распределения следующим образом. Пусть значения дискретной случайной величины записаны в порядке возрастания. Тогда функция
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4.4. Плотность распределения

Если функция y=F(x) имеет производную y(=F((x)=p(x), то функция p(x) называется плотностью распределения. По формуле Ньютона- Лейбница имеем:
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(4)

Так как 
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(5)

По свойству (5)  функция F(x) называется также интегральной функцией, а p(x) - дифференциальной функцией распределения.

Свойства плотности распределения:

1. Функция p(x) неотрицательна p(x)(0.

Следует из того факта, что производная неубывающей функции неотрицательна.

2. Интеграл по области определения от плотности распределения равен 1.
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Из геометрических свойств интеграла и равенства (4) следует, что геометрически вероятность попадания на интервал [a;b] равна площади трапеции, ограниченной снизу осью Ox с боков прямыми x=a; x=b и сверху кривой p(x). Иллюстрация дана на рис. 4.2.

                                  y          

                         a                                       b                   x


Рис. 4.2. Вероятность попадания на интервал [a;b]

Именно с помощью плотности распределения чаще всего задаются законы распределения непрерывных случайных величин.
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