Лекция № 3

Схема независимых испытаний
3.1. Формула Бернулли

Пусть A некоторое событие, вероятность появления которого в единичном испытании равна p. Проведем n испытаний. Если вероятность появления события A не зависит от числа проведенных и результата предыдущих испытаний и не изменяется при проведении испытаний, то мы имеем схему независимых испытаний. Обозначим вероятность того, что событие A появится k раз среди n испытаний буквой
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Пример. Найти вероятность того, что в мишени 2 попадания после серии из 3 выстрелов, если вероятность попадания p=0,6.

A- событие “попадание в результате выстрела”,

B - событие “в мишени 2 попадания”.

B=AA(A( A(AA( (AAA, 
P(B)=P(AA(A)+P( A(AA)+P(AAA)=p2q+pqp+qp2=3p2q=0.432.
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Доказательство формулы в общем случае. Обозначим

A- “появление события”,

B- событие “появление события A среди n испытаний k раз”.
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 - вероятность события “событие A появилось k раз среди n испытаний”.

Событие B изображается как сумма попарно-несовместных событий:
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Обозначим Bi - слагаемое суммы. В каждом слагаемом событие A встречается в качестве сомножителя k  раз и (A n-k раз. Вероятность слагаемого Bi равна P(Bi)=pkqn-k. Пронумеруем испытания номерами j=1,2,...,n.  Различные слагаемые определяются выбором номеров испытаний, при которых появляется A. Число различных попарно-несовместных слагаемых равно числу сочетаний из n элементов по k, обозначается Cnk.

Откуда получаем:
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Где
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p - вероятность появления события в единичном испытании,

q - вероятность непоявления события, q=1-p,

n!=1(2(3(...(n.

Эта формула называется формулой Бернулли.

3.2. Локальная теорема Муавра-Лапласа.

При достаточно больших n и k вычисления по формуле Бернулли становятся громоздкими. Поэтому для таких вычислений используются формула Муавра-Лапласа.

Теорема. Пусть вероятность появления события A в единичном испытании равна p (0<p<1). Тогда при n((
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где 
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Теорема дается без доказательства. На практике вычисление вероятности по формуле (2) производят при достаточно больших n.

3.2. Интегральная теорема Муавра-Лапласа.

Обозначим 
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 вероятность того: что число появлений m лежит в пределах  от k1  до k2. Обратите внимание, что слева нестрогое неравенство, а справа строгое.

Теорема. Пусть вероятность появления события A в единичном испытании равна p(0<p<1). Тогда при n((
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Теорема дается без доказательства. Для вычисления интеграла вводится функция 
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.  Ее значения приводятся в таблице в разных учебниках. Функция обладает свойством нечетности, т. е.
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Оценка отклонения частоты

Рассмотрим некоторое событие A, вероятность появления A в единичном испытании равна p. Проведем n испытаний. Пусть событие A появилось m раз. Величина p( 
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 называется частотой. Оценим меру отклонения частоты от  вероятности. Обозначим ее буквой (. Рассмотрим два эквивалентных неравенства:

(
[image: image17.wmf]p

n

m

-

(<( ( ((
[image: image18.wmf]pq

n

(
[image: image19.wmf]npq

np

m

-

((
[image: image20.wmf]pq

n

( где ((0. Тогда

P((
[image: image21.wmf]p

n

m

-

(<()(2(((
[image: image22.wmf]).

pq

n

 и 


[image: image23.wmf](

lim

P

n

¥

®

(
[image: image24.wmf]p

n

m

-

(<()=1.

Этот результат показывает, что при достаточно больших n отклонение частоты от вероятности становится как угодно малым. Поэтому, если n велико: то в качестве оценки вероятности можно взять частоту.

Наиболее вероятное число появлений

Найдем по формуле Бернулли вероятности событий Pn(k) и Pn(k+1)  и подсчитаем отношение:
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Если это отношение удовлетворяет условию 
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или равносильному  np-q(k, то при переходе от k к значению k+1 вероятность Pn(k+1)( Pn(k). При значении k>np-q значение Pn(k+1)<Pn(k). Мы видим, что с ростом k значение Pn(k) сначала возрастает, а затем начинает убывать. Следовательно, существует число появлений k, которое лежит в интервале, p-q(k(np+p,  которому соответствует наибольшая вероятность.

Если существует значение k = np-q, то имеется два значения k и k+1, которым соответствуют наибольшие одинаковые вероятности. В противном случае имеется единственное значение k, которое имеет наибольшую вероятность появления.
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