
ÌÈÍÎÁÐÍÀÓÊÈ ÐÎÑÑÈÈ

Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå
îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ
¾Þãî-Çàïàäíûé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿

(ÞÇÃÓ)

Êàôåäðà âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ:
ÌÅÒÎÄÛ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ È
ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÌÍÎÃÎÌÎÄÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ëàáîðàòîðíûì è ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì äëÿ
ñòóäåíòîâ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè 09.03.01 è 09.04.01

Èíôîðìàòèêà è âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà

Документ подписан простой электронной подписью
Информация о владельце:
ФИО: Локтионова Оксана Геннадьевна
Должность: проректор по учебной работе
Дата подписания: 02.05.2024 12:11:11
Уникальный программный ключ:
0b817ca911e6668abb13a5d426d39e5f1c11eabbf73e943df4a4851fda56d089



Êóðñê 2022

2



ÓÄÊ 534.1
Ñîñòàâèòåëü Æ.Ò. Æóñóáàëèåâ

Ðåöåíçåíò
Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò Ò.Í. Êîíàíûõèíà

×èñëåííûå ìåòîäû îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè: ìåòîäû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäíûõ è ìèíèìèçàöèÿ ìíîãîìîäàëüíûõ ôóíê-
öèé: ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ëàáîðàòîðíûì è ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì äëÿ
ñòóäåíòîâ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè 09.03.01 è 09.04.01 Èíôîðìàòèêà è âû-
÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà/ Þãî-Çàï. ãîñ. óí-ò; ñîñò. Æ.Ò. Æóñóáàëèåâ. � Êóðñê,
2022. � 11 ñ.: èë.7. � Áèáëèîãð.: ñ. 11.

Îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì
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1. Öåëü ðàáîòû

Èçó÷åíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî, âòîðîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå àëãîðèòìà ìèíèìè-
çàöèè ìíîãîìîäàëüíûõ ôóíêöèé ìåòîäîì ëîìàíûõ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Åñëè f(x) óíèìîäàëüíàÿ è íåïðåðûâíîé äèôôåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà
îòðåçêå ìèíèìèçàöèè [a; b], òî òî÷êó ìèíèìóìà x∗ ìîæíî âû÷èñëèòü êàê êî-
ðåíü óðàâíåíèÿ f ′(x) = 0 ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé

3. Ìåòîä ñðåäíåé òî÷êè

Òî÷êó x∗ ìèíèìóìà f(x) âû÷èñëÿþò êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ

f ′(x) = 0, [a, b]

ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.
Òàê êàê f(x) óíèìîäàëüíàÿ íà îòðåçêå [a, b], òî f ′(a) < 0 è f ′(b) > 0.
Àëãîðèòì î÷åíü ïðîñòîé è âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå øàãè.

• Øàã 1. Çàäàòü a, b, ε.

• Øàã 2. Âû÷èñëèòü ñðåäíþþ òî÷êó x0 =
a+ b

2
è f ′(x0).

• Øàã 3. Åñëè f ′(x0) < 0, òî ïîëîæèòü a = x0, èíà÷å b = x0.

• Øàã 4. Åñëè |a − b| < ε, òî çàêîí÷èòü ïîèñê, ïîëîæèâ x∗ = x0. Èíà÷å
ïåðåéòè ê øàãó 2.

4. Ìåòîä Íüþòîíà è åãî ìîäèôèêàöèè

4.1. Ìåòîä Íüþòîíà-Ðàôñîíà

Ìåòîä îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè x∗ êîðíÿ óðàâíåíèÿ

f ′(x) = 0, [a, b]
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ìåòîäîì Íüþòîíà-Ðàôñîíà:

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
, k = 0, 1, 2, ..., x0 ∈ [a, b]. (1)

Ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü è ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè k-ãî

ïðèáëèæíåíèÿ

f(x) = f(xk) + f ′(xk) (x− xk) +
f ′′(xk)

2
(x− xk)2 +O(x− xk)3.

Âçÿâ òðè ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçäîæåíèÿ, çàïèøåì

ϕk(x) ≈ f(xk) + f ′(xk) (x− xk) +
f ′′(xk)

2
(x− xk)2.

Ôóíêöèÿ ϕk(x) åñòü êâàäðàòè÷íûé òðåõ÷ëåí, àïïðîñèìèðóþùèé f(x) â ìàëîé
îêðåñòíîñòè xk.

Íàéäåì òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè ϕk(x) èç óñëîâèÿ

ϕ′k(x) = 0.

Åñëè ñ÷èòàòü ïîëó÷åííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ ϕ′k(x) = 0 ñëåäóþùèì ïðè-
áëèæåíèåì xk+1 òî÷êè ìèíèìóìà èñõîäíîé ôóíêöèè, òî ïîëó÷èì ôîðìó-
ëó (6.).

4.2. Ãèáðèäíûé àëãîðèòì Íüþòîíà-Ðàôñîíà

Ìåòîä Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî q-êâàäðàòè÷íî ñõîäÿùèìñÿ. Ïîýòîìó
ïðèõîäèòñÿ çàòðà÷èâàòü çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå óñèëèÿ íà äîñòèæå-
íèå äîñòàòî÷íîé áëèçîñòè òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ, ÷òîáû ìåòîä
Íüþòîíà ñìîã ðåàëèçîâàòü ñâîþ âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ãèáðèäíûå ìåòîäû. Çàìåòèì,
÷òî òåðìèí ¾ãèáðèäíûé¿ èëè ¾ðåãóëÿðèçîâàííûé¿ ââåäåí ñïåöèàëèñòàìè âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè 1, äëÿ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
êîìáèíàöèè íàäåæíûõ, íî ìåäëåííî ñõîäÿùèõñÿ ìåòîäîâ (ãëîáàëüíî ñõîäÿ-
ùèõñÿ) ñ íåäîñòàòî÷íî íàäåæíûìè, íî áûñòðî ñõîäÿùèìèñÿ ìåòîäàìè (íà-
ïðèìåð, Íüþòîíà-Ðàôñîíà). Òàêèå àëãîðèòìû îáëàäàþò âûñîêîé íàäåæíî-
ñòüþ è ãàðàíòèðîâàííîé ñõîäèìîñòüþ. 2

Â êà÷åñòâå ãëîáàëüíîé ñòðàòåãèè ìîæíî ïðèìåíèòü òàêîé ïðèåì.
1ñì. íàïðèìåð, Powell, M.J.D. A Hybrid Method for Nonlinear Equations/M.J.D. Powell//Numerical

Methods for Nonlinear Algebraic Equations. � 1970. � 7. Pp. 87�114.
Dennis, J.E. Numerical Methods for Unconstrained Optimization and Nonlinear Equations/J.E. Dennis, R.B.
Schnabel//New Jersey: Prentice-Hall, Inc.� 1983. � P. 395.

2Àìîñîâ, À.À. Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû äëÿ èíæåíåðîâ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå/À.À. Àìîñîâ, Þ.À. Äóáèí-
ñêèé, H.B. Êîï÷åíîâà � Ì.: Âûñø. øê., 1994. � 544 ñ.
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Ðèñ. 1.

Åñëè íüþòîíîâñêàÿ òî÷êà xk+1 = xk + ∆xk (∆k = − f
′(xk)

f ′′(xk)
) íå ïðèâîäèò

ê óìåíüøåíèþ |f ′(x)|, òî ðàçóìíàÿ ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â äðîáëåíèè øàãà ∆xk
ñ äâèæåíèåì â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè xk+1 ê xk, ïîêà íå âñòðåòèòñÿ òî÷êà
x
(i)
k+1, i = 0, 1, ..., äëÿ êîòîðîé |f ′(x(i)k+1)| < |f ′(xk)| (ðèñ. 1).

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîé èòåðàöèè íàäî âûïîëíèòü:

x+ = x− −
f ′(x−)

f ′′(x−)
;

while |f ′(x+)| > |f ′(x−)| do

x+ ←
x+ + x−

2
.

4.3. Óïðîùåííûé ìåòîä Íüþòîíà

Â ôîðìóëå ìåòîäà Íüþòîíà-Ðàôñîíà ïîëàãàþò f ′′(xk) = f ′′(x0) = const:

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(x0)
, k = 0, 1, 2, ..., x0 ∈ [a, b].

4.4. Ìåòîä ñåêóùèõ

Â ìåòîäå Íüþòîíà-Ðàôñîíà

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
, k = 0, 1, 2, ...,

èñïîëüçóþò êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

f ′′(xk) ≈
f ′(xk)− f ′(xk−1)

xk − xk−1
. Òîãäà ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà:

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f ′(xk)− f ′(xk−1)
f ′(xk), k = 1, 2, ..., x0 ∈ [a, b]
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Ðèñ. 2.

èëè

xk+1 = xk −
xk − yk

f ′(xk)− f ′(yk)
f ′(xk),

yk+1 = xk,

k = 0, 1, 2, ..., x0 ∈ [a, b]

5. Ìèíèìèçàöèÿ ìíîãîìîäàëüíûõ ôóíêöèé: ìåòîä ëîìàíûõ

Ìåòîä ðàññ÷èòàí íà ìèíèìèçàöèþ ìíîãîìîäàëüíûõ ôóíêöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà îòðåçêå [a, b], åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî L > 0 òàêîå, ÷òî

|f(x1)− f(x2)| 6 L|x1 − x2| ïðè âñåõ x1, x2 ∈ [a, b].

×èñëî L íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ Ëèïøèöà � ìîäóëü óãëîâîãî êîýôôè-

öèåíòà ëþáîé õîðäû ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) íå ïðåâîñõîäèò L: |tg α| 6 L
(ðèñ. 2).

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà.

Åñëè f(x) èìååò íà îòðåçêå [a, b] íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è äëÿ ýòîé
ïðîèçâîäíîé max[a,b] |f ′(x)| 6 L, òî L � ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà.

Â ìåòîäå ëîìàíûõ èñïîëüçóþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèè f(x), ãðàôèêàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëîìàíûå.

Ïóñòü f(x) óäîâëåòâîðÿåò íà [a, b] óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L.
Âûáåðåì òî÷êó x0 ∈ [a, b] ïîñòðîèì ôóíêöèþ

g(x, x0) = f(x0)− L|x0 − x|.
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Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4.

Ôóíêöèÿ g(x0, x) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x = x0 è ìèíèìàëüíà íà êîíöàõ
îòðåçêà [a, b] (ðèñ. 3).

Àïïðîêñèìèðóþùèå êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

• Øàã 1: Ðàññìîòðèì ïðÿìûå y = f(a)− L(x− a), y = f(b) + L(x− b).
Ãðàôèêè ôóíêöèé ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (x0, y0) ñ êîîðäèíàòàìè

x0 =
1

2L
[f(a)− f(b) + L(a+ b)], y0 =

1

2
[f(a) + f(b) + L(a− b)].

Îïðåäåëèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕ0(x):

ϕ0(x) =

{
f(a)− L(x− a), a 6 x < x0,

f(b) + L(x− b), x0 6 x 6 b.

Òî÷êîé ìèíèìóìà ϕ0(x) ÿâëÿåòñÿ x = x0 (ðèñ. 4).

• Øàã 2: Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

g(x, x0) = f(x0)− L|x0 − x|

è ïðîèçâåäåì ¾èñïðàâëåíèå¿ ëîìàíîé ϕ0(x) ïóòåì ïîñòðîåíèÿ íîâîé àï-
ïðîêñèìèðóþùåé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè (ðèñ. 5) :

ϕ1(x) = max[ϕ0(x), g(x0, x)]
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(a) (á)

Ðèñ. 5.

Ðèñ. 6.

Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äâóõ íîâûõ ¾íèæíèõ¿ âåðøèí: íîâàÿ àï-
ïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ1(x) ïî ñðàâíåíèþ ñ ϕ0(x) èìååò äâå òî÷êè
ìèíèìóìà:

xL1 = x0 −∆1, xR1 = x0 + ∆1, ãäå ∆1 =
1

2L
[f(x0)− ϕ0(x0)],

ϕ1(x
L
1 ) = ϕ1(x

R
1 ) =

1

2
[f(x0) + ϕ0(x0)],

Èç äâóõ òî÷åê xL1 , x
R
1 ìèíèìóìà ϕ1(x) çà òî÷êó x1 ãëîáàëüíîãî ìèíèìó-

ìà áåðåòñÿ òà, â êîòîðîé f(x) ïðèíèìàåò ìåíüøåå çíà÷åíèå. Òàê, åñëè
f(xL1 ) > f(xR1 ), òî x1 = xL1 , èíà÷å x1 = xR1 (ðèñ. 6).

Îáîçíà÷èì åå x1. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

g(x, x1) = f(x1)− L|x1 − x|

è íîâóþ àïïðîêñèìèðóþùóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕ2(x):

ϕ2(x) = max[ϕ1(x), g(x1, x)]
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(a) (á)

Ðèñ. 7.

Ó ôóíêöèè ϕ2(x) ïî ñðàâíåíèþ ñ ϕ1(x) ïîÿâèëèñü äâå íîâûå òî÷êè ìè-
íèìóìà (ðèñ. 7) , êîòîðûå íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî:

xL2 = x1 −∆2, xR2 = x1 + ∆2, ãäå ∆2 =
1

2L
[f(x1)− ϕ1(x1)],

ϕ2(x
L
2 ) = ϕ2(x

R
2 ) =

1

2
[f(x1) + ϕ1(x1)].

Èç äâóõ òî÷åê xL2 , x
R
2 ìèíèìóìà ϕ2(x) çà ñëåäóþùóþ òî÷êó ãëîáàëüíîãî

ìèíèìóìà x2 áåðåòñÿ òà, â êîòîðîé f(x) ïðèíèìàåò ìåíüøåå çíà÷åíèå.

• Øàã k: Ïóñòü èçâåñòíû òî÷êè x0, x1, x2, ...., xk. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëü-
íóþ ôóíêöèþ

g(x, xk) = f(xk)− L|xk − x|
è àïïðîêñèìèðóþùóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕk+1(x):

ϕk+1(x) = max[ϕk(x), g(xk, x)]

Íàéäåì ìèíèìóì ϕk+1(x).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ϕk(x), k = 0, 1, 2, ...,
òàêóþ, ÷òî

ϕk(x) 6 ϕk+1(x) 6 f(x).

Ñ ðîñòîì k ïîëó÷åííàÿ ëîìàíàÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïðèáëèæàåò ãðà-
ôèê ôóíêöèè f(x). Ïðè ýòîì xk ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìèíè-
ìóìà f(x).

Óñëîâèå îêîí÷àíèÿ ïîèñêà:

δk = 2L∆k < ε.
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5.1. Àëãîðèòì

• Øàã 1. Çàäàòü [a, b], L, ε.

• Øàã 2. Âû÷èñëèòü

x0 =
1

2L
[f(a)− f(b) + L(a+ b)], y0 =

1

2
[f(a) + f(b) + L(a− b)],

ϕmin ← y0.

• Øàã 3.

∆ =
1

2L
[f(x0)− ϕmin]

• Øàã 4. Åñëè 2L∆ < ε, òî xmin ← x0 è çàêîí÷èòü ïîèñê. Èíà÷å, ïåðåéòè
ê øàãó 5.

• Øàã 5.

xL1 = x0 −∆, xR1 = x0 + ∆, ϕ← 1

2
[f(x0) + ϕmin),

• Øàã 6.

Åñëè f(xL1 ) < f(xR1 ), òî x0 ← xL1 . Èíà÷å x0 ← xR1 .

ϕmin ← ϕ.

Ïåðåéòè ê øàãó 3.

6. Çàäàíèÿ ê ëàáîðàòîðíûì è ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì

• 1. Ðåàëèçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà-Ðàôñîíà, ãèáðèäíûé àëãîðèòì, ìåòîä
ñðåäíåé òî÷êè, ìåòîä õîðä íà òåñòîâîé çàäà÷å

f(x) = 2x2 + 4x, −2.0 < x < 0, a = −2.0, b = 0.0, ε = 10−10.

Ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè.
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• 2. Ìèíèìèçèðóéòå ôóíêöèþ

f(x) = x arctan(x)− 1

2
ln(1 + x2)

íà îòðåçêå [−6, 6] ìåòîäîì Íüþòîíà-Ðàôñîíà, ãèáðèäíûì àëãîðèòìîì,
ìåòîäîì ñðåäíåé òî÷êè, ìåòîäîì ñåêóùèõ. Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå íà÷àëü-
íûå ïðèáëèæåíèÿ. Íàéäèòå êàêîå-ëèáî çíà÷åíèå x0, ïðè êîòîðîì ìåòîä
Íüþòîíà-Ðàôñîíà íà÷íåò ðàñõîäèòüñÿ.

• 3. Ìèíèìèçèðóéòå ôóíêöèè

f(x) = (x4 − 1) íà îòðåçêå [0.5; 2];

f(x) = x sin(1/x) íà îòðåçêå [0.2; 1]

ìåòîäîì Íüþòîíà-Ðàôñîíà, ãèáðèäíûì àëãîðèòìîì, ìåòîäîì ñðåäíåé
òî÷êè, óïðîùåííûì ìåòîäîì Íüþòîíà, ìåòîäîì ñåêóùèõ. Ñðàâíèòå ýòè
ìåòîäû. Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîèëëîñòðèðóéòå ãðàôè÷åñêè.

• 4. Ìèíèìèçèðóéòå ôóíêöèè

f(x) =
cos 10x

ex
íà îòðåçêå [1; 5];

f(x) = 0.1x+ 2 sin 4x íà îòðåçêå [0; 4]

ìåòîäîì ìåòîäîì ëîìàíûõ. Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîèëëîñòðèðóéòå ãðàôè÷å-
ñêè.
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