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 4 Задание  1 Груз весом Pr  = 100кГ поддерживается двумя стержнями АВ и СВ. Определить силы (в кГ), возникающие в стержнях, если угол АСВ равен 90˚, угол АВС равен α = 3˚·([n/4] + 1).        Решение Пусть n = 101. Тогда Р4 = 1 и номер задачи из табл. 1.1 равен 2. Тогда [n/4] = 25  и  α =78˚. По условию груз поддерживается стержнями (находится в покое). Следовательно, вес груза – сила Рr = ВК  (см. рис. 1) уравновешивается результирующей BLR=r  сил, возникающих в стержнях под действием силы Pr , т.е. RP rr
−=   ( RР rr

=  и эти силы направлены противоположно).                                             А                у                                                         N           L                                                                                                            C  M1  α    B     M           x                                                                                                                                                                                        K           N1     Рис. 1. Разложение веса груза по направлениям стержней  Разложим силу Rr по направлениям стержней ВА и ВС. Для этого через точку L проведём прямые LM и LN, параллельные стержням ВА и ВС, до их пересечения с прямыми, содержащими стержни, в точках M и N. Очевидно, что  



 5                                            .BNBMBLR +==
r         Аналогично, раскладывается по направлениям стержней вес груза                                          ,11 BNBMBKP +==

r       и                              
Сила 1BN вызывает растяжение стержня ВА и порождает силу BN , возникающую в этом стержне, уравновешивающую силу растяжения .1BN  Аналогично, сила 1BM  вызывает сжатие стержня ВС и порождает силу BM , возникающую в стержне ВС, уравновешивающую силу сжатия 1BM .        Найдём  BM  и ,BN  обозначив  ,aBM =  ,bBN =  .PP =

r  Введём декартову систему координат, как  показано на рис. 3.1, и разложим векторы BM  и  BN  по базису { }ji vr ,  этой системы координат.        Очевидно, что         ,iaBM r
⋅=            ,sincos jbibBN rr

⋅⋅+⋅⋅−= αα           .jPP rr
⋅−=             Поскольку груз находится в покое, то результирующая этих сил  равна нулевому вектору 0r , т.е.                                            ,0rr

=++ PBNBM                             ,0sincos rrrrv
=⋅−⋅⋅+⋅⋅−⋅ jPjbibia αα                            .0)sin()cos( rrr
=⋅−⋅+⋅⋅− jРbiba αα         Это векторное равенство равносильно системе двух уравнений                                           





=−⋅
=⋅− ,0sin ,0cos Pb ba

α
α                                        откуда получаем                         .cos,sin αα

α
ctgPbaPb ⋅=⋅==                    

).,(,, 111 BNBNBMBMBNBNBMBM ==−=−=
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       Эти формулы можно получить и иначе. Треугольник BML прямоугольный, ВМ = а, BL = P, ML = b, угол BML равен α , и                             ,sin, αα == MLBLctgBLBM                                ,sin, αα == bPctgРа  откуда                                .sin,
α

α
PbctgPa =⋅=  Учитывая условия задачи получим  ).(24.1029781.010078sin100),(26.212126.010078100 kГbkГctga ==

°
==⋅=°⋅=   Задание 2 1способ. Точка О – точка пересечения медиан треугольника АВС. Найти координаты точки В, если ( )0;;1 3РАВ −= , ( )2;;1 5 −= РАС , ( )7;1;2 РО − . Решение  Пусть n=101. Тогда 23 =P , 15 =P , 37 =P .         Рис. 2. Вспомогательный чертёж к заданию 2 (1 способ)  Используя свойство сложения векторов по правилу параллелограмма, имеем: ACABAD += . Так как диагонали параллелограмма точкой пересечения делятся пополам, то ( )1;5,1;01;2;02 53 −=







 −
+

=
+

=
PPACABAM . Зная, что точка пересечения медиан делит медиану в отношении 2:1, начиная от вершины, имеем: 32=AMAO . 
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Таким образом,  






 −=






 −
+

== 32;1;032;3;032 53 PPAMAO . 
( ) ( )AAAAAA zyxzPyxAO −−−−=−−−−= 3;1;2;1;2 7 . Так как координаты вектора задаются единственным образом, то составим систему:        ;32 ;31 ;02

7
53

−=−

+
=−−

=−

A
AA

zP PPyx  ⇔     ;323 ;11 ;02
−=−

=−−

=−

A AAz yx   ⇔    .323 ;2;2
=

−=

=

AA
Azyx  Решив данную систему, нашли координаты точки A . Составим аналогичную систему для координат AB :  .0 ;;13

=−

=−

−=−

AB AB AB zz Pyy xx  ⇔    ;0323 ;22 ;12
=−

=+

−=−

ВВ
Вzyx   ⇔    .323;0;1

=

=

=

BB
Bzyx  Решением данной системы являются координаты искомой точки 







 323;0;1B . 2 способ.       Рис. 3. Вспомогательный чертёж к заданию 2 (2способ)  Пусть О′– начало отсчёта системы координат, т.е. координаты точки О′ : .0,0,0 === zyx  Вектор BO′  и точка B  имеют одинаковые координаты. OBOOBO +′=′ ; )3;1;2( −=′OO            )3( 7 =P  AOABOB −=  )(31213232 ACABADAMAO +⋅=⋅⋅=⋅=  







 −=−⋅=−+−⋅= 32;1;0)2;3;0(31))2;1;1()0;2;1((31AO  







−=






 −−−= 32;1;132;1;0)0;2;1(OB  
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−+−=′ 311;0;132;1;1)3;1;2(BO  .311;0;1 






B   Задание  3 Даны три силы: Fr 1 = P2· ir  + 2· jr  - 7· kr , Fr 2  =  3· ir  + P3· jr  + 4· kr  и Fr 3  =  -2· jr  + Р5· kr . Найти равнодействующую Rr сил (- Fr 1), Fr 2 , Fr 3 и работу, которую она производит, когда точка её приложения, двигаясь прямолинейно, перемещается из положения М0 ( 0 ; 1 ; P7 )   в положение М ( Р6 ; 0 ; 1 ). Решение Пусть  n = 101. Тогда  Р2 = 1, Р3 = 2, Р5 = 1, Р6 = 5, Р7 = 3, Fr 1 = (1; 2;-7),   (- Fr 1) = (-1;-2;7),  Fr 2 = (3;2;4),  Fr 3 = (0;-2;1)   и  Rr =(- Fr 1)+ Fr 2+ Fr 3=(2;-2;12). Если точка перемещается прямолинейно, а сила Rr , действующая на точку постоянна, то работа  А  силы равна скалярному произведению силы на вектор-перемещение точки. Вектор-перемещение  имеет вид: ММ0 =  (Р6  - 0; 0 - 1; 1 - P7) = (5; -1; -2).  Тогда работа  А  будет равна   А = ( )MMR 0;  = 2·5 + (-2)·(-1) + 12·(-2)  =  -12.  Задание 4 Сила ( )2;; 53 −= PPF  приложена к точке ( )74 ;2; PPC − . Определите величину (модуль) и направление (направляющие косинусы) момента этой силы относительно начала координат. Решение  Пусть n=101. Тогда 23 =P , 14 =P , 15 =P , 37 =P . Момент силы, приложенной к точке относительно начала координат, определяется по формуле: FrM ×= , где r  – радиус-вектор точки C  относительно начала координат. OCr = = (Р4 – 0; – 1– 0; Р7 – 0) = (Р4; – 1; Р7)= (1; – 1; 3)  



 9             ir     jr      kr           М  =   Р4   – 1     Р7  = Mx· ir  + My· jr  + Mz· kr ;           P3     P5   –2                   ir      jr      kr           М  =    1    –1      3 = –1· ir  – 8· jr + 3· kr .            2      1    –2 Величина момента силы:  ( ) ( ) 74381 222222 =+−+−=++= zyx MMMМ . Направляющие косинусы: MM x=αcos , MM y=βcos , MM z=γcos . Получаем: 7474cos −=α , 37744cos −=β , 74743cos =γ .  Задание 5 Найти ненулевой вектор, ортогональный векторам 
( )1;1;1 54 −+−= PPar  и ( )73 4;1;1 PPb −−=

r . Сделайте проверку.  Решение  Пусть n=101. Тогда 23 =P , 14 =P , 15 =P , 37 =P . По условию 
( )1;2;0 −=ar , ( )1;1;1=br . Векторное произведение двух векторов является вектором ортогональным к этим векторам. Это векторное произведение будет ненулевым вектором, тогда и только тогда, когда перемножаемые векторы неколлинеарны. Данные векторы неколлинеарные, поэтому их векторное произведение будет ненулевым вектором ортогональным им обоим.                       ir         jr        kr           ir      jr      kr   baс rrr

×= =  1–Р4    Р5+1   – 1   =    0      2     –1  = 3· ir  – jr – 2· kr ,                  Р3–1      1     4–P7        1      1       1 
( )2;1;3 −=сr . Проверка:  Два вектора ортогональны, если их скальное произведение равно нулю, тогда                    aс rr

⋅  = xc·xa + yc·ya + zc·za = 0;                     bс rr
⋅  = xc·xb + yc·yb + zc·zb = 0. 



 10                    aс rr
⋅ = ( ) 0)1(22)1(03 =−⋅−+⋅−+⋅ , следовательно aс rr

⊥ ,                    bс rr
⋅ = ( ) 0121)1(13 =⋅−+⋅−+⋅ , следовательно bс rr

⊥ .  Задание 6 Даны точки ( )2;;1 3PA −− , ( )0;2;5PB  и ( ) ( )( )12;43;2 3832335 +⋅−+++⋅ PPPPPPC . Образуют ли эти точки треугольник?  Если да, то чему равна его площадь?  Если нет, то запишите формулу для нахождения площади треугольника средствами векторной алгебры. Решение  Пусть n=101. Тогда 23 =P , 14 =P , 15 =P , 37 =P , 58 =Р . Точки А, В, С образуют треугольник тогда и только тогда, когда векторы AB  и AC  неколлинеарны, то есть когда их векторное произведение не равно нулю.                    ir        jr        kr  
=× ACAB    хAB    yAB    zAB   = xi ir+ yj jr + zk kr                    хAC    yAC    zAC 

( )20;22;11 −++=AB  
( )21;214;14 −−++=AC                  ir     jr     kr  

=× ACAB   2    4   –2     = 20 ir– 4 jr +12 0≠kr ,                  5    16   –3 следовательно точки А, В, С образуют треугольник. Площадь этого треугольника можно рассчитать по формуле: ACABS ABC ×⋅=∆ 21 , где 35412)4(20 222222 =+−+=++=× zyxACAB .  Таким образом, 35235421 =⋅=∆ABCS .  Задание  7 Даны точки: A(1; -P2; -1), B(1-P3 ; 0; 1), C(-1; 1; P5-2),  D(P2; P4; P8). Образуют ли эти точки пирамиду? Если да, то чему равен объём пирамиды? Если нет, то запишите формулу для нахождения объёма пирамиды средствами векторной алгебры.   



 11 Решение Пусть  n = 101. Тогда  Р2 = 1, Р3 =2, Р4 =1, Р5 =1, Р8 = 5. Точки  А, В, С, D  образуют пирамиду тогда и только тогда, когда векторы   АDАСАВ ,,  некомпланарные, т.е. когда их смешанное произведение не равно нулю. Найдем координаты этих векторов АВ =(1-Р3-1; 0-(-P2); 1-(-1)) = (-2; 1; 2),  АС =(-1-1;1-(-P2);P5 -2-(-1)) = (-2; 2; 0),  АD  = (P2 - 1; P4 - ( - P2); P8 - (-1)) = (0; 2; 6),  и их смешанное произведение  
( ) .20620 022 212;; −=−

−
=АDАСАВ       Итак, точки  А, В, С, D   образуют пирамиду и её объём можно найти по формуле 

⋅= 61V ( ) .;; ADACAB  Подставляя в формулу значение смешанного произведения, получим V= .310    Задание 8 Даны точки ( )2;1 57 −−− PPA  и ( )4;2 55 +− PPB . Найти: а) точку ( )11; yxC  – середину отрезка AB ; б) точку ( )22; yxD , которая делит отрезок AB  в отношении 999 1PP
−

+ . Решение  Пусть n=101. Тогда 15 =P , 37 =P , 29 =Р . Значит ( )1;4 −−A , ( )5;1−B . а) 5,22 1421 −=
−−

=
+

= BA xxx ;      22 5121 =
+−

=
+

= BA yyy . Получили ( )2;5,2−C . б) Если 839 199 =
−

+
= PP

λ , то ( ) 1135831 183412 −=
+

−⋅+−
=

+
⋅+

=
λ
λ BA xxx ,  



 12 
                                       117831 583112 =

+

⋅+−
=

+
⋅+

=
λ
λ BA yyy . Получили 







− 87;1135D .  Задание 9 На плоскости даны точки ( )11; yxA , ( )22; yxB , ( )33; yxC . Сделать чертёж треугольника АВС и найти: а) длину и уравнение стороны ВС (записать общее уравнение, каноническое, параметрические и с угловым коэффициентом); б) косинус угла А и угол А (в градусах); в) уравнение прямой, проходящей через точку А параллельно стороне ВС; г) высоту, проведённую к стороне ВС и её уравнение; д) уравнение медианы, проведённой к стороне ВС; е) уравнение биссектрисы угла А. Решение Даны точки ( )5;11 −A , ( )7;6B , ( )5;10 −−C . а) Каноническое уравнение прямой, проходящей через точки 
( )22; yxB , ( )33; yxC  рассчитывается по формуле: 23 223 2 yy yyxx xx

−

−
=

−

−  или 
myyl xx 22 −

=
− . Тогда каноническое уравнение прямой ВС будет иметь вид: 75 7610 6

−−
−

=
−−
− yx , или 127166 −

−
=

−
− yx , или 3 74 6 −

=
− yx .  Общее уравнение прямой: 0)( 22 =⋅−⋅+⋅−⋅ xmylylxm  или 0=+⋅+⋅ CyBxA . Тогда общее уравнение прямой ВС будет иметь вид: 

( ) ( )7463 −=− yx , 284183 −=− yx , 01043 =+− yx . Параметрические уравнения прямой, проходящей через точку B имеют вид: 




⋅+=

⋅+= .;22 tmyy tlxx  В качестве направляющего вектора берем вектор ( )3;4=BC и  параметрические уравнения прямой ВС будут иметь вид: 




+=

+= .37 ;46 ty tx  



 13 Уравнение прямой с угловым коэффициентом: BCBxAy −
⋅

−=   или  y = kx + b.     Тогда уравнение с угловым коэффициентом прямой ВС будет иметь вид: 2543 += xy . б) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

gyyxxyyxx yyyyxxxxABAC ABACA =
−+−⋅−+−

−⋅−+−⋅−
=

⋅

⋅
= 212212213213 12131213cos . А=arccos(g). 

( ) ( )0;21)5(5;1110 −=−−−−−=AC , тогда ( ) 21021 22 =+−=AC , 
( ) ( )12;5)5(7;116 −=−−−=AB , тогда ( ) 13125 22 =+−=AB , 

( ) 1351321 120521cos =
⋅

⋅+−⋅−
=A , 135arccos=A . в) 1 способ. Прямая, параллельная ВС имеет такой же угловой коэффициент k, как и ВС. Подставим координаты точки А в уравнение с угловым коэффициентом y = kx + b1 и найдем b1.  Уравнение с угловым коэффициентом прямой ВС, полученное в пункте а) имеет вид: 2543 += xy . По условию ( )5;11 −A . При подстановке координат точки А в уравнение 143 bxy +=  получим: 111435 b+⋅=− , откуда 4531 −=b . Таким образом, уравнение искомой прямой примет вид: 45343 −= xy  или 05343 =−− yx . 2 способ. Каноническое уравнение прямой, проходящей через точку 

( )11; yxA  имеют вид myyl xx 11 −
=

− , где ( )ml; - направляющий вектор прямой. В качестве направляющего вектора прямой направляющего вектора прямой параллельной ВС можно взять направляющий вектор прямой ВС, вектор ( ).3;4=BC  Тогда искомое уравнение примет вид: 3 )5(411 −−
=

− yx , т.е. 05343 =−− yx . г) 1 способ. Уравнение высоты к стороне ВС: 21 bxky +⋅−= .  



 14 b2 находится подстановкой значений x и y точки А в это уравнение. При подстановке координат точки А в уравнение 234 bxy +−=  получим: 211345 b+⋅−=− , откуда 3291 =b . Таким образом, уравнение искомой прямой примет вид: 32934 +−= xy  или 02934 =−+ yx . Для нахождения длины высоты, найдём точку пересечения стороны ВС и полученной высоты:  




=

=
⇔





=+−

=+−
⇔





=−+

=+−
⇔





=−+

=+− .44,3 ;08,5;01043 ;012725;087912 ;0401612;02934 ;01043 xyyx yyx yxyx yx  Получили точку ( )08,5;44,31A . Длина высоты: ( ) ( ) 6,12)5(08,51144,3 221 =−−+−== AAh . 2 способ. Уравнение прямой, проходящей через точку с координатами ),( 11 yx  перпендикулярно ненулевому вектору ),( BAn = имеет вид: 
( ) ( ) .011 =−⋅+−⋅ yyBxxA  В качестве нормального вектора высоты, проведенной к стороне ВС можно взять направляющий вектор прямой ВС, например вектор ).3;4(=BC  Тогда уравнение высоты будет иметь вид: 0))5((3)1(4 =−−⋅+−⋅ yх  или .02934 =−⋅+⋅ yx  Длина высоты– это расстояние от точки А до прямой ВС. Расстояние от точки ),( 11 yxA до прямой a, имеющей общее уравнение 0=+⋅+⋅ CyBxA  можно найти по формуле: 
( ) .)(, 22 11 BA CyBxAaAdh

+

+⋅+⋅
==  Общее уравнение прямой ВС имеет вид: .01043 =+⋅−⋅ yx  Поэтому .6,1256343 10)5(4113 2 ==

+

+−⋅−⋅
=h  д) Если точка М – середина ВС, то 2 32 xxxM +

= ; 2 32 yyyM +
= .  Уравнение медианы: 1111 yy yyxx xx MM −

−
=

−

− . 
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2АB C
А

По условию, ( )7;6B , ( )5;10 −−C , тогда 22 )10(6
−=

−+
=Mx , 12 )5(7

=
−+

=My . Значит ( )1;2−M . Уравнение медианы, проведённой к стороне ВС: )5(1 )5(112 11
−−
−−

=
−−
− yx  или 6 51311 +

=
−
− yx . е) По свойству биссектрисы угла: ACABCA BA

=22 .                                                                   Рис. 4. Вспомогательный чертёж к заданию 9 Пусть λ=ACAB , тогда координаты точки 2A  находяться по формулам: 
λ
λ
+
⋅+

= 1 322 xxxA ; 
λ
λ
+
⋅+

= 1 322 yyyA , где ( )22; yxB , ( )33; yxC .  Из пункта б) мы имеем: 21=AC , 13=AB , значит 2113
== ACAB

λ , тогда ( ) 17221131 10211362 −=
+

−⋅+
=Ax , ( ) 174121131 5211372 =

+

−⋅+
=Ay . Искомое уравнение биссектрисы мы находим как уравнение прямой, проходящей через точки ( )5;11 −A  и 







− 1741;1722A . 
)5(1741 )5(11172 11

−−

−−
=

−−

− yx  или 1712651718911 +
=

−

− yx , или 2 5311 +
=

−
− yx .    



 16 Задание 10  Дана точка (0;2) пеpесечения медиан тpеугольника и уpавнения двух его стоpон 5x - 4y + 15 = 0  и  4x + y - 9 =0. Найти кооpдинаты веpшин тpеугольника и уpавнение тpетьей стоpоны.  Решение  Кооpдинаты одной веpшины найдем как кооpдинаты точки пеpесечения данных стоpон, для  чего pешим систему уpавнений 




=−+
=+− .094 ,01545 yx yx  Получаем 





=+−−
−= ,015)49(45 ,49 xx xy  или 




=
= .5,1yx      Точка О пеpесечения медиан тpеугольника называется его центpом. Отметим одно свойство центpа тpеугольника, котоpое используем для нахождения кооpдинат остальных веpшин:  ,3,3 321321 уууxхххх ЦЦ ++

=
++

=  где ЦЦ yx ,  - кооpдинаты центpа тpеугольника;        ii yx ,  - кооpдинаты i-ой веpшины тpеугольника, i = 1,2,3. Для доказательства этих фоpмул pассмотpим тpеугольник A1A2A3, где A ( ii yх ; ),  i = 1,2,3 (см. pис. 3.2)                                            А3                                                                                                                                           Оц                                                                    А1                                   В                                   А2                   Рис. 5. Вспомогательный чеpтёж к заданию 10  Пусть B – сеpедина стоpоны А1А2. Тогда А3В – медиана тpеугольника А1А2А3. По известному из элементаpной геометpии 



 17 свойству медиан тpеугольника A3Oц = 2·BOц. Тогда кооpдинаты точки B найдем по фоpмулам:  ,22 2121 уууиххх ВВ +
=

+
=  а кооpдинаты центpа Oц из вектоpного соотношения ,23 ЦЦ ВОАО ⋅= котоpое в кооpдинатной фоpме записывается так: .)2(2,)2(2 213213 ууууухххxx ЦЦЦЦ +

−⋅=−
+

−⋅=−  Отсюда, выpажая Цx  и Цу  чеpез ii xх , , получим тpебуемые фоpмулы.  Используя доказанные фоpмулы, полагая в них 1х  = 1 и 1у  = 5, Цх  = 0 и Цу  = 2, получим два уpавнения, котоpым должны удовлетвоpять кооpдинаты остальных двух веpшин  ,352,310 3232 yyхх ++
=

++
=  откуда 2х  + 3х  = -1,   2у  + 3у  = 1.  Еще два уpавнения получим если потpебуем, чтобы искомые точки, веpшины тpеугольника, пpинадлежали заданным стоpонам, т.е. их кооpдинаты удовлетвоpяли уpавнениям этих стоpон  5x - 4y + 15 = 0,  4x + y - 9 = 0.  Итак, для опpеделения четыpех неизвестных 3232 ,,, уухх , мы имеем четыpе независимых условия: 









=−+
=+−

=+
−=+ .094 ,01545 ,1 ,1

33 22 32 32 yx yx yy xx  Решив эту систему уравнений, получим 2х = -3, 2у = 0, 3х = 2, 3у = 1.  Уpавнение тpетьей стоpоны запишем как уpавнение пpямой, пpоходящей чеpез две заданные точки  (-3;0)  и  (2;1) 01 0)3(2 )3(
−

−
=

−−

−− ух  или .5 3 ух
=

+  



 18 Итак, уpавнение тpетьей стоpоны x - 5y + 3 = 0, а веpшины тpеугольника имеют кооpдинаты  (1;5), (-3;0), (2;1).  Задание 11 В пространстве даны точки ( )111 ;; zyxA , ( )222 ;; zyxB , ( )333 ;; zyxC  и 
( )444 ;; zyxD . Сделать чертёж пирамиды ABCD и найти: а) длину и уравнение ребра АВ; б) уравнение грани АВС; в) высоту, проведённую из вершины D и её уравнение; г) проекцию вершины D на плоскость АВС; д) уравнение прямой, проходящей через вершину D параллельно ребру АВ; е) уравнение плоскости, проходящей через вершину D параллельно грани АВС; ж) уравнение плоскости, проходящей через ребро АD перпендикулярно грани АВС; з) уравнение проекции ребра АD на грань АВС; и) угол между ребрами АВ и AD; к) угол между ребром AD и гранью АВС; л) угол между гранями АВС и АВD. Решение Даны точки ( )3;5;1 −A , ( )2;1;4 −B , ( )5;3;3−C , ( )1;1;2 −D . а) Уравнение прямой, проходящей через две точки ( )111 ;; zyxA , 
( )222 ;; zyxB  имеет вид: 12 112 112 1 zz zzyy yyxx xx

−

−
=

−

−
=

−

− . Тогда прямая AB  задаётся уравнением: 32 3)5(1 )5(14 1
−
−

=
−−−
−−

=
−
− zyx  ⇔  134 53 1

−
−

=
+

=
− zyx . Длина ребра AB  может быть рассчитана как модуль вектора AB  по формуле:      ( ) ( ) ( )212212212 zzyyxxAB −+−+−= . 

( ) ( )1;4;332);5(1;14 −=−−−−−=AB , тогда 26)1(43 222 =−++=AB . б) Уравнение плоскости, проходящей через три точки ( )111 ;; zyxA , 
( )222 ;; zyxB  и ( )333 ;; zyxC  имеет вид: x – x1       y – y1       z – z1 x2 – x1     y2 – y1     z2 – z1   = 0 x3 – x1     y3 – y1     z3 – z1 



 19 Найдём уравнение грани ABC , используя данную формулу:   1−x    )5(−−y    3−z       1−x    5+y   3−z     14 −   )5(1 −−−     32 −  =    3       4       1−   = 14640216 −+− zyx  13−−    )5(3 −−     35 −       4−       8        2  Получим уравнение плоскости 014640216 =−+− zyx  ⇔  073208 =−+− zyx . в) Уравнение прямой, проходящей через данную точку 
( )444 ;; zyxD  перпендикулярно к плоскости 0=+++ DCzByAx  имеет вид: CzzByyAxx 444 −

=
−

=
− . Искомая высота проходит через точку ( )1;1;2 −D  перпендикулярно грани ABC , то есть перпендикулярно плоскости, заданной уравнением 073208 =−+− zyx . Значит уравнение прямой, содержащей эту высоту имеет вид: 201118 2 +

=
−
−

=
− zyx . Расстояние от точки ( )444 ;; zyxD  до плоскости 0=+++ DCzByAx  рассчитывается по формуле: 93465465520)1(8 )1(201)1(28 222222 444 =

−
=

+−+

−⋅+⋅−+⋅
=

++

+⋅+⋅+⋅
= CBA DzCyBxAh . г) Чтобы найти проекцию вершины D на плоскость АВС, необходимо отыскать основание 1D  перпендикуляра, опущенного из точки ( )444 ;; zyxD  на плоскость 0=+++ DCzByAx . Уравнение этого перпендикуляра найдено в пункте в): 201118 2 +

=
−
−

=
− zyx . Запишем данное уравнение в параметрическом виде: 









+−=

−=

+= .201 ,1 ,82 tz ty tx                                                                                       (1) Далее необходимо подставить данные выражения для x, y, z в уравнение плоскости АВС, найденное в пункте б): 073208 =−+− zyx . 
( ) ( ) ( ) 073201201828 =−+−+−−+ ttt , откуда находим t : 046578 =+− t , 15526

=t . Далее необходимо подставить найденное значение t  в систему уравнений (1). Получим координаты искомой точки. 
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=

=

=

⇔















⋅+−=

−=

⋅+=

.155365 ,155129 ,155518
.15526201 ,155261 ,1552682

zy
x

zy
x  

Значит, проекция 1D  вершины D на плоскость АВС имеет координаты 






 155365;155129;155518 . д) Уравнение прямой, проходящей через вершину D  параллельно ребру AB  представляет собой уравнение прямой, проходящей через точку ( )444 ;; zyxD  параллельно направляющему вектору ( )nmlAB ;;=  и находится по формуле: nzzmyyl xx 444 −
=

−
=

− . По условию ( )1;1;2 −D , а вектор был найден в пункте а) 
( )1;4;3 −=AB . Тогда искомая прямая имеет вид: 114 13 2

−
+

=
−

=
− zyx . е) Плоскость, параллельная плоскости 0=+++ DCzByAx  и проходящая через ( )444 ;; zyxD  имеет вид:   ( ) ( ) ( ) 0444 =−+−+− zzCyyBxxA . Тогда, искомая плоскость, проходящая через точку ( )1;1;2 −D  параллельно плоскости 073208 =−+− zyx , задаётся уравнением: 

( ) ( ) ( ) 0120128 =++−−− zyx  ⇔  05208 =++− zyx . ж) Уравнение плоскости, проходящей через ребро АD перпендикулярно грани АВС находится как уравнение плоскости, проходящей через прямую 14 114 114 1 zz zzyy yyxx xx
−

−
=

−

−
=

−

−  перпендикулярно плоскости 0=+++ DCzByAx :  x – х1      y – y1      z – z1  x4 – х1    y4 – y1     z4 – z1    = 0.     A             B              C  Найдём уравнение прямой АD: 31 3)5(1 )5(12 1
−−
−

=
−−
−−

=
−
− zyx  

⇔ 436 51 1
−
−

=
+

=
− zyx . Уравнение плоскости ABC  было получено в пункте б): 073208 =−+− zyx .   



 21 Тогда искомое уравнение плоскости имеет вид:  1−x     5+y    3−z     1        6      –4     = 0 ⇔  02294952116 =−−− zyx .    8      –1       20 з) Проекция ребра АD на грань АВС является прямой, проходящей через точки ( )3;5;1 −A  и точку, найденную в пункте г), имеющую координаты 






 155365;155129;155518 . Каноническое уравнение проекции получим используя уравнение прямой, проходящей через две заданные точки. 3155365 3)5(155129 )5(1155518 1
−

−
=

−−

−−
=

−

− zyx  ⇔  100390453631 −
−

=
+

=
− zyx . и) Угол ϕ  между ребрами АВ и AD находится как угол между векторами ( )111 ;; nmlAB =  и ( )222 ;; nmlAD = : 

222222212121 212121cos nmlnml nnmmll
++⋅++

⋅+⋅+⋅
=ϕ , Имеем: ( )1;4;3 −=AB , тогда 26)1(43 222 =−++=AB ,               ( )4;6;1 −=AD , тогда 53)4(61 222 =−++=AD ,                1378315326 )4()1(6413cos =

⋅

−⋅−+⋅+⋅
=ϕ , 037137831arccos ≈=ϕ . к) Угол ψ  между ребром AD и гранью АВС находится по формуле: 222222sin nmlCBA nCmBlA

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=ψ ,  где ( )CBA ;;  – координаты нормального вектора n  плоскости ABC ,         ( )nml ;;  – координаты направляющего вектора q  прямой AD . Имеем: ( )20;1;8 −=n  и ( )4;6;1 −=q  – соответственно. 2464578)4(6120)1(8 )4(206)1(18sin 222222 =

−++⋅+−+

−⋅+⋅−+⋅
=ψ , 

o332464578arcsin ≈=ψ . л) Угол θ  между гранями АВС и АВD находится как угол между нормальными векторами плоскостей   АВС и АВD. Нормальный вектор плоскости ABC  имеет координаты ( )20;1;8 − .    



 22 Найдём уравнение плоскости АВD аналогично пункту б):   1−x    )5(−−y     3−z       1−x    5+y  3−z     14 −   )5(1 −−−     32 −  =    3       4      1−   = 23141110 +++ zyx    12 −     )5(1 −−   31−−         1      6     4−  Получим уравнение плоскости 023141110 =+++ zyx . Для данной плоскости направляющий вектор имеет координаты: ( )14;11;10 . 19390534914111020)1(8 142011)1(108cos 222222222222212121 212121 =
++⋅+−+

⋅+⋅−+⋅
=

++⋅++

⋅+⋅+⋅
= CBACBA CCBBAA

θ , 
o42193905349arccos ≈=θ .  Задание 12 Дана точка ( )2;0;1 −M . Найти: а) точку ( )1111 ;; zyxM , симметричную М относительно точки 

( )357 3;;1 PPPS −−− ; б) точку ( )2222 ;; zyxM , симметричную М относительно прямой 
357 3 121 1 PzPyPx

−
−

=
−

=
−−
+  в) точку ( )3333 ;; zyxM , симметричную М относительно плоскости 

( ) ( ) 031 357 =⋅−+⋅+⋅−− zPyPxP  Решение Пусть n=101. Тогда 23 =P , 15 =P , 37 =P . а) Согласно заданным условиям, ( )1;1;4−S .  Точки M  и 1M  называются симметричными относительно точки S  (центр симметрии), если S  – середина отрезка 1MM . Общая формула середины отрезка: 2 1MМS xxx +
= . Откуда получаем: 91)4(221 −=−−⋅=−⋅= MSM xxx ,  201221 =−⋅=−⋅= MSM yyy ,  4)2(1221 =−−⋅=−⋅= MSM zzz . Таким образом, ( )4;2;91 −M . б) Согласно заданным условиям, исходная прямая имеет вид: 5 11 241 −

=
−

=
−
+ zyx . 



 23 Точки M  и 2M  называются симметричными относительно прямой a  (ось симметрии), если прямая a  проходит через середину отрезка 2MM  и перпендикулярна к этому отрезку. Находим уравнение плоскости, которая перпендикулярна данной прямой и проходит через точку ( )2;0;1 −M . Так плоскость перпендикулярна заданной прямой, то в качестве её вектора нормали можно взять направляющий вектор этой прямой с координатами ( )5;1;4− . Следовательно уравнение плоскости имеет вид:  
( ) ( ) ( ) 0)2(50114 =−−⋅+−⋅+−⋅− zyx  ⇔  0654 =+++− zyx . Найдем координаты точки пересечения данной плоскости и нашей прямой. Для этого запишем уравнение прямой в параметрической форме: 









+=

+=

⋅−−= .51 ;2 ;41 tz ty tx                                                   (1) Далее необходимо подставить данные выражения x, y, z в уравнение плоскости и вычислить значение t.  
( ) ( ) ( ) 065152414 =++++−−−− ttt , откуда находим 4217

−=t . Затем подставим найденное значение t в систему уравнений (1): 
 





















−⋅+=

−=








−⋅−−=

.421751 ;42172 ;421741
zy
x     ⇔    















−=

=

−=

.4243;4267 ;4213
zy
x  

Получится искомая точка 






 −− 4243;4267;4213G  пересечения прямой и плоскости. Далее см. пункт а). 213414213222 −=−






−⋅=−⋅= MGM xxx ,  216704267222 =−⋅=−⋅= MGM yyy ,  211)2(4243222 −=−−






−⋅=−⋅= MGM zzz . Таким образом, 






 −− 211;2167;21342M . 



 24 в) Согласно заданным условиям, исходная плоскость имеет вид: 014 =+++− zyx . Точка 3M  называется симметричной точке M  относительно плоскости α , если плоскость α  перпендикулярна отрезку 3MM  и проходит через его середину. Находим уравнение прямой, которая перпендикулярна данной плоскости и проходит через точку ( )2;0;1 −M . Так как прямая перпендикулярна заданной плоскости, то в качестве её направляющего вектора можно взять вектор нормали плоскости с координатами ( )1;1;4− . Уравнение этой прямой в параметрической форме имеет вид:  








+−=

+=

⋅−= .2 ;0 ;41 tz ty tx                                                                                       (2) Далее найдём точку пересечения этой прямой с исходной плоскостью. Для этого необходимо подставить данные выражения x, y, z в уравнение плоскости и вычислить значение t.  
( ) ( ) ( ) 0120414 =++−+++−− ttt , откуда находим 145−=t . Далее подставить найденное значение t в систему уравнений (2).  















+−=

+=

⋅−=

.1452 ;1450 ;14541
zy
x  ⇔















−=

−=

=

.1433 ;145;717
zy
x  

Получится искомая точка 






 −− 1433;145;717R  пересечения прямой и плоскости. Далее см. пункт а). 7271717223 =−⋅=−⋅= MRM xxx ,  750145223 −=−






−⋅=−⋅= MRM yyy ,  719)2(1433223 −=−−






−⋅=−⋅= MRM zzz . Таким образом, 






 −− 719;75;7273M . 
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