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Введение   Цель преподавания математики в вузе – ознакомить студентов с основами математического аппарата, необходимого для решения теоретических и практических задач; привить студентам умение самостоятельно изучать учебную литературу по математике и ее приложениям; развивать логическое мышление и повысить общий уровень математической  культуры; выработать навыки математи-ческого исследования прикладных вопросов и умение перевести за-дачу на математический язык. Содержание настоящего пособия соответствует разделам «Пределы», «Дифференциальное исчисление функций одной пере-менной» курса математики. Пособие включает в себя как теорети-ческие, так и практические задания соответствующей тематики. Важным фактором усвоения математики и овладения ее мето-дами является самостоятельная работа студента. Настоящее пособие предназначено студентам очной формы обучения, но может использоваться также и студентами дистанци-онной формы обучения. Для студентов заочной формы обучения пособие представляет собой задачник по тематическому модулю «Математический анализ функций одной переменной» с разбором отдельных заданий. Студентам дистанционной формы обучения пособие может служить собранием тренинговых упражнений обу-чающего характера. Студентам очной формы обучения может быть рекомендовано для выполнения модуля. Выбор варианта производится соответственно номеру студен-та в списке группы.        



 5 
1. Индивидуальные задания  1.1. Теоретические задания 1.  Доказать теорему о сумме бесконечно-малых функций. 2. Доказать теорему о произведении бесконечно-малых функ-ций на ограниченную функцию. 3.  Доказать теорему о пределе суммы нескольких функций. 4.  Доказать теорему о пределе произведения нескольких функ-ций. 5.  Доказать теорему о пределе частного. 6.  Вывод формулы I замечательного предела. 7.  Доказать теорему о II замечательном пределе. 8.  Определения непрерывности функции. 9.  Свойства непрерывных функций. 10. Производная. Геометрический смысл производной. 11. Доказать теорему о производной степенной функции. 12. Доказать теорему о производной тригонометрических функ-ций y=sinx, y=cosx. 13. Доказать теорему о производной произведения двух функ-ций. 14. Доказать теорему о производной сложной функции. 15. Доказать теорему о производной тригонометрических функ-ций y = tgx, y = ctgx. 16. Доказать  теорему  о  производной обратных тригонометри-ческих функций y = arcsin x, y = arccos x. 17. Производная функции, заданной параметрически. Пример. 18. Производная функции, заданной неявно. Пример. 19. Уравнения касательной и нормали. 20. Определение и нахождение асимптот. 21. Лемма Ферма и ее доказательства. 22. Теорема Лагранжа о среднем. 23. Теорема Коши о среднем. 24. Правило Лопиталя. 25. Формула Тейлора. 26. Метод нахождения интервалов монотонности. Точки экстре-мума. 27. Интервалы выпуклости (вогнутости). Точки перегиба. 
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1.2. Практические задания   1.2.1. Задание 1   Вычислить пределы функций. Задания представлены в табл.1.1.   1.2.2. Задание 2  

Задана функция 








>+−

≤<−+

−≤+

= nx,mx ;nxn,nx ;nx,nx)x(f 2 .    Найти точки разрыва 
функции, если они существуют.  Сделать чертёж.          m – число гласных букв в фамилии,          n  - число согласных букв в фамилии   1.2.3. Задание 3  Вычислить производные функций, заданных явно. Задания представлены в табл.1.2.   1.2.4. Задание 4  Вычислить производные различных функций. Задания пред-ставлены в табл.1.3.   1.2.5. Задание 5  Исследовать функцию методом дифференциального исчисле-ния и построить график. Задания представлены в табл.1.4. 
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lim

22
0x

−
+

−
+

→
 

 
 

−
→

x3tg1
x3sin1

lim 0x
 

3x
x

3x2x
lim

−

∞
→

 
 

−+
 

29 
3x5

x2
3x10x3 lim

22
x

−
+

+
+

∞
→

 
 

 
−

⋅  
 

−
→

2x2
x2 2x

lim 2x
 

x
3

57x2
lim 9x

−

−
+

→
 

2
0x

x2
x7cos1 lim

−
→

 
1x3

3 lim
x 1x
−−

→
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30 
1x5

x
4

x7x2 lim
4

2
3

x
−

+

+
+

∞
→

 
 

 
−

⋅  
 

−
→

3x2
x3 3x

lim 3x
 

32x
23x

lim 7x
−

+

−
−

→
 

22
2

0x
x3

x2
cosx

cos lim
−

→  
2x

2x
log lim

2
2x

−

−
→

 
31 

2x4x
x4x7

lim
33

x
+

−

+
∞

→
 

 
 

−
⋅  

 
−

→
x2x

2x x2
lim 2x

 
x8

x8
x2

lim 0x
+

−
−

→
 

x3tg
x3cos22 lim

2
0x

−
→

 
)1x(2

5
5 lim

x 1x
−−

→
 

32 
7x

x2
3x4x8 lim

2
3

5
x

−
+

+
−

∞
→

 
 

 
−

⋅  
 

−
→

x4x
4x x4

lim 4x
 

5
25

x
24

x
lim

22
0x

−
+

−
+

→
 

9x2
3

x3sin
lim 0x

+
−

→
 

2x3
x

3x2
1x2

lim
−

∞
→

 
 

−+

 
33 

1x2
x

7
x3x5 lim

3
4

2
4

x
+

+

+
−

∞
→

 
 

 

+
−

−+
−

→
2xx

4
x

4
x

lim
22

2
x

 
9

x
33x4

lim
2

3x
−

−
−

→
 

2
1

x
x1

)1xsin( lim
−

+
−

→
 

1x
x

4x2x
lim

+

∞
→

 
 

−+
 

34 
7x

x2
5x2

x3 lim
24

x
+

+

−
+

∞
→

 
 

 

+
−

−+
−

→
3xx

9x
9

x
lim

22
3

x
 

xx1
x lim

3
1x

−−
→

 
 

 
−

→
xsin1

tgx1
lim 0x

 
x2e

e lim
x5

x4 0x
−

→
 

35 
2x3

x4
5x4

x8 lim
22

x
+

−

−
+

∞
→

 
x62

2x7
x3 lim

2
x 31

−
+

−
→

 
x3

x3
x3

lim 0x
+

−
−

→
 

x2sinxsin
x7

lim 0x
+

→
 

2x
x

1x2
4x2

lim
+

−

∞
→

 
 

+−

 
36 

1x2x4
5x3

x8 lim
2

32
x

+
−

+
+

∞
→

 
x156

4x12
x5 lim

2
x 52

−
+

−
→

 
11

x
2

2
x

lim
22

0x
−

+

−
+

→
 

2
0x

x3
x4cosx2cos lim

−
→

 
2x3

x
1x4
2x4

lim
 

 
+−

∞
→
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37 
4

2
4

x
x2

x3x
xx41

lim
+

+

−
+

∞
→

 
(

) 18x3
x3

x36
lim

2
2

2x
−

+−
→

 
22

0x
x3

9
x

3 lim
+

−
→

 
9x2

3
x3sin

lim 0x
+

−
→

 
1x2

x
3x2x2

lim
+

∞
→

 
 

−
 

38 
x5

x3
x2x34 lim

4
2

x
+−

−
∞

→
 

x26
24x2

x2 lim
2

3x
−

−
+

→
 

x
1

x
1 lim

4
1x

−−
→

 
x3sinxsin

x2
lim 0x

−
→

 
7x

1x
log lim

7
7x

−

−
→

 
39 

7x
x2

3x4
x8 lim

2
3

5
x

−
+

+
−

∞
→

 
 

 

−
−

−+
→

y48
yy4
y

16
lim

22
4y

 
xx28

x
lim

3
2x

−−
→

 
2

0x
x

x2sinx2tg lim
−

→
 

x
x

x35x32
lim

 
 

−−
∞

→
 

40 
5x7

1x3x2 lim
3

x
+

+
−

∞
→

 
(

)
(

) 2x9x10
x156

x52
lim

2
x 52

+
−

−
−

−
→  

x
4

x
2 lim

4
16x

−−
→

 
x5sin
x5cos1 lim

2
0x

−
→

 
1x7

7 lim
x 1x
−−

→
 

41 
2

2
x

x3x
7x5

x3 lim
−

−
+

∞
→

 
 

 
+

⋅  
 

−
−

→
x2x2

x1 41
lim

2
2

x  
10x

31x
lim 10x

−

−
−

→
 

x4cosx2cos
x3

lim
2

0x
−

→  
4x2

x
1x4
2x4

lim
+

∞
→

 
 

−+

 
42 

1x3
x2

7
x3x5 lim

2
4

2
3

x
−

+

+
−

∞
→

 
2x3

x
1x4

x3 lim
22

1x
+

−

+
−

→
 

51x6
x2

lim 4x
−

+−
→

 
x2

x2
x10

arcsi
n

lim
2

0x
−

→
 

4x2
x

3x7
2x7

lim
+

∞
→

 
 

++

 
43 

52
5

x
xx21

8
x3

x4 lim
−

−

+
−

∞
→

 
6x5

x
12x

x lim
22 3x

+
−

−
+

→
 

x8
x8

x2
lim 0x

+
−

−
→

 
2

1x
x1

)1xsin( lim
−

−
→

 
x 72

x
x23x24

lim
 

 
+

−
+

∞
→  
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44 
x

x3
x

x2x4 lim
22

3
x

−

+
−

∞
→

 
64x

4x3
x lim

32 4
x

+

−
+

−
→

 
x

9
x

3 lim
4

81x
−−

→
 

xsin
x

arcsi
n

lim 0x→
 

4x
x

4x2
x25

lim
+

∞
→

 
 

−
+

 
45 

1x5
x6

2x4
x3 lim

22
x

+
+

+
−

∞
→

 
20x12

x
6x5

x
lim

22
2x

+
−

+
−

→
 

xx28
x

lim
3

2x
−−

→
 

2
0x

x4
xcosx5cos lim

−
→

 
x4e

e lim
x7

x3 0x
−

→
 

46 
3x7

x2
x7

x4
x3 lim

2
2

3
x

−
+

−
+

∞
→

 
5x14

x3
5x11

x2 lim
22

5x
−

−

+
−

→
 

(
) x

2x
lim 2x

−
−

→
 

x5sin
x3

arcsi
n

lim 0x→
 

x2
x

x34x3
lim

−

∞
→

 
 

+
 

47 
4

2
4

2
x

x
x32

x5
x2x lim

+
+

+
−

∞
→

 
3x2

x2
5x4

x
lim

22
1

x
−

−

−
−

−
→

 
10x

31x
lim 10x

−
−

−
→

 
x2

arcsi
n

xsinx5sin lim 0x
−

→
 

1x5
5 lim

x 1x
−−

→
 

48 
5

x8x2
7x3

lim
2

3
x

+
+

+
∞

→
 

2x
x3

1x4
x5 lim

22
1

x
−

+

−
+

−
→

 
x

4
x

2 lim
4

16x
−−

→
 

23
0x

x4
x3

cosx3cos lim
−

→  
1x2

x
2x3x

lim
+

∞
→

 
 

−+
 

49 
22

x
x7x21

x14x3
lim

+
+

+
∞

→
 

3x7
x2

6x7
x3 lim

22
3x

+
−

−
−

→
 

x4
2x

12x
x

lim
2

3x
−

−
−

−
+

→  
 

 
−

→
x2sin1

x2tg1
lim 0x  

2x3
x

x5x
lim

+

∞
→

 
 

+
 

50 
5

x3x2
x37

lim
2

3
4

x
−

+−
∞

→
 

6x
x

8x
lim

23
2x

−
+

−
→

 
51x6

x
2

lim 4x
−

+−
→

 
2

1
x

x1
)1xsin( lim

−

+
−

→
 

x4
x

x34x3
lim

−

∞
→

 
 

+
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1 

2xx1
y

+
=

 
x4x2 ey

−
=

 
2

3
)5x(lgy

+
=

 
)1

x2(
cosy

2
2

+
=  

22
2

xx2x
arcsi

n
y

+
=

 
2 

)2x(xx
y

+
=

 
2 x1 x 5y

+
=

 
)4

x(lny
2

2
+

=
 

)4x2(tgy
2

+
=

 
3x

arctgy
2

=
 

3 
3 )x1(x1

y
−  

 

+
=

 
x

cosx
2

2y
+

=
 

)x
x(logy

2
3 3

+
=

 
)7

x2(ctgy
2

3
+

=  
4xx2

arcct
g

y
2

+
=

 
4 

3
2

)x1(x
y

+
⋅

=
 

xsinx2 ey
+

=
 

 
 

−
=

1x2x
lny

3
 

)1
x2(siny

2
2

+
=  

2x3
x

arcco
s

y
2 +−

=
 

5 
4

2
2

x2x
y

+
=

 
xln2x2 7y

−
=

 
 

 
=

xsinx2
lny

3
 

)4
x3(

cosy
2

3
−

=   
x22x

arctgy
2

+
=

 
6 

3
2

x4
xx2y

+
⋅

=
 

x2cosx2 ey
−

=
 

)x16
x(

logy
2

2 7
+

=
 

x21x tgy
2

+
=

 
4x

arcsi
n

y
3

2
=

 
7 

3
2 x7xx

y
+

=
 

x1 x2 ey
+

=
 

 
 

+
=

2
x3x

lgy
2

3
 

1xx
ctgy

3
+

=
 

1xx
arcco

s
y

2 −
=
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8 
x2

xx
y

2 +
=

 
2

2 x1
x 3y

+
=

 
(

) x
x

logy
2

2 5
+

=
 

5xx2
siny

3
+

=
 

1x4
x

arctgy
2 +−

=
 

9 
3

2
x

xx3
y

+
=

 
xx1

x2 ey
+

=
 

 
 

+
=

2xx
lgy

3
 

4
x2x

cosy
2

2
+

=
 

2xx2
arcct

g
y

2
+

=
 

10 
3

x2x
y

+
=

 
3 x

x 8y
+

=
 

 
 

+
=

x2xx
logy

3 2
 

x4
xx

tgy
2

3
+

=
 

2x
arcsi

n
y

3
+

=
 

11 
3

2
3

xx21
y

+
+

=
 

4xx ey
+

=
 

(
) x2

xlgy
2

3
+

=
 

4
x1

ctgy
2

2
+

=
 

x
2x

arcco
s

y
2

+
=

 
12 

5
2

x4
x21

y
+

=
 

x7x2 3y
−

=
 

(
) x4x

logy
2 2

+
=

 
(

) 4x2
siny

3
+

=
 

2
2

x4xx
arctgy

+
=

 
13 

3
2x

x
y

+
+

=
 

x4
x2 2y

−
=

 
 

 

+
=

xx3
xx

lny
2

3
 

(
) 4

x2
cosy

2
2

+
=

 
x4x

arctgy
3

+
=

 
14 

3
4x2x

1
y

+
+

=
 

xln4x2 2y
−

=
 

 
 

+
=

x1 x
logy

2 3
 

x2
xx

tgy
2

3
+

=
 

4
xx

arcsi
n

y
2

2
+

=
 

15 
2 x1 x1

y
+

+

=
 

3
4

x2x ey
−

=
 

(
) x

x2lgy
3

+
=

 
7x2

4x
ctgy

2
−

+
=

 
1xx2

arcco
s

y
3

+
=
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16  

3
3 x1 x2

y
+

+
=

 
x2cos4x2 2y

−
=

 
 

 
+

=
2

2 5
x4 x

logy
 

(
) x

x
cosy

3
+

=
 

x7x2
4x

arctgy
++

=
 

17 
5

x7
x2

y
−

=
 

7x2x2 4y
+

−
=

 
 

 
+

=
x1

x
lgy

2
2

 
(

) x4x2tgy
2

+
=

 
3x2
x4x

arcsi
n

y
+

+
=

 
18 

x4x22
x

y
+

=
 

x7 x32 ey
−

=
 

 
 

+
=

x1 x
lgy

3
 

 
 

+
=

2xx
ctgy

3
 

4xx2
arcco

s
y

2
+

=
 

19 
3

2 4x 1
y

+
=

 
x

x3 4y
+

=
 

(
) x

x2lny
4

2
+

=
 

 
 

+
=

x2 2x
siny

2
 

4xx
arctgy

+
=

 
20 

4
x1 x2

y
+

=
 

x
x32 6y

−
=

 
 

 
+

=
4x

x
lgy

3
 

 
 

−
=

x4
x1

cosy
3

 
3xx2

arcsi
n

y
2

+
=

 
21 

3
3x x3

y
+

=
 

x4x
x22 ey

+
−

=
 

 
 

+
=

2x
x

lgy
2

 
(

) x4x
tgy

3
+

=
 

x1x
arcco

s
y

2
+

=
 

22 
4

x4x2
y

+
=

 
3 x3x2 8y

+
=

 
 

 
+

=
x7

x
logy

2
3 7

 
 

 
+

=
3

2
x2 x1

ctgy
 

4
xx

arctgy
2

2
+

=
 

23 
3

2x4x1
y

+
+

=
 

2x
x2 9y

+
=

 
(

) 4x
lny

2
+

=
 

(
) 1x

x2
siny

2
+

+
=

 
x

x1x
arctgy

2
++

=
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24 
3

2x x11
y

+

=
 

x2x4 ey
+

=
 

 
 

+
=

x4
xlgy

3
 

 
 

++
=

4x1x2
cosy

3
 

4xx2
arcct

g
y

3
+

=
 

25 
x1 xx

y
+

=
 

x4x2 2y
+

=
 

 
 

+
=

x1 x
lny

2
 

x4x tgy
2

+
=

 
x2x

arcsi
n

y
2

+
=

 
26 

3
2

4
xx

y
+

=
 

x4x 3y
+

=
 

 
 

+
=

x3 x
logy

2 4
 

 
 

+
=

x2 2x
ctgy

3
 

4x2
arcco

s
y

2
+

=
 

27 
4

x1 x1
y=

 
x4x

sin2 ey
+

=
 

 
 

+
+

=
1x4

x
lgy

3
 

 
 

+
=

x1
x

siny
2

3
 

2 x4x3
x

x
arctgy
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=

 
28 

3
x21

x
y

+
=

 
x2sin 5y=

 
 

 
+

+
=

1xx7
1

logy
7

 
 

 
+

+
=

2x4
x

cosy
2

 
2 x3x5x

arcct
g

y
++

=
 

29 
3

3x2x1
y

+
+

=
 

xsinx22 3y
⋅

+
=  

 
 

+
=

4
xx

lny
2

2
 

4xx
tgy

3
+

=
 

5x2
arcsi

n
y

2
+

=
 

30 
4

x2
x

y
−

=
 

x
x22 ey

−
=

 
)x2x(lgy

2
2

+
=
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ctgy
2

+
=

 
(
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sinx
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s

y
2

3
⋅

=  
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31 
5

x1 x2x
y

+
+

=  
x

sin4e
2

3y
+

=
 

 
 

+
+

=
4

x5
x

logy
2

2 3
 

x21x
siny

3
+

=
 

1x2x
arctgy

2
+

=
 

32 
xx2 x1

y
+

+
=  

x4x32 ey
+

=
 

 
 

+
=

3
2

x
x1

lgy
 

(
) x

x
cosy

2
+

=
 

x4x
arcct

g
y

+
=

 
33 

3
3 x

x
y

+
=

 
xsinx3 5y

+
=

 
 

 
+

=
2x x1

logy
2 2

 
 

 
+

=
x24x

tgy
2

 
2 x3х

arcsi
n

y
+

=
 

34 
3

x3 x21
y

+

=
 

x4x2
cos2 ey

+
=  

 
 

+
+

=
x1 2x

logy
5

 
2x

2x4
x ctgy

2
+

+
+

=
 

 
 

+
=

x22
arcco

s
y

2
 

35 
1x2x

y 3
−+

=
 

x4x ey
+

=
 

(
) x

x4
xlgy

2
+

+
=

 
 

 
+

=
x3 3x

siny
2

 
 

 
+

=
22

x
arctgy

2
 

36 
x24x

y
⋅

+
=

 
x4 x 5y

+
=

 
 

 

+
+

=
2x4

2x
lny

 
(

) )1x2(x
cosy

3
+

=  
 

 
+

=
2x x2

arcct
g

y
2

 
37 

3
4xxy

+
=

 
4x2

sin2 3y
+

=
 

(
) 2

x
4xlgy

+
+

+
=  

x4
x tgy

2
2

+
=

 
 

 
+

+
=

2x4
x

arcsi
n

y
2

 



 
Прод

олже
ние т

абл.1
.2 

№ пп 
а) 

б) 
в) 

г) 
д) 

38 
3

2
4

xx
y

+
=

 
x4 x3

sin2 ey
+

=
 

 
 

+
=

4xx
logy

2 3
 

42x
ctgy

2
+

=
 

1
x4x

arcco
s

y
2

2
++

=
 

39 
2

x4x
y

3 ++
=

 
4xx17 x 3y

+
+

=
 

 
 

+
=

3x x1
lny

2
 

 
 

−
=

2
2

x1 1
siny

 
2x

x
4

x
arctgy

2
++

+
=

 
40 

2x
x21

y
+

+
=  

xx 3ln ey
+

=
 

 
 

+
=

x4x
lgy

2
 

1x2
x

x
cosy

2
3

++
=

 
1x4x

arcct
g

y
3

++
=

 
41 

3
x2x

x
y

+
=

 
x

x
sin2 7y

+
=

 
 

 
+

=
3

2
xx

x
lny

 
(

) )1x(xtgy
2

+
⋅

=  
x2x

arcsi
n

y
2

+
=

 
42 

3
x

21
y

+
=

 
x1 x32 ey

+
=

 
 

 

++
=

x1 14x
logy

2 2
 

 
 

+
=

7x
x7

ctgy
3

 
 

 
+

=
х1

x2
arcco

s
y

2
 

43 
3 x4x2

y
+

=
 

x
x22 3y

+
=

 
 

 

+
+

=
4x2
x

x lny
3

 
(

) x4x2
siny

3
+

=
 

 
 

+
+

+
=

7
xx

4x2
arctgy

2
 

44 
1x

x2
y

+
+

=
 

4x
x3sin 4y
+

=
 

 
 

+
+

=
22x( x7

logy
2 3

 
 

 

++
=

4xx
2

cosy
2

 
7x2
x1 x

arcct
g

y
++

=
 



 
Прод

олже
ние т

абл.1
.2 

№ пп 
а) 

б) 
в) 

г) 
д) 

45 
3

x1 2
y

+
=

 
4x

x3sin 4y
+

=  
 

 
+

+
=

22x
x7

logy
2 3

 
 

 

++
=

4xx
2

cosy
2

 
7x2
x1 x

arcct
g

y
++

=
 

46 
3

x1 2
y

+
=

 
2xx2 7ln ey

+
+

=
 

 
 

+
+

+
=

1x
3x4x2

logy
2 4

 
2x4x

tgy
2

++
=

 
3xx

arcsi
n

y
2

+
=

 
47 

3
2 )7x(x

y
+

=
 

3 x1 x2 ey
+

+
=

 
 

 
+

+
=

3
2 3

x
24x

logy  
)x2)4x((siny

2
⋅

+
=

 
1x7x

4x3
arctgy

2
+

+

+
=

 
48 

x3x2 y3
+

 
x3

sinx3
2

2 3y
+

=  
 

 
+

+
=

x4x
x

lny
3

 
 

 
+

=
x24x

cosy
2

 
 

 
+

=
x4 x1

arcct
g

y
3

 
49 

x21x
y

+
=

 
x3 x1 x1 ey

+
+

=
 

 
 

+
+

=
x2

1x
x

logy
3 2

 
(

) 7xxtgy
2

+
⋅

=
 

xx3
sinx

arcsi
n

y
2

+
=

 
50 

3
x4x

y
+

=
 

x1 x3ln 6y
+

=
 

 
 

+
=

x2
x3lgy

3
 

7xx
ctgy

2
+

=
 

4xx
arcco

s
y

+
=

 



Индивидуальные задачи  к заданию 4 Таблица 1.3  № пп а) б) в) 
 1 x)x(lny =  0yx)yxcos( =−+⋅  





+=

+= 2tcosy ttsinx 2  
 2 xsin2 )7x(y +=  0yxe yx =−−  







+=

−= t1tgy t1x 2  
 3 2xcos)x2(siny =  0yxe y2x =⋅−+  





+=

= t1tgy )tarcsin(sinx  
 4 x2 2xy x

⋅=  0yx)yxcos( =⋅+−  ( )






+=

++= 1tty 1ttlnx
2

2  
 5 tgx)x(cosy =  0yx)yx2ln( =⋅++  







−=

−= )1tarcsin(y tt2x 2  
 6 ( ) xsin2 21xy += 0yx)yx2ln( =+−  








=

=

tcos1y
tctglnx

2  
 7 xe2

2xlny 





=  0yx)yxcos( =++  







+=

= 1ey earctgx t
2/t  

 8 tgxln)x(siny =  0y)yxarcsin( 2 =−−  








−=

+
−

=

2t1y t1 t1lnx  
 9 x3)x3ctg(y =  0xy)yxarccos( 2 =++ 









−
=

−=

2
2

t1 ty
t1x  
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Продолжение табл.1.3 № пп а) б) в) 

 10 ( ) xsin3 1xy +=  0yx)yx(cos2 =⋅++  
( )





=

−= 2
2

tarccosy t1arcsinx  
 11 2xcos)x2(y =  0yx)yx(cos2 =−−  









−=

+
−

=

2t1y t1 t1lnx  
 12 ( )xtgxy =  0xye 2yx =−+  










−−=

=

t1arcsin1ty
t1arccosx

2  
 13 xx5 5xy ⋅=  0yxe 2yx =+−  





+=

= t1y tarcsinx  
 14 ( )

2xcosxlny =  0ytg2 yx =+−  ( )






−=

−=
2

2
t1arcsiny t1lnx  

 15 2x3 )x(siny =  0yx)xy(ctg =⋅−−  ( )









−
=

=

2
2

t1 ty
tarcsinx  

 16 ( ) xcos22x5y −=  ( ) 0yyxln 2 =++  






−=

+=
2t12y t1ctgx  

 17 xe)x5(lny =  0eyx xy2 =−⋅  








+

+
=

=

1t t1lny
arctgtx

2  
 18 ( )5e x2xy x

=  ( ) 0xyyxtg =++  






−=

=

tsinty 2tcosx  
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          Продолжение табл.1.3 № пп а) б) в) 

 19 ( )ctgx4 2xy −=  0)yx(ctg3 yx =⋅++  






=

= tsin2y tcosx 3
2  

 20 x3 5xy x
⋅=  0)yx(tge yx2 =+++  







+=

+= t2ty t8tx 5
3  

 21 ( )
xexarctgy =  0yxtg)yxln( =++  ( )

( )



−=

−= tcos17y tsint7x  
 22 ( ) xarctg4x5y += 0xsinye 2y2x2 =++  








=

=

tsin1y
ttglnx

2  
 23 ( ) x3sinlnx3siny = 0yxyxtg 22 =++  





=

−= 2
3

t3y tt3x  
 24 ( ) x2xarcsiny =  0xy2 2

2yx =−+  



−=

+= tsinlnty tcoslntx  
 25 ( ) xcos4x3y −=  0yx)yx(tg 22 =−−⋅  







=

−= 2
3

t2y tt2x  
 26 xarcsinxy =  0yx2 2yx =−−  














 +=

=

t1t21y
tlnx  

 27 xxln 2xy ⋅=  ( ) 0yxyxln 2 =+−  




−=

−= 32 t2t3y tlntx  
 28 ( )

x3xsin3y =  ( ) 0xyx2yctg =−+  




−=

= 3tt3y tarcsinx  
 29 ( )

x2x2y =  ( ) 0yxxytg 2 =−+  




=

−= tsin8y t2sint2x 3  
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Продолжение табл.1.3 № пп а) б) в) 

 30 ( ) xe3xsiny =  0yxe 3xy 3
=−+−  ( )




+=

= 2t91lny t3arctgx  
 31 xcos)x(arccosy = 0yx13 2yx =+−⋅  ( )

( )



+=

−= tsinttcos2y tcosttsin2x  
 32 ( )

3ctgx3xy =  0xye 2yx2 2
=−+−  







=

= tsecby ttgax 2
2  

 33 xcos2xy =  0xy2 yx2
=−+  ( )

( )



−=

= tcos12y tsin2x  
 34 ( ) xsin2xcosxy =  0yxy2 2yx2

=−+−  






=

= tsin3y tcos2x 3
3  

 35 ( ) xcosxtgy =  0xyx5 2yx =++⋅  






+=

+= t3t3y tlntx 3
2  

 36 ( )
2xcos3x5y =  ( ) 0yxyxtg 2 =⋅−+  ( )

( )



−=

−= 2t1lny t1arcsinx  
 37 ( )

2xln2 xlny =  0yx2e 22 yx =+−+  




=

= ttglny tsecx 2  
 38 x2

2xtgy 





=  0yxe 2yx2

=−+−  






=

+= 4 tarctgy t1x  
 39 ( )

xetgxlny =  0ye xsiny2 =++  ( )






−=

=
2

3
t1arccosy tarcsinx  

 40 xlnxy x5=  ( ) 0xyyxsin 2
2

=+⋅  




+=

−= t2sint2y t2cos2x  
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Продолжение табл.1.3 № пп а) б) в) 

 41 ( )
2xcos2 2x3y += ( ) 0yxyxsin 222 =−+  ( )

( )



=

= tsinarccosy tcosarcsinx  
 42 ( )

3x5xlncosy =  ( ) 0yxyxcos 22 =−+  






=

=

tsin
tcos

2
2

2y
2x  

 43 xcos3xy =  0yyxyxtg 2 =+⋅+  ( )
( )




=

= tarcctglny tarctglnx  
 44 xsinln 2xy =  ( ) 0yxyxsin 22 =⋅−+  ( )

( )



=

= tlnarcctgy tlnarctgx  
 45 x2 5xy x

⋅=  ( ) 0yyxyxtg 22 =+⋅−+ ( )



+=

−= 2t1lny tarctgtx  
 46 ( ) x5xarccosy =  ( ) 0yxyxxcos 2 =−⋅+  

( )





−=

−= 1tarctgy t1arccosx 2
2  

 47 ( ) xln2xsiny =  ( ) 0yxyxxcos 22 =+−+  






=

= t2
t2

earccosy earcsinx  
 48  xarccosxy =   0yx2e 3yx =+++  ( )





+=

= t2
t

e1lny earctgx  
 49 xsin3xy =  0yyx2e yx2

=−⋅−+  




+=

−= tcosty tcos1x  
 50 5x x5y 5

⋅=  0xy5 22yx =+−⋅  






=

= t2cosey t2sinex t3
t3  
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Индивидуальные задачи  к заданию 5 Таблица 1.4 №п f(x) №п f(x) 

1 1xxy 3
−

=  2  1x xy 4
3
−

=  
3 2x 2xy 2

2
+

−
=  4 1x 1xy 2

2
+

−
=  

5 1xxy 3
2
+

=  6 xcosxsiny +=  
7 2xx2ey −=  8 3

3
x 4xy +

=  
9 2

3
x x4y −

=  10 ( )2
2

x 1xy −
=  

11 x3 exy −⋅=  12 ( ) x3e2xy −⋅−=  13 2
x11y 







 +=  14 ( ) 2xex3y −⋅−=  
15 1x 1y 4 −

=  16 xey x
=  

17 
( )21x x4y

+
=  18 4x x8y 2 +

−=  
19 3x2x 4y 2 −+

=  20 2x 1x2y +
=  

21  4x xy 2 +
=  22 3x 2x3y −

=  
23 xxey =  24 ( ) ( )1x2xy 2 −+=  25 9x 3y 2 +

=  26 2xx2y 42 −+=  
27 1xxy 2

+
=  28 ( ) ( )3x21xy 3 −+=  
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Продолжение табл.1.4 №№ f(x) №№ f(x) 29 ( )

( )2x1 x21y
+

+
−=  30 4x xy 2 +

=  
31 2x1 x2y

+
=  32 2x 4xy

+
+=  

33 3x1xy −=  34 2
2

x4 8xy
−

+
=  

35 )8x(x 1y
−

=  36 
( )8xx 1y

−
=  

37 ( )( )22x1xy +−=  38 2x9 3y
+

=  
39 ( )( )31x3x2y +−=  40 2x |1x|y −

=  
41 1xxy 2

+
=  42 

( )21x 1x2y
+

+
−=  

43 1x x2y 2 +
=  44 2x 4x2xy 2

+
++

=  
45 3

4
x 1xy −

=  46 2
2

x4 8xy
−

+
=  

47 3x15x9xy 23 −+−=  48 15x36x3x2y 23 +−+=  
49 2 xx24y 42 −+

=  50 3x15x9xy 23 −+−=  
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2. Образцы выполнения заданий 2.1. Основные теоретические положения  При вычислении пределов необходимо помнить их свойства:  если ,A)x(flimax =

→
  B)x(glimax =

→
, то 1. ,BA)x(glim)x(flim))x(g)x(f(lim axaxax +=+=+
→→→

 т.е. предел суммы равен сумме пределов. Замечание: Если −∞=+∞= B,A , то это свойство не верно и имеем неопределенность ][ ∞−∞ . 2. ,BA)x(glim)x(flim))x(g)x(f(lim axaxax ⋅=⋅=⋅
→→→

 т.е. предел произведения равен произведению пределов. Замечание: Если 0B,A =∞= , то это свойство не верно и имеем неопределенность ]0[ ⋅∞ . Если ,C)x(f =  где ,constC =  то ),x(glimC))x(gC(lim axax →→
⋅=⋅  т.е. постоянный множитель можно выносить за знак предела. 3. ),0B(BA)x(g )x(flimax ≠=

→
 

т.е. предел частного есть частное пределов. Замечание: Если ∞=∞= B,A  или А=0, В=0, то это свойство 
не верно и имеем неопределенность ][

∞
∞  или ]00[ . 

4. B)x(gax A)]x(f[lim =
→

. Замечание: Если ∞== B,1A ,  или 0B,0A == ,  или ∞=A  0B = , то это свойство не верно и имеем неопределенность ]1[ ∞ , или ],0[ 0  или ][ 0∞ .  Первый замечательный предел 1x xsinlim0x =
→

, неопределенность   ]00[ .  
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Следствия: 1. 1xsinxlim0x =

→
,                                  2. 1xtgxlim0x =

→
, 

3. 1tgxxlim0x =
→

,                                    4. 1x xarcsinlim0x =
→

, 
5. 1xarcsinxlim0x =

→
,                             6. 1xarctgxlim0x =

→
, 

7. 1arctgxxlim0x =
→

,                               8. 21x xcos1lim 20x =
−

→
. 

  Второй замечательный предел  
en11lim n

n =





 +

∞→
,    неопределенность  ]1[ ∞ , 7,2e ≈ . 

Следствия:   
1. ex11lim x

x =





 +

∞→
,                           2. e)x1(lim x/10x =+

→
, 

3. elogx )x1(loglim aa0x =
+

→
,                4. 1x )x1ln(lim0x =

+
→

, 
5. alnx 1alim x

0x =
−

→
,                            6. 1x 1elim x

0x =
−

→
, 

7. mx 1)x1(lim m
0x =

−+
→

. 
         Замечание: Если  ,axa...xaxa)x(P 011n1nnnn +⋅++⋅+= −

−                 ,bxb...xbxb)x(P 011m1mmmm +⋅++⋅+= −
−   причем ,0b,0a mn ≠≠     

тогда при вычислении предела вида )x(P )x(Plim m
nx ∞→

 можно выделить       
3 случая. 1 случай: степень многочлена числителя меньше степени мно-гочлена знаменателя (n < m), то такой предел равен 0; 2 случай: степень многочлена числителя больше степени мно-гочлена знаменателя (n > m), то такой предел равен ∞; 
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3 случай: степени многочленов числителя и знаменателя рав-ны (n=m), то такой предел равен отношению коэффициентов при старших степенях, т.е. равен m

nba . 
Задание 1. Вычислить пределы функций а) Вычисление пределов, исключающих неопределенность вида 






∞
∞ .  

При раскрытии этой неопределенности следует помнить, что 0n,0x1lim nx >=
∞→

. Разделив числитель и знаменатель на х в наи-
большей степени, можно свести вычисление предела к упрощенно-му виду. Примеры. 
 1)  




∞
∞

=
+

++
∞→ 8x3 4x2xlim 2

x .      
      Способ 1. Разделив числитель и знаменатель на 2x , имеем 
      ∞=





⋅+⋅
⋅+⋅+

=
+

++

∞→ 0803 04021
x8xx3 x4xx2xxlim

22
222

2
x  
Способ 2. Используя замечание (случай 2) вычисление предела  можно заменить вычислением  эквивалентного ему предела 

∞===




∞
∞

=
+

++
∞→∞→∞→ 3xlimx3xlim8x3 4x2xlim x

2
x

2
x  
2)  




∞
∞

=
++

++
∞→ 1x4x5 1x2x3lim 23

3
x .   

   Способ 1.    Разделив числитель и знаменатель на 3x , имеем 
            .530045 0023

x1xx4xx5 x1xx2xx3
lim

33
2

3
3 333
3

x =





+⋅+
+⋅+

=




∞
∞

=

++

++

∞→
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    Способ 2. Используя замечание (случай 3) вычисление пре-дела  можно заменить вычислением  эквивалентного ему предела 
         53x5x3lim1x4x5 1x2x3lim 3

3
x23

3
x ==




∞
∞

=
++

++
∞→∞→

. 
 б) Вычисление пределов, исключающих неопределенность вида 





00 .   

Неопределенность 



00  можно исключить, используя формулы 

сокращенного умножения:     1) )ba)(ba(ba 22 −+=− ;     2) )baba)(ba(ba 2233 ++−=− ;     3) )baba)(ba(ba 2233 +−+=+ ;     4) ),xx)(xx(acbxax 212 −−⋅=++   где 1x   и  2x  - действительные корни уравнения, уравнения  0cbxax2 =++ , причем  
   ac4bD 2 −= ,      a2 Dbx 2,1 ±−

= . Применение формул позволяет разложить многочлены на мно-жители, тем самым приводя к сокращению одинаковых множите-лей. Примеры.  1)   [ ]∞−∞=







−
−

−→ 31x x1 3x1 1lim .    
       Преобразуем выражение в скобках 

3
2

3
2

3 x1 2xxx1 3)xx1(1x1 3x1 1
−

−+
=

−

−++⋅
=

−
−

−
. 

Разложим числитель и знаменатель на множители: 
,22 31x;12 31x,9)2(141D

,02xx
21

2
−=

−−
==

+−
==−⋅⋅−=

=−+  
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)2x)(1x(2xx 2 +−=−+ , )xx1)(x1(x1 23 ++−=− . Выражение в скобках примет вид .xx1 2x)xx1)(1x( )2x)(1x()xx1)(x1( )2x)(1x(x1 3x1 1 2223 ++

+
−=

++−−

+−
=

++−

+−
=

−
−

−       тогда       
=








−
−

−→ 31x x1 3x1 1lim .133111 21xx1 2xlim 21x −=−=
++

+
−=








++

+
−

→
 

  в) Неопределенность вида 



00  в пределах, связанных с вычис-

лениями, основанными на домножении числителя и знаменателя на сопряженное выражение. Сопряженным для выражения  ( )ba +  является выражение вида ( )ba −  и наоборот. Кроме того, если неопределенность создается квадратным трехчленом cbxax 2 ++  его нужно разложить, используя формулу (4) (см.пункт б). Так же возможно использование формул (1) – (3) пункта б). 
  1)   



=

−+

−+
→ 0015x2x 41x5lim 23x .  

Сопряженным выражением к числителю будет  выражение ви-да ( )41x5 ++ . Знаменатель разложим на множители. Для этого решим уравнение 015x2x 2 =−+      641544D =⋅+=  52 82x;32 82x 21 −=
−−

==
+−

=  
)5x)(3x(15x2x 2 +−=−+  Имеем: 

( )( )
=

+−++
−+

=
+−++
++−+

→→ )5x)(3x)(41x5( 4)1x5(lim)5x)(3x)(41x5( 41x541x5lim 22
3x3x     



 33 

=
+−++

−
=

+−++
−+

=
→→ )5x)(3x)(41x5( 15x5lim)5x)(3x)(41x5( 161x5lim 3x3x      

.)5x)(41x5( 5lim)5x)(3x)(41x5( )3x(5lim 3x3x +++
=

+−++
−

=
→→

 
Выражение не содержит неопределенность и значение предела равно .6458858)44( 5)53)(4135( 5)5x)(41x5( 5lim3x =

⋅
=

+
=

+++⋅
=

+++→  г) Вычисление пределов, приводящихся к первому замечатель-ному пределу или его следствиям. При вычислении пределов необходимо помнить: 1cossin 22 =α+α ; 
2cos2sin2sinsin βα

⋅
β±α

=β±α
m ; 
2cos2cos2coscos β−α

⋅
β+α

=β+α ; 
2sin2sin2coscos β−α

⋅
β+α

−=β−α ; 
2 2cos1cos;2 2cos1sin 22 α+

=α
α−

=α ; 
α⋅α=α cossin22sin ; 1cos2sin21sincos2cos 2222 −α=α−=α−α=α .  Примеры. 1)   



=

−

+
−→ 004x )2xsin(lim 22x . 

       Введем новую переменную 2xy += , то при 2x −→ , 0y → .                   Имеем 
      .4141)4y(y ysinlim

y4y ysinlim4)2y( ysinlim4x )2xsin(lim
0y

20y20y22x
−=

−
=

−
=

=
−

=
−−

=
−

+

→

→→−→  
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  2)   



=

−
→ 00x x5cosx3coslim0x . 

  Используем формулы тригонометрии: 
 .xsinx4sin2

)xsin(x4sin22 x5x3sin2 x5x3sin2x5cosx3cos
⋅=

=−⋅−=
−

⋅
+

−=−           
.0102x xsinlimx xsinx4sin2limx x5cosx3coslim 0x0x0x =⋅⋅=



=

⋅
=

−
→→→

 
3)  



=

−
→ 00x8 x5sinx5tglim 20x . 
Преобразуем числитель, учитывая, что x5cos x5sinx5tg = , получаем 

.x5cosx8 )x5cos1(x5sinlimx8
1x5cos1x5sinlimx8

x5sinx5cos x5sinlim 20x20x20x
−

=






 −

=
−

→→→
 

Выделяя первый замечательный предел и его следствие 
21x xcos1lim 20x =

−
→

, получим 

016x125limx16 x125limx8
x2521x51lim

1x8
)x5()x5( x5cos1x5x5 x5sin

limx5cosx8 )xcos1sin(lim
0x2

3
0x2

2
0x

2
22

0x20x
===

⋅⋅⋅
=

=
⋅

⋅
−

⋅⋅
=

−

→→→

→→  
д) Вычисление пределов, исключающих неопределенность вида ]1[ ∞ .   Пределы сводятся ко второму замечательному пределу или его следствиям 

1)  ]1[4x2 5x2lim 2x
x ∞

−

∞→
=








−
+ . 

Выражение в скобках преобразуем, выделив целую часть: 
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.
9 4x2 114x2 914x2 4x25x2114x2 5x214x2 5x2
−

+=
−

+=
−

+−+
+=−

−
+

+=
−
+  

Аргумент в выражении второго замечательного предела равен 
9 4x2 − . Такой же аргумент нужно создать и в степени: 

)2x(4x2 99 4x2

x
2x

x 9 4x2 11lim
9 4x2 11lim

−⋅
−

⋅
−

∞→

−

∞→
















−
+=

















−
+ , 

Применим теорему о пределе степенно-показательной функции: если ,A)x(flimax =
→

  ,B)x(glimax =
→

 то ,A)]x(f[lim B)x(gax =
→

  т.е. 
e

9 4x2 11lim 9 4x2

x =



















−
+

−

∞→
. 

Причем        294x2 18x9lim)2x(4x2 9lim xx =
−
−

=−⋅
− ∞→∞→

. 
Окончательно   eeee4x2 5x2lim 49292x

x ===








−

+ −

∞→
. 

  2)  .001x 22lim x
1x 



=

−
−

→
 

Для вычисления предела используем свойство 4. Сделаем заме-ну: то,1yxy1x +==−    ,0y;1x →→     т.е. 
.2ln2y 12lim2y )12(2limy 222limy 22lim y

0y
y

0y
y

0y
1y

0y ⋅=
−

⋅=
−

=
−⋅

=
−

→→→

+

→
 

  3) 



=

−
→ 00x6 eelim x8x7

0x . Используем свойство 3. В числителе x7e  
вынесем за скобки 
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.6116e
x 1elim6elimx6 )1e(elimx6 )1e(elim

0
x

0x
x8

0x
xx8

0x
xx8

0x
−=⋅−=

=
−

−
⋅−=

−
−

−=
− −

→→

−

→

−

→  
 Задание 2.    Основные теоретические положения   Для непрерывности функции f(x) в точке x0  необходимо и достаточно выполнение трех условий: 1. функция f(x) должна быть определена в точке x0, т.е. можно вычислить значение f(x0); 2. должны существовать и быть конечными односторонние пределы  )x(flimB),x(flimA 0xx0xx 00 +→−→

== ; 
3.A = B= f (x0). Если все эти три условия выполнены, то x0 – точка непрерыв-ности функции f(x). Если хотя бы одно из этих условий не выполнено, то x0 – точ-ка разрыва функции f(x). Точки разрыва функции можно разделить на точки разрыва первого рода и точки разрыва второго рода. Причем точки разрыва первого рода так же делятся на точки устранимого и неустранимого разрывов. Т. е. можно рассматривать следующую схему            

Точки  разрыва 
первого рода второго рода 

устранимый разрыв неустранимый разрыв 



 37 
Дадим определения всех этих точек разрыва. Устранимый разрыв: односторонние пределы А и В сущест-вуют и конечны, BA = , но f(x) неопределена при 0xx =  или )x(fBA 0≠= . Неустранимый разрыв: односторонние пределы А и В суще-ствуют и конечны, но BA ≠ . При этом f(x) может быть как опреде-лена, так и не определена при 0xx = . Таким образом, у точек разрыва первого рода односторонние пределы должны существовать и быть конечными. Все точки разрыва, не являющиеся точками разрыва первого рода, есть точки разрыва второго рода. Т.е. если хотя бы один из односторонних пределов А или В не существует или равен ∞, то 0x  есть точка разрыва второго рода.  Пример выполнения задания  

        Задана функция 








>+−

≤<−+

−≤+

= .1x,2x ;1x1,1x ;1x,1x)x(f 2  Найти точки разрыва 
функции, если они существуют, определить их тип.  Схематично сделать чертеж.         Функции 2x)x(y,1x)x(y,1x)x(y 3221 +−=+=+=  непрерывны при );(x +∞−∞∈ .    Следовательно, f(x) может иметь точки разрыва при 1x,1x =−= . Исследуем:     1) при 1x −=  имеем:          011)1(f =+−=−        011)1x(lim)x(flimA 01x01x =+−=+==

−−→−−→
 

 2)1)1(()1x(lim)x(flimВ 2201x01x =+−=+==
+−→+−→

 Так как односторонние пределы А и В существуют и конечны, то точка 1x −=  разрыв I рода. Т.к. BA ≠ , то это неустранимый разрыв.        2) при 1x =  имеем:         )x(f  определена при 211)1(f,1x 2 =+==  
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 212)1(f =⋅=  2)1x(lim)x(flimA 201x01x =+==

−→−→
  121)2х(lim)x(flimВ 01x01x =+−=+−==

+→+→
 Так как односторонние пределы А и В существуют и конечны, то точка 1x −=  разрыв I рода. Т.к. BA ≠ , то это неустранимый разрыв.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           Задание 3. Вычислить производные функций, заданных яв-но Правила дифференцирования  1) n321n321 u...uuu)u...uuu( ′±±′±′±′=′±±±± , 2) vuvu)uv( ′+′=′ , 3) )x(uc))x(uc( ′⋅=′⋅ ,  

4) 2v vuvuvu ′−′
=

′






 , 

5) 2vvсvс ′
−=

′






 , 

6)  ,0)c( =′  7) vu)))x(v(u( ′⋅′=′ , где ))x(v(u  − сложная функция.  

    1                           x 

y 

2 1 
−1 
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Таблица производных Тип функции Вид производной Частные случаи Степенная   nxy =    n))x(u(y =  

1nn xu)x( −⋅=′  )x(u))x(u(n)))x(u(( 1nn ′⋅⋅=′ −  1nmnmn m xnmxx −
⋅=

′














=

′





  
Пример: 

( ) x2 1x)x( 2/1 =
′

=′  
1nnn nx)x(x1 −−− −=′=

′







  
Пример:   2x1x1 −=

′







  
Показательная xay =  )x(uay =  

 alna)a( xx ⋅=′  )x(ualna)a( )x(u)x(u ′⋅⋅=′  
 xx e)e( =′  

Логарифмическая xlogy a=  )x(ulogy a=  alnx 1)x(loga ⋅
=′  

)x(ualn)x(u 1))x(u(loga ′⋅
⋅

=′  x1)x(ln =′  
uu)u(ln ′

=′  
Тригонометрическая  xcos)x(sin =′ ;                )x(u)x(ucos))x(u(sin ′⋅=′  xsin)x(cos −=′ ;              )x(u)x(usin))x(u(cos ′⋅−=′  

xcos1)xtg( 2=′ ;               )x(u)x(ucos 1))x(utg( 2 ′⋅=′  
xsin1)xctg( 2−=′ ;           )x(u)x(usin 1))x(uctg( 2 ′⋅−=′  

Обратные тригоно-метрические функции 2x1 1)x(arcsin
−

=′ ;  )x(u))x(u(1 1))x(u(arcsin 2 ′⋅
−

=′  
2x1 1)x(arccos

−

−
=′ ;  )x(u))x(u(1 1))x(u(arccos 2 ′⋅

−

−
=′  

2x1 1)arctgx(
+

=′ ;       )x(u))x(u(1 1))x(arctgu( 2 ′⋅
+

=′  
2x1 1)arcctgx(

+

−
=′ ;      )x(u))x(u(1 1))x(arcctgu( 2 ′⋅

+

−
=′  
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Примеры: 1) 3 5 x3xx2y +⋅= . Для нахождения производной используем правила: 

=′+++⋅′=′+⋅=′ ))x3x((x2)x3x()x2())x3x(x2(y 3/153/153/15  

=








+

+
+⋅+=+⋅++

++=′+⋅+⋅++=

−

−

)x3x(3 3x51)x3x(2)3x5()x3x(x32
)x3x(2)x3x()x3x(31x2)x3x(2

5
43/1543/25

3/15513/153/15
     

3 25
5

3 25
5

253 5 )x3x(3 x20x6)x3x(3 x2)x3x(23)x3x(3 x2x3x2
+

+
=

+

++⋅
=

+
++= . 

 2) x4x3ey −= .        Используем  правила нахождения производной     )4x3(e)x4x(e)e(y x4x3x4xx4x 333
−⋅=′−⋅=′=′ −−− . 

3) x1x27y +
=   . Используем  правила нахождения производной        

.x1x27ln7
)x)1(x2(7ln7x1x7ln7)7(y

2x1x
11x1x2x1xx1x

2

222







 −=

=−+=
′















+=′=′

+

−−+++

 4) )x2x(lny 23 += .       Преобразуем к виду 32 ))x2x(ln(y += .      Используем  правила нахождения производной      =′+⋅+=′+=′ ))x2x(ln()x2x(ln3))x2x((lny 22223  
     =′+⋅

+
⋅+= )x2x(x2x 1)x2x(ln3 2222  

     x2x )x2x(ln)1x(6)2x2(x2x 1)x2x(ln3 2
22

222
+

++
=+⋅

+
⋅+= . 
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5)  







+
+= 1x xx2cosy 23 . 

     3
2 1x xx2cosy 
















+
+=  

    Используем правила нахождения производной 
=
















+
+⋅








+
+=
















+
+=′

/
222/

23 1x xx2cos1x xx2cos31x xx2cosy
 

=







+
+⋅
















+
+−⋅








+
+=

/
2222 2x xx22x xx2sin1x xx2cos2  

=








+

′+−+′
+⋅








+
+⋅








+
+−= 22

22
222 )2x( )2x(x)2x(x22x xx2sin1x xx2cos3

 
=









+

⋅−+
+⋅








+
+⋅








+
+−= 22

2
222 )2x( x2x2x22x xx2sin1x xx2cos3  










+

−
+⋅








+
+⋅








+
+−= 22

2
222 )2x( x222x xx2sin1x xx2cos3 . 

 6) 







+

+
= 1x 1xctgy 22  .  

   Используем правила нахождения производной 
   =








+

+
⋅

+

+
=








+

+
=′

/
22

/
22 1x 1xctg1x 1xctg21x 1xctgy  

   =
+

+′+−+⋅′+
⋅



















+

+
−⋅

+

+
= 22

22
222 )1x( )1x()1x()1x()1x(

1x 1xsin
11x 1xctg2  

   =
+

+−+
⋅

+

+
⋅

+

+
−= 22

2
222 )1x( )1x(x21x

1x 1xsin
11x 1xctg2  
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   22
2

23
2 )1x( xx21

1x 1xsin 1x 1xcos2
+

−−
⋅

+

+
+

+

−= . 
              Задание 4. Вычислить производные различных функций  а) Функция )x(g)]x(f[y =  называется степенно-показательной. Для вычисления производных таких функций можно предваритель-но прологарифмировать обе части. Производные находить учиты-вая, что функция y-сложная функция переменной х. Примеры. 1) x2 )x(cosy =  Прологарифмируем обе части, по основанию е имеем x2 )xln(cosyln = . Учитывая свойство логарифма blogcblog acа =  преобразуем выражение )xln(cosxyln 2⋅= . Найдем производные от обеих частей по переменной х: 

/22 ))x(ln(cosx)xln(cosxyy1 ⋅+⋅′=′⋅ , 
x2)xsin(xcos1x)xln(cosyy1 222 ⋅−⋅⋅+=′⋅ , 

2
222 xcos xsinx2)xln(cosyy1 ⋅

−=′⋅ , 
222 tgxx2)xln(cosyy1 −=′⋅ , 

y)tgxx2)x(ln(cosy 222 ⋅⋅−=′ . Подставляя x2 )x(cosy = , имеем  x2222 )x)(costgxx2)x(ln(cosy ⋅−=′ .  
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2) xxln 5xy 2
⋅= . Логарифмируя обе части, имеем )5xln(yln xxln 2

⋅=  Учитывая свойства логарифмов clogblog)cb(log aaa +=⋅ , blogcblog acа = , получим 
xxln 5lnxlnyln 2

+= , 5lnxxlnxlnyln 2 ⋅+⋅= . Найдем производные от обеих частей по переменной х 5lnx1xlnxlnx2x1xln2 1yy1 222 +⋅+⋅⋅⋅=′⋅ , 
5lnxxlnxlnx xlnyy1 2

2 ++=′⋅ , 
y5lnxxlnxlnx xlny 2

2 ⋅













++=′ . 

Или, подставляя xxln 5xy 2
⋅= , получаем 

xxln2
2 5x5lnxxlnxlnx xlny 2

⋅⋅













++=′ . 

 б) Производные функции, заданных неявно находятся по общим правилам нахождения производных с учетом того, что функция y−сложная функция переменной х. Примеры. 
1)  0exy)yxcos( yx22 =++⋅ + . 

0exy)yxcos( /yx22 =







++⋅ + , 

0)y1(ex yxyy2)yxxy2()yxsin( yx2
222 =′+⋅+

−⋅′⋅
+′⋅+⋅⋅− + . 
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Преобразуем выражение так, чтобы можно было выразить y′  

   0yeexyx yy2)yxsin(yx)yxsin(xy2 yxyx2
2222 =′⋅++−

′⋅
+⋅⋅′⋅−⋅⋅− ++ , 

yx2
22yx22 exy)yxsin(xy2ye)yxsin(yxx yy2 ++ −+⋅⋅=′⋅+⋅⋅′⋅−

′⋅ , 
yx2

22yx22 exy)yxsin(xy2e)yxsin(xxy2y ++ −+⋅⋅=





 +⋅⋅−′ . 

Тогда y′  
yx222

yx2
22

ex)yxsin(xxy2
exy)yxsin(xy2y

+

+

⋅+⋅⋅−

−+⋅⋅
=′ . 

yx224
yx2223

ex)yxsin(xxy2 exy)yxsin(yx2y
+

+

⋅+⋅⋅−

⋅−+⋅⋅
=′ . 

в). Производные функций, заданных параметрически 




=

= )t(yy ),t(xx  
находятся следующим образом  

/t
/t/x xyy = ,    где   /t/t x,y  - производные, определяемые по общим 

правилам нахождения производных.  Примеры. 
1) 





+=

−= .t2cost2y ,t2sin2x  
)t2sin1(2t2sin222)t2sin(2)t2cost2(y //t −=−=⋅−+=+= . t2cos22t2cos)t2sin2(x //t −=⋅−=−= . 

.t2cos1t2tgt2cos 1t2sint2cos2 )t2sin1(2y /x −=
−

=
−

−
=   

2) 






+=

= ).e1ln(y ,earctgx t6
t3  
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t6
t3t3t6/t3/t e1 e33ee1 1)arctge(x

+
=⋅⋅

+
== . 

t6
t6t6t6/t6/t e1 e66ee1 1))e1(ln(y

+
=⋅⋅

+
=+= . 

t3t3
t6

t6
t6/х e2e3 e1e1 e6y =

+
⋅

+
= . 

t3/x e2y = .   Задание 5. Исследовать функцию методом дифференциаль-ного   исчисления и построить график  
Пример 1. Исследовать и построить график функции 1x 1xy 2

−
+

=  . Решение. 1. Областью определения функции является множество всех вещественных чисел, кроме 1x = , при котором знаменатель обра-щается в нуль. );1()1;()y(D +∞∪−∞= . Так как D(y) несимметричное множество относительно х=0, то функция является функцией общего вида (ни четная, ни нечетная).      2. Точка 1x =  является точкой разрыва, при этом 
    .02101 111x 1xlim

,02101 111x 1xlim
2

01x

2
01x

−∞=





−
=

−−
+

=
−
+

+∞=





+
=

−+
+

=
−
+

−→

+→  
   В остальных точках числовой оси функция непрерывна.        3. 1x =  − вертикальная асимптота Выясним вопрос о существовании наклонных  асимптот.  Если ),x(x −∞→+∞→  то ),y(y −∞→+∞→  следовательно, го- ризонтальных асимптот у графика нет. Наклонные асимптоты будем  искать в виде bkxy += . 
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,1xx 1xlimx )x(flimk 2
2

xx =
−

+
==

±∞→±∞→
 

 .11x 1xlim
1x xx1xlimx1x 1xlim)kx)x(f(limb

x

22
x

2
xx

=
−
+

=

=
−

+−+
=








−

−
+

=−=

±∞→

±∞→±∞→±∞→ . 
Следовательно, при −∞→+∞→ xиx  график функции име-ет наклонную асимптоту 1xy += . 4. Найдем производную 

;)1x( 1xx2x2)1x( )1x()1x()1x()1x(y 2
22

2
22

−

−−−
=

−

+′−−−′+
=′  

.)1x( 1x2xy 2
2

−

−−
=′  

Стационарными точками являются корни уравнения 01x2x 2 =−− , т.е. точки 21x,21x 21 +=−=  (в этих точках 0y =′ ). Исследуем знак производной в интервалах ),21,( −−∞  )1,21( − , )21,1( + , ),21( ∞++ .  x ]21;( −−∞  21−  )1;21[ −  1 ]21;1( +  21+  );21[ ∞+  y′  + 0 −  − 0 + y  возрас- тает максимум 
)21(2 )21(ymax

−=

=−

 
убывает  убывает минимум 

)21(2 )21(ymin
+=

=+  
возрас-тает 

 5. Найдем вторую производную функции: 

=
−

−−−−−−
=

=
−

−−′−−−′−−
=′′

4
22
4

2222

)1x( )1x2x)(1x(2)1x)(2x2( )1x( )1x2x())1x(()1x()1x2x(y  
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4
22

)1x( )1x2x1x2x)(1x(2
−

++−+−−
=  

3)1x( 4y
−

=′′ . 
Видно, что в области определения функции y)1x( ′′≠  не обра-щается в нуль, а значит, график функции не имеет точек перегиба.  х )1;(−∞  1 );1( +∞   y ′′   

− не входит в область определения 
 + 

y график выпуклый  график вогнутый  6. Найдем точки пересечения графика функции с осями коор-динат.  111)х(y,0x 0 −=
−

== , (0;−1) − точка пересечения графика с осью Оy. 0y = ,    х − не существует, т.к  уравнение 01x 2 =+   не имеет вещественных корней. С осью Ох график не пересекается.  На основании полученных данных строим график функции  
1x 1xy 2

−
+

=  .            0 1 х 

y 

1 -1 21+  

)21(2 +  

)21(2 −  21−  
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Пример 2. Провести полное исследование функции  .x1 1y 2+
=  

Решение. 1. Область определения (-∞, +∞).  Функция четная, график симметричен относительно оси Оy т.к. )x(yx1 1)x(1 1)x(y 22 =
+

=
−+

=− . Точек разрыва и вертикальных 
асимптот нет, т.к. 0x1 2 ≠+ . С осью Ох не пересекается: 0y ≠  при всех х. С осью Оy пере-сечение при х = 0,  y(0) = 1. 2. Найдем производные. Решим уравнение 0y =′ . 22 )x1( x2y

+

−
=′ . 

Стационарная точка х=0. Интервалы (-∞,0), (0,+∞). Знаки производ-ной ;0y),0,(:y >′−∞′  функция y−возрастает, ;0y),,0( <′+∞  функция  y –убывает.        max1)0(y −=  функции 
3. Находим 32

2
)x1( )1x3(2y

+

−
=′′ .  31x,0y ±==′′ . Интервалы: 

0y),31,( >′′−−∞  вогнутость 
0y),31,31( <′′−    выпуклость 
0y),,31( >′′+∞    вогнутость 

В точках 31x −=   и  31x =   y ′′  меняет знак 4331y =





± ,  

При х=0 – максимум 

3/1−  3/1  0 

  0 max + − y/ 
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следовательно,  






± 43;31  − точки  перегиба. 

4. Найдем наклонные асимптоты. Уравнение асимптот ищем в виде bkxy += , где 
     ,0x)x1( 1limx )x(ylimk 2xx =

+
==

±∞→±∞→
 

     0x1 1lim]x0)x(y[lim]kx)x(y[limb 2xxx =
+

=⋅−=−=
∞→∞→∞→

. 
   Горизонтальная асимптота 0y =   при  ±∞→x . 5. Построение графика.     Найдем дополнительные точки:  21)1(y =±                                             Пример 3. Исследовать методами дифференциального исчис-ления функцию x2 exy −⋅=  и, используя результаты   исследования, построить её график.    1. R)y(D =  2. x2x2 exe)x()x(y =⋅−=− − функция не является ни четной, ни нечетной. 3. =′⋅+⋅′=′⋅=′ −−− )e(xe)x()ex()x(y x2x2x2             )x2(xexexe2 x2xx −=⋅−= −−−       ;0y =′        ,0)x2(xe x =−−      0x1 = , 2x2 =     

3/1−  3/1  

1 

0 х 

y 

1/2 3/4 
−1 1 

y′  y  − − + 0   2  х 
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       при  );2[]0;(x +∞∪−∞∈  − функция убывает,        ]2;0[x ∈  − функция возрастает       0x =  − точка минимума,       0)0(y =  − минимум,       
      2x =  − точка максимума,      2e4)2(y =  −  максимум.  
4.    =′−=′−=′′ −− ))xx2(e())x2(xe(y 2xx                 =⋅−+−−= −− x2x e)x22()xx2(e       )2x4x(e)2x2x2x(e 2x2x +−=+−−= −− .      0y =′′ ,     0)2x4x(e 2x =+−− ,  ёё 02x4x2 =+−  
     8816214)4(D 2 =−=⋅⋅−−= ,      222 224x 2,1 ±=

±
=  

     6,022x;4,322x 21 ≈−=≈+= .      на );22()22;( +∞+∪−−∞  − функция вогнута, на )22;22( +−  − функция выпукла, Точки перегиба графика функции:  )e)22(;22( 222 +−⋅−−   )e)22(;22( 222 −−⋅++   5. Асимптоты     Найдем  асимптоты при ±∞→x  
    0e2limex2limexlim)x(ylim xxxxx

2
xx ===




∞
∞

==
+∞→+∞→+∞→+∞→

 
     Т.к.       const0)x(ylimx ==

+∞→
, то       0y =  − горизонтальная асимптота при +∞→x .      При −∞→x  найдем наклонные асимптоты bkxy +=  

y ′′  y  + + − 22 −  ∪ ∩ 22 +  ∪ х 
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    ∞=∞−∞=
⋅

==
−

−∞→−∞→
][xexlimx )x(ylimk x2

xx .     Следовательно, наклонных асимптот при −∞→x  нет.  6. По результатам исследований строим график                 Контрольные вопросы  1. Сформулируйте определение предела функции. 2. Какая величина называется бесконечно малой? 3. Сформулируйте теоремы о пределах. 4. Запишите формулу первого замечательного предела. Перечис-лите следствия. 5. Запишите формулу второго замечательного предела. Перечис-лите следствия. 6. Дайте определение производной функции. 7. Приведите уравнения касательной и нормали к кривой в дан-ной точке.  8. Какова связь между дифференцируемостью и непрерывно-стью функции в точке.     9. Дайте определение дифференциала функции. Приведите связь между дифференциалом и производной функции. 10. Сформулируйте лемму Ферма. 11. Сформулируйте теорему Лагранжа о среднем. 

y 

x 0           1          2         3 
1 
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12. Сформулируйте теорему Коши о среднем. 13. Сформулируйте правило Лопиталя. 14. Запишите формулу Тейлора.   Список рекомендуемой литературы  1. Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисления. [Текст] : учебное пособие − М.: Интеграл-Пресс, Т.1. 2007. − 416с. 2. Ильин В.А., Куркина А.В. Высшая математика. [Текст] : учебник − М.: Проспект, 2011. − 608с. 3. Сборник задач по математике для втузов. [Текст] : учебное посо-бие  / Под ред. А.В.Ефимова и А.С.Поспелова – М.: Физматлит. Ч.1. 2009. − 288с. 4. Сборник задач по математике для втузов. [Текст] : учебное посо-бие  / Под ред. А.В.Ефимова и А.С.Поспелова – М.: Физматлит. Ч.2  2009. − 432с. 


