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1 ВВЕДЕНИЕ 

 
В процессе изучения курса строительной механики студентами 

очной формы обучения выполняются самостоятельные работы, кото-
рые служат для получения студентами навыков и умений анализа 
расчетных схем конструкций и проведения расчѐтов по этим схемам. 
Каждая работа является индивидуальным заданием и может вклю-
чать одну или несколько задач по определенной теме курса. В зави-
симости от объѐма часов, отведенных на изучение курса, лектором 
формируется набор задач, входящих в самостоятельную работу. Вы-
полнение самостоятельной работы, как правило, завершает освоение 
соответствующего раздела курса. 

Методические материалы содержат задания для студентов оч-
ной формы обучения и примеры расчета задач. 

Выбор расчѐтных данных студентами очной формы обучения 
осуществляется по таблицам и расчѐтным схемам, приведенным в 
заданиях 1- 8. Все числовые данные, необходимые при расчете, вы-
бираются из таблиц 2 – 9, причѐм номер строки таблицы с данными 
соответствует номеру студента по списку группы в журнале препо-
давателя, плюс шифр группы. Шифр группы определяется по табли-
це 1. Номер расчѐтной схемы, выбираемой студентом очной формы 
обучения, соответствует его номеру по журналу преподавателя.  

Таблица 1   
Профиль или 

специальность 
Номер груп-

пы 
Шифр груп-

пы 
 
ПС 

1 1 
2 2 
3 3 

ГСХ 1 4 
АД 1 5 
ТГВ 1 6 
ВВ 1 7 
ЭУН 1 8 
УЗС 1 9 
САД 1 0 
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2.1 Расчет неразрезной балки 

 
2.1.1 Расчет неразрезной балки с помощью уравнения трех мо-

ментов 
Задача № 5 переписывается из Приложения № 1. Для заданной не-

разрезной балки (Рис. 58) требуется: 
1. с помощью уравнения трѐх моментов найти и построить эпюры 

М и Q от постоянной нагрузки, распределѐнной по всей балке. 
Принять постоянную нагрузку, равной 1q ;  

2. найти фокусные отношения и построить эпюры М и Q от по-
следовательного нагружения каждого пролѐта в отдельности за-
данной временной нагрузкой с помощью метода фокусов; 

3. построить объемлющие эпюры моментов и поперечных сил в 
заданном пролете. 

 

  
 
 a=1.8 

  
 
 a=1.8 

  
 
 l1=8 

  
 
 l2=4 

  
 
 l3=4 

  
 
   l4=5 

q1=2кН/
м 

q2=4кН/м F=6кН 

m=3кН•м 
F=6кН m=3кН•м 

J1/J0=1.5   J2/J0=0.5 J3/J0=3 J4/J0=1 

 
Рис. 1 

 
Решение. 
1. Вычисляем степень статической неопределимости балки 

(Рис. 24). Количество «лишних» связей равно количеству опорных 
связей за вычетом количества трех независимых уравнений равнове-
сия на плоскости 

Л=СОП-3=6-3=3. 
Основная система метода сил для всех неразрезных балок одна 

и та же. 
2. Строим в основной системе метода сил (см. Рис. 24) грузо-

вую эпюру от внешней нагрузки – эпюру пролетных моментов Мпрол..  
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 Эп. Моп.(кНм) 
3,24 

5,664 
8,088 

0,214 

4,151 2,345 
4,475 

3,24 

3,858 

  
 
 a=1.8 

  
 
  a=1.8 

  
 l1=8 

  
 
 l2=4 

  
 
 l3=4 

  
 
   l4=5 

q1=2кН/м 

J1/J0=1.5 J2/J0=0.5 J3/J0=3 J4/J0=1 

 0 
М1 М1 М2 М2  М3 М3 

 1  2  3 
 4 

 Э.С.М.С 

Ф
0R  

Ф
1А  Ф

2А  Ф
1В  Ф

2В  Ф
3В  Ф

4В  Ф
3А  Ф

4А  
Ф
1R  Ф

2R  Ф
3R  Ф

4R  

16 

 4  4  6.25 

 Эп. Мпрол.(кНм) 

3,24 

8,088 

0,214 

4,475 
3,24 10,366 

0,151 1,655 

2,393 

 Эп. М (кНм) 

6,5 

13  11 
 9     7 

 5  2,5 

 Эп. 1М  (кНм) 

 F1=1 

7,394 

3,6 

8,606 

5,969  2,935 

2,031  5,065 

5,247     3,6 

 4,753 

 Эп. Q (кН) 

 
Рис. 2 

3. Нумеруем опоры слева направо. Записываем систему 
уравнений трѐх моментов. 
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Вычисляем величины опорных моментов на крайних опорах 
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4. Определяем величины приведенных длин и фиктивных ре-
акций в пролетах: il , 

Ф
iA , Ф

iB , Ф
iR  (см. Рис. 25). 
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5. Решаем систему уравнений и находим опорные моменты: 
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6. Строим эпюру М в соответствии с формулой 
.оп.прол MММ  . 

7. Кинематическая проверка проводится по формуле 

 
 0

EJ
MM1 . 

Единичная эпюра моментов строится для любой основной сис-
темы метода сил, выбранной для исходной балки. По возможности, 
единичная эпюра должна охватить максимальное число пролетов 
балки. 
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Ошибка вычислений в процентах 

%.1%4,0%100
671,1614

671,1614753,1621


  

Построение эпюры поперечных сил “Q” ведется по эпюре мо-
ментов в соответствии с дифференциальными зависимостями. 

Пролет 0-1 

1

ЛПР1
10

ММxq
2

qQ
l

l 



 . 

394.7606.08
8

24.3088.80
2

82Q0 





 кН. 

606.8606.0168
8

24.3088.882
2

82Q1 





 кН. 

Пролет 1-2 

2

ПРЛ2
21

ММxq
2

qQ
l

l 



 . 

969,5969,14
4

214,0088,80
2

42Q1 





 кН. 

031,2969,184
4

214,0088,842
2

42Q2 





 кН. 
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Пролет 2-3 

3

ЛПР3
32

ММxq
2

qQ
l

l 



 . 

935,2065,14
4

214,0475,40
2

42Q2 





 кН, 

065,5065,184
4

214,0475,442
2

42Q3 





 кН. 

Пролет 3-4 

4

ПРЛ4
43

ММxq
2

qQ
l

l 



 , 

247,5247,05
5

24,3475,40
2

52Q3 





 кН, 

753,4247,0105
5

24,3475,452
2

52Q4 





 кН. 

8. Определение опорных реакций проводим по эпюре “Q”вырезая 
и уравновешивая опорные узлы. 

Определяем реакцию в опоре 0 (см. Рис. 26) 
 

 7.394 3.6 

R0 

Уз. 0 

 

 
Рис. 3 

  ;0Y    -3,6-7,394+R0=0,     R0=10.994кН. 
Определяем реакцию в опоре 1 (см. Рис. 27) 

  ;0Y      -8,806-5,969+R1=0,    R1=14.575кН. 
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 5.969 8.606 

R1 

Уз. 1 

 

 
Рис. 4 

Определяем реакцию в опоре 2 (см. Рис. 28) 
  ;0Y      -2,031-2,935+R2=0,     R2=4.966кН. 

 

 2.935 2.031 

R2 

Уз. 2 

 

 
Рис. 5 

Определяем реакцию в опоре 3 (см. Рис. 29) 
  ;0Y     -5,065-5,247+R3=0,     R3=10.312кН. 

 

 5.247 5.065 

R3 

Уз. 3 

 

 
Рис. 6 

Определяем реакцию в опоре 4 (см. Рис. 30) 
  ;0Y      -4,753-3,6+R4=0,     R4=8,353кН. 
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 3.6 4.753 

R4 

Уз. 4 

 

 
Рис. 7 

 
9. Статическая проверка правильности построения эпюр. 

Приложив к балке внешние нагрузки и опорные реакции, убеж-
даемся в выполнении условий равновесия (см. Рис. 31) 

  ;0FY  -224.6+10.994+14.575+4.966+10.312+8.353=-
49.2+49.2=0 

 
 q1=2кН/м 

R0 R1   R2   R3  R4 

24.6 

 
Рис. 8 

 
2.1.2 расчет неразрезной балки с помощью метода фокусов 

 
 Расчет неразрезной балки с помощью метода фокусов ве-

дем на разные виды механических нагрузок, которые в учебных це-
лях, будем считать временными (см. Рис. 9).  
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I 1 /I 0 =1.5     I 2 /I 0 =0.5   I 3 /I 0 =3   I 4 /I 0 =1   0   1   2   3     4   

  

 
Рис. 9 

 Методика метода фокусов подразумевает расчет балки на 
загружение только одного пролета, поэтому ниже расчет на каждую 
из нагрузок ведется по отдельности. 

1. Определяем приведенные длины пролетов балки и фокус-
ные отношения в пролетах, которые не зависят от вида нагружения, а 
лишь от геометрии балки. 

 Приведенные длины пролетов нами определялись в пре-
дыдущем разделе. Приведем из здесь заново. 
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2. Расчѐт на загружение правой консоли сосредоточенной силой 
(см. Рис. 33). 

Определение опорных моментов. Момент в статически опре-
делимой консоли находим как  

8,108,16aFМ4  кНм. 
Момент в третьем сечении 3М  вычисляем из формулы фо-

кусных отношений в пролете  

4
3

4 k
М
М

  , 32.4
5.2

1)8.16(
k
MM

4

4
3   кНм. 

Для момента во втором 2М  сечении получим  

3
2

3 k
М
М

  , 3541.0
2.12

32.4
k
MM

3

3
2   кНм. 

Аналогично, для первого сечения 1М  имеем 
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F=6кН 

  
 
 a=1.8 

  
 
 a=1.8 

  
 
 l1=8 

  
 
 l2=4 

  
 
 l3=4 

  
 
   l4=5 

0 1 2 3   4 

6  6 

 3.026  3.024 

 0.9915   0.9915 

 0.1151  0.1151 

 0.0133 
 0.0133 

 0.0133 

 R0   R1 

 0.0133   0.1151   0.9915 

 R2  R3  R4 

 3.024  6 

 R0=0.0133  R1=0.1284  R2=1.107  R3=4.016  R4=9.024 

 F=6кН 

 Эп. Конс
FM (кНм) 

 Эп. Q (кНм) 

10.9 

4.32 

0.3541 0.1062 

0.0531 0.124 

1.983 

3.24 

 
Рис. 10 

 

2
1

2 k
М
М

  , 1062.0
333.3
3541.0

k
MM

2

2
1 


  кНм. 

 В сечении над опорой 0 должен быть нулевой момент 0М , 
так как в настоящей задаче консоль не нагружена. Проверим это по 
формуле 

1
0

1 k
М
М

  , 01062.0
k
MM

1

1
0 




  кНм. 
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Определение поперечных сил ведем по эпюре моментов 

В консоли имеем 
6FQ4  кН. 

В пролете 3-4 

026,3
5

32,48,10MMQ
4

34
43 







l
кН. 

В пролете 3-2 

169,1
4

3541,032,4MMQ
3

23
32 







l
кН. 

В пролете 1-2 

1151,0
4

1062,03541,0MMQ
2

12
21 







l
кН. 

В пролете 0-1 

0133,0
8

01062,0MMQ
1

01
10 







l
кН. 

Определяем опорные реакции, вырезая опорные узлы и уравно-
вешивая их 0FY  ; 

Из условия равновесия узла 0 имеем 
00133,0R0  ,      0133,0R0  кН. 

Из условия равновесия узла 1 получим 
01151,00133.0R1  ,  1283,0R1  кН. 

Аналогично, для узла 2, запишем 
0169.11151.0R2  ,   2841.1R2  кН. 

Реактивное усилие в третьем узле 
0026.3169.1R3  ,   195.4R3  кН. 

Четвертая реакция балки 
06026.3R4  ,   026,9R4  кН. 

Статическая проверка (см. Рис. 33) выполняется 
0FY   

.06026.9195.42841.11283.00133.0
FRRRRR 43210



  

 
3. Расчѐт на загружение 4-ого пролѐта (см. Рис. 34). 
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Находим величины фиктивных реакций при загружении 

четвертого пролета сосредоточенной нагрузкой 

25,56256
8
3F

8
3В6A6 2

4
Ф
4

Ф
4  l кНм2. 

Определяем опорные моменты загруженного пролета  

5.4
5.12
25.56

)15.2(5
25.5625.56

)1k'k(
В'kA6M

444

Ф
44

Ф
4

3 









l

кНм

. 

0
)15.2(5
)15.2(25.56

)1k'k(
)AkВ(6M

444

Ф
44

Ф
4

4 









l

кНм. 

Остальные опорные моменты находим по формулам фокусных 
отношений 

Момент на второй опоре 2М  

3
2

3 k
М
М

  , 3689.0
2.12
5.4

k
MM

3

3
2  кНм. 

Момент на первой опоре 1М  

2
1

2 k
М
М

  , 1107.0
333.3
3689.0

k
MM

2

2
1 


 кНм. 

Момент на нулевой опоре 1М  

1
0

1 k
М
М

  , 0)1107.0(
k
MM

1

1
0 




 кНм. 

Определение поперечных сил.  
Левая половина участка 4-3 дает 

1.2
5.2
25.50Q4 


 кН. 

Из рассмотрения правой части участка 4-3 имеем 

9.3
5.2

5.425.5Q 43 


 кН. 
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
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Рис. 11 

Участок 1-2 
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1199.0
4

1107.03689.0MMQ
2

12
21 







l
кН. 

Участок 0-1 

0138.0
8

01107.0MMQ
1

01
10 







l
кН. 

Определение опорных реакций балки. 
0FY  ;   00138.0R0   ,  0138.0R0  кН. 

0FY  ,   01199.00138.0R1  ,    1337.0R1  кН. 
0FY  ,   0217.11199.0R2  ,   3369.1R2  кН. 

0FY  ,   09.3217.1R3  ,   117.5R3  кН. 
0FY  ,   01.2R4  ,    1.2R4  кН. 

Статическая проверка. 
0FY  ,  

.061,2117,53369,11337,00138,0
FRRRRR 43210




 

4. Расчѐт на загружение 3-его пролѐта распределенной интен-
сивностью (см. Рис. 35). 

Определение фиктивных реакций загруженного пролета 
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1

2 k
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k
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2

2
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Рис. 12 
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'k
М
М

4
4

3   , 056.1
'k

MM
4

3
4 


 кНм. 

Определение поперечных сил по участкам. 

312.0
5

056.1MMQ
4

34
43 







l
кН. 

3

2332
32

MMxq
2

qQ
l

l 



 кН. 

9.7095.08
4

18.156.104
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44Q2 




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1.8095.0168
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18.156.144
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44Q3 

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3825,0
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35,018,1MMQ
2
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21 





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l
кН. 

044,0
8

035,0MMQ
1

01
10 







l
кН. 

Определение опорных реакций балки. 
0FY  ;  0044.0R0  ,   044.0R0  кН. 

0FY  ;  03825.0044.0R1   , 4265.0R1  кН. 
0FY  ;  09.73825.0R2  ,   2825.8R2  кН. 

0FY  ,   0312.01.8R3  ,  412.8R3  кН. 
0FY  ;   0312.0R4  ,   312.0R4  кН. 

Статическая проверка. 
0FY  ,  

.044312.0412.82825.84265.0044.0
qRRRRR 3243210



 l  

5. Расчѐт на загружение 2-ого пролѐта сосредоточенным момен-
том (см. Рис 36). 

Определяем фиктивные реакции загруженного пролета 
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Определение опорных моментов загруженного пролета 
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Определение поперечных сил по эпюре моментов. 
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Определение опорных реакций: 
0FY  ; 0018.0R0  ,   018.0R0  кН. 

0FY  ,    01576.0018.0R1  ,   1756.0R1   кН. 
0FY  ,    02459.01576.0R2  ,    4035.0R2   кН. 
0FY  ,   001.02459.0R3  ,   2559.0R3   кН. 

0FY  ,   001.0R4  ,   01.0R4   кН. 
Статическая проверка правильности построения эпюр. 

0FY  ,    
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.001,02559,04035,01756,0018,0
RRRRR 43210




 

 
6. Расчѐт на загружение 1-ого пролѐта распределенной интен-
сивностью (см. Рис 37). 

Вычисляем фиктивные реакции загруженного пролета 
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Определяем поперечные силы по пролетам 
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Рис. 14 
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081,7919,08
8

0353,702
2

82Q0 





  кН. 

919,8919,0168
8

0353,782
2

82Q1 





  кН. 

Определение опорных реакций: 
0FY  ;  0081.7R0   ,   081.7R0  ; кН. 

0FY  ;  0632.2919.8R1  ,   551.11R1   кН. 
0FY  ;   08773.0632.2R2   ,   5093.3R2   кН. 
0FY  ;   00668.08773.0R3   ,   9441.0R3   кН. 

0FY  ;   0668.0R4  ,  0668.0R4   кН. 
Статическая проверка: 

0FY  , 

.0820668,09441,05093,3551,11081,7
lqRRRRR 1143210




 

7. Расчѐт на загружение левой консоли сосредоточенным мо-
ментом (см. Рис 38).  

Момент в консоли 3М0  кНм. 
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Рис. 15 

Определение поперечных сил: 
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l
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Определение опорных реакций: 
0FY  ; 05301.0R0  ,   5301.0R0   кН. 

0FY  ,  04442.05301.0R1   ,   9743.0R1   кН. 
0FY  ,  01481.04442.0R2  ,   5923.0R2   кН. 
0FY  ,  00113.01481.0R3  ,  1594.0R3   кН. 

0FY  ,  00113.0R4  ,  0113.0R4   кН. 
Статическая проверка: 

0FY  , 

.00113,01594,05923,09743,05301,0
RRRRR 43210




 

 
2.1.3 Построение объемлющей эпюры моментов 

 
Примем (в учебных целях), что в разделе 3.5.1 мы вели расчет на 

постоянную нагрузку (например, собственный вес).  
Во втором разделе 3.5.2 расчет балки велся на временные на-

грузки в пролетах. 
В настоящем разделе мы будем строить объемлющую эпюру мо-

ментов с целью определения наибольших в пролете изгибающих мо-
ментов при различных сочетаниях постоянной и временных нагру-
зок. 

Построение объемлющей эпюры моментов ведем по формулам 

".M"MM

,"M"MM
нагр.врем

сечении
нагр.пост

сечении
min
сечении

нагр.врем
сечении

нагр.пост
сечении

max
сечении




 

1. Построение объемлющей эпюры моментов будем вести в таб-
личной форме (см. табл. 2) и рисунок 39. 
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Таблица 2 
 

Номер 
сечения 

Мпост, 
кНм 

М от временной нагрузки, кНм 
Мmax, 
кНм 

Мmin, 
кНм на левой 

консоли 
в 1-м 

пролѐте 
во 2-м 

пролѐте 
в 3-м 

пролѐте 

в 4-м 
пролѐ-

те 

на пра-
вой кон-

соли 
-1 0 3 0 0 0 0 0 3 0 
а -0.81 3 0 0 0 0 0 0 -0.81 
0 -3.24 3 0 0 0 0 0 0 -3.24 
б 10.336 0.8795 12.32 0.0735 0.175 -0.0554 0.0531 23.84 10.28 
1 -8.088 -1.241 -7.353 0.1469 0.35 -0.1107 0.1062 -7.485 -16.79 

в -0.151 -0.3526 -2.089 -1.668/ 
1.332 -0.415 0.1291 -0.124 -0.0219/ 

1.31 
-4.676/ 
-3.008 

2 -0.214 0.5358 3.175 -0.4836 -1.18 0.3689 -0.3541 3.866 -2.232 
г 1.655 0.2397 1.4204 -0.2168 6.63 -2.066 1.983 11.93 -0.6278 
3 -4.475 -0.0564 -0.3342 0.05 -1.56 -4.5 4.32 -0.105 -10.93 
д 2.3925 -0.0282 -0.1671 0.025 -0.78 5.25 -3.24 7.668 -1.822 
4 -3.24 0 0 0 0 0 -10.8 0 -14.04 
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Рис. 16 

 Заметим, что речь не идет об одновременном действии всех 
временных нагрузок. На рисунке 9 все нагрузки приведены лишь для 
справки. 
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2.2 Расчет статически неопределимой рамы методом перемещений 

 
Задача № 6 переписывается из Приложения №2. Для заданной не-

разрезной балки (Рис. 59) требуется: 
1. провести расчѐт рамы методом перемещений на заданную 

нагрузку и построить эпюры М, Q, N.  
2. выполнить статическую проверку эпюр. 

 
По заданию моменты инерции стержней с горизонтальной осями 

обозначены J1, а стержни с вертикальной осью J2. Согласно заданным 
соотношениям между ними получены величины моментов инерции 
на рисунке 40. 

 

l=12м l=12м l=12м l=12м 
h=

6м
 

h=
6м

 

3J 

F=8кН 

q=1.2кН/м 

3J 3J 3J 

2J 2J 2J 2J 2J 

 
Рис. 17 

Решение. 
1. Вычисляем степень кинематической неопределимости по 

формуле 
n=nУ+nЛ=2+1=3. 

Где nУ – количество жестких узлов, равное количеству неиз-
вестных углов поворота узлов рамы; 

 nЛ – количество неизвестных линейных смещений рамы. 
2. Записываем систему канонических уравнений метода пе-

ремещений 
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3. Выбираем основную систему метода перемещений (ОСМП) добав-
ляя в жесткие узлы связи, запрещающие их повороты, и по направлению воз-
можных линейных перемещений связи, запрещающие перемещения (см. Рис. 
41).  

 

О. С. М. П. 

 
Рис. 18 

 
 Эквивалентную систему метода перемещений (ЭСМП) по-

лучаем после приложения к ОСМП заданной нагрузки и неизвестных 
пока перемещений, которые должны появиться после деформирова-
ния рамы под действием нагрузки (см. Рис. 42). 

 Учитывая, что рама симметрична относительно вертикаль-
ной оси, используем группировку неизвестных углов поворота жест-
ких узлов рамы, и выбираем их в виде симметричных и антисиммет-
ричных составляющих. 

 Неизвестные 2Z  и 3Z  антисимметричные, а неизвестная 1Z  
симметричная. Следовательно коэффициенты канонического уравне-
ния 0rr 1221  , и 0rr 1331  . 
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Э. С. М. П. 

q=1.2кН/м 

F=8кН 

z1 z2 

  z2 

  z1   z3 

 
Рис. 19 

 
3. Построение единичных ijM , и грузовой MF эпюр в основ-

ной системе метода перемещений ведем с использованием таблиц 
метода перемещений, приведенных в Приложении 2 настоящих ме-
тодических указаний (см. Рис.43, Рис.44, Рис.45, Рис. 46). 

 z1=1  z1=1 

32EI/12 32EI/12 

 33EI/12 

1M  

 
Рис. 20 
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32EI/12 

 33EI/12 

2M  

 
Рис. 21 
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Рис. 22 
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FM  

1.2122/8 

1.2122/16 

3812/16 

5812/32 

 
 

Рис. 23 
 
5. Определение единичных rij  и грузовых RiF   коэффициентов 

канонических уравнений метода перемещений ведем статическим 
методом, вырезая на единичных и грузовой эпюрах узлы и элементы 
рамы и уравновешивая их. 

Коэффициент r11, имеющий смысл реактивного момента, нахо-
дим из условия равновесия узлов (Рис. 47)  

 

0,5EJ 

3/4EJ   3/4EJ 

r11
Л 

 3/4EJ 

0,5EJ 

r11
П 

 
Рис. 24 

EJ4)
4
3

4
35,0(EJ2rrr П

11
Л

1111  . 

Аналогично находим коэффициент r22  (см. Рис. 48). 
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Рис.25 

EJ4)
4
3

4
35,0(EJ2rrr П

22
Л
2222  . 

Находим коэффициент r23 (см. Рис. 49). 
 

1/24EJ 

r23
Л 

1/24 EJ 

r23
П 

 
Рис. 26 

EJ12/1rrr П
23

Л
2323  . 

Коэффициент r33 имеет смысл реактивного усилия, поэтому мо-
жет быть уравновешен только поперечными силами, имеющимися на 
рассеченных участках (Рис. 50). 

 

6/63EI 6/123EI 6/123EI 
6/63EI 
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 r33 

 
Рис. 27 
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1(EJr33  . 

Находим грузовой коэффициент R1F , имеющий смысл реактив-
ного момента из условия равновесия моментов в узлах (Рис.51). 
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Аналогично, имеем R2F (Рис. 28). 
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Рис. 28 

6,39186,21RRR П
F1

Л
F1F1  кНм. 

Коэффициент R3F имеет смысл реактивного усилия (см. Рис. 53) 
5,14R F3  кН. 

 

9 5.5 

 R3F 

 
Рис. 29 

6. Определение перемещений Z1, Z2, Z3 из уравнений 
06,3ZEJ4 1  . 
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Получаем из первого уравнения 
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EJ
9,0

EJ4
6,3Z1  . 

Решая систему из двух уравнений, находим  

;
EJ

886,212z3


  
EJ
465,5z2


 . 

7. Эпюру моментов M в раме можно построить по формуле 
F332211 MZMZMZMM  . 

На рисунках 54-56 показаны эпюры, соответствующие рем пер-
вым слагаемым формулы. 
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  0.675 
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0.45 

 
Рис. 30 
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22 zM   
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Рис. 31 
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Рис. 32 

Окончательная эпюра моментов показана на Рис. 57. 
Выполним статическую проверку равновесия узлов (см. Рис. 58). 

Равновесие узла 3. 
001,0547,9548,9547,9774,4774,4M3  кНм. 
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Рис. 33 
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Из равновесия узла 7 имеем 

001,0847,6848,6847,6424,3424,3M3  кНм.  
Ошибка вычислений 

%015,0%100
847,6
001,0

 . 

 

Рис. 34 
9. Построение эпюры Q ведем по эпюре моментов, диффе-

ренцируя по участкам (см. Рис. 59) 
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0.398 0.285 0.285 

 5.914 
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    6     7 
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   9 

Эпюра “Q” (кН) 

Рис. 35 
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
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0774,4Q 32 


  

);кН(398,0
12

0774,4Q 63 



 .

);кН(739,0
12

087,8Q 65 



 

   4.774  4.774 

9.547 

Узел 3 

 3.424 

6.847 

  3.424 

Узел 7 
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);кН(285,0
12

0424,3Q 76 



 

);кН(285,0
12

0424,3Q 107 



 

);кН(914,5
6

0481,35Q 109 



 

2
05,2337,11xq

2
qQ 34







l

.
 

)кН(404,6796,002,1
2

122,1Q )0x(4 



 . 

)кН(996,7796,0122,1
2

122,1Q )12x(3 



 . 

);кН(43,3
6

0557,20Q '88 


  

).кН(57,4
6

577,20847,6Q 7'8 


  

10. Построение эпюры N ведем, вырезая и уравновешивая уз-
лы рамы (см. Рис. 60-62). 

Рис. 36 
Из равновесия узла 2 имеем (Рис. 36) 

;0FY      ;0398,0N 21      кН398,0N 21  . 
;0FX     ;0914.5N 32    кН914.5N 32  . 

Из равновесия узла 10 имеем 
;0FY      ;0285.0N 109      кН285.0N 109  . 

;0FX      ;0914.5N 107    кН914.5N 107  . 
Из равновесия узла 3 имеем (см. Рис. 61) 

;0FY     ;0398.0398.0N 43      0N 43  кН. 
;0FX      ;0996.7914.5N 63    кН082.2N 63  . 

 

 5.914 0.398 

N2-3 

N1-2 

Узел 2 

 5.914 

0.285 

N7-10 

N9-10 

Узел 10 



 42 
 

 7.996 0.398 

N3-6 

N3-4 

0.398 

5.914 

Узел 3 
 4.57 0.285 

  N6-7 

N7-8 

0.285 

5.914 

Узел 7 

Рис. 37 
Из равновесия узла 7 имеем (см. Рис. 61) 

;0FY     ;0285.0285.0N 87      0N 87  кН, 
;0FX    ;057.4914.5N 76      кН344.1N 76  . 

Рис. 38 
Из равновесия узла 6 имеем (см. Рис. 62) 

;0FY      ;0285.0398.0N 65      кН113.0N 65  .  
 

0.398 
1 

 2 
0.398 

   5.914     5.914 

    2.082 

 3 

4 5 

0.113 

    0.113 

    2.082 

    1.344 

8 

    5.914 

 7 

 9 
    0.285 

    5.914     0.285  10 
6 

Эп. N 

 
Рис. 39 

 0.739 0.285 

N5-6 

1.344 0.398 

2.082 
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11. Статическая проверка правильности построения эпюр про-

водится из условия равновесия рамы под действием внешних сил и 
внутренних усилий в сечениях, проведенных вблизи опорных закре-
плений (см. Рис. 64). 

 

q=1.2кН/м 

F=8кН 

3.43 

5.914 

0.285 35.481 

0.739 
 0.113 8.87 

6.404 

5.914 

0.398 35.481 

12 

m 

Рис. 40 
Условие равновесия в направлении горизонтальной оси 

 ;0FX    

 
.001,0401,224,22

914.543,38739,0604,6122,1914,5



 

Ошибка вычислений 

%004.0%100
4.22

001.0
 . 

Условие равновесия в направлении вертикальной оси 
;0FY   .0398,0398,0285,0113,0398,0FY   

Равновесие относительно произвольно выбранной точки 
;0Mm   

.004,0012,219008,219481,3560285,06914,568
1242,387,836113,012739,06122,1

12404,612398,0481,356914,5Mm






 

Ошибка вычислений 

%002,0%100
008,219

004,0
 . 

Условия выполняются. Эпюры построены верно. 
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2.3 Динамический расчет рамы 

 
2.3.1 Определение собственной частоты колебаний 

Задача № 7 переписывается из Приложения № 3. Для заданной ра-
мы (Рис. 60) требуется: 

1. определить частоты собственных колебаний масс; 
2. построить эпюру динамических изгибающих моментов. 

По заданию имеем соотношения для масс m1/m=3, и момен-
тов инерции J1/J=1; J2/J=1. Частоту возмущающей нагрузки Θ в 
учебных целях следует принять равной 0,6 от частоты основного 
тона свободных колебаний. 

  l1=2 l2=5 

h=
6 

J1 J1 

J2 

m1 

FsinΘt 

 

Рис.41 
Решение. 

1. Определяем количество степеней свободы системы 
nCB=2. 

2. Согласно полученному количеству степеней свободы записыва-
ем частотный определитель  
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0
)1m(m

m)1m(

2122121

1112111










. 

Коэффициенты определителя находятся по формулам 

dx
EJ

MM ji
ij 


 . 

Физический смысл коэффициентов - перемещения в направле-
нии степеней свободы массы в заданной (статически неопределимой) 
раме. Для вычисления перемещений необходимо построить эпюры 
моментов М1 и М2 в заданной раме (см. Рис. 66). 

 
 

1M  

1F1   

2M  

1F2   

 
Рис. 42 

3. Для вычисления коэффициентов частотного определителя, при-
кладываем единичные сила в направлении степеней свободы и рас-
крываем статическую неопределимость рамы. 

 По методу сил рама неопределима один раз Л=1. По мето-
ду перемещений n=1. Для построения эпюр используем метод сил. 
4. Построение эпюры 1M . 

Каноническое уравнение метода сил имеет вид 
0X 1

F11
1
11  . 

Эквивалентная система метода сил показана на рисунке 67. 
На рисунках 68 и 69 приведены единичная и грузовая эпюры 

метода сил. 
Единичный коэффициент канонического уравнения имеет вид 
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1F1   1x1   

ЭСМС 

 
Рис. 43 

 

ОСМС
1M  

1x1   

5 

5 

ОСМС
F1

M  

1F1   

 2 

 2 

 
Рис. 44 

EJ3
575150

3
125

EJ
1565

3
2

2
55

EJ
1

EJ
MM 111

11 






















  . 

 
EJ
602525252522

6
6

EJ
1

EJ
MM

1
F1

F11 


 
. 

Решаем каноническое уравнение 

;0
EJ
60X

EJ3
575

1    098,0
115
36

575
180X1  кН. 

Строим эпюру моментов в заданной раме по формуле 

1F1
ОСМС
11 MXMM  . 



 47 
На рисунке 69 показана окончательная эпюра. 
 

1
ОСМС
1 xM   

1.565 

1.565 

1M  

1.565 2 

0.435 

0.435 

 
Рис. 45 

 
Проверка равновесия в узле на эпюре моментов (см. Рис. 70). 
 

 

0.435 

 2  1.565 

 
Рис. 46 
;0MУЗ   2-1,565-0,435=0. 

Кинематическая проверка. 

 

 

).05,1304,13(
EI
1

435,05435,05435,02)5435,02(
6
6

EI
1

565,152
6
5

EJ
1

EJ
MM 1

ОСМС
1










 

Процент ошибки 
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%1%08.0%100
04.13

05.1304.13


 . 

 
5. Построение эпюры 2M  ведем аналогично предыдущей.  

0X 2
F2

2
1

2
11  . 

Учитывая, что единичная эпюра в ОСМС для первой и второй 
задачи одинаковы, имеем 2

11
1
11  . 

На рисунке 71 показана эквивалентная система и грузовая эпю-
ра. 

 1F2   
1x1   

ЭСМС 
ОСМС
F2

M  

1F2   

 6  
Рис. 47 

Грузовой коэффициент 

 
EJ
9056652

6
6

EJ
1

EJ
MM

2F12
F2 


  . 

;0
EJ
90X

EJ3
575 2

1    

2205,0
115
54

575
270X2

1  . кН. 

Эпюру строим по формуле (см. Рис. 72) 

2F1
ОСМС
12 MXMM  . 

 
Кинематическая проверка: 
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 

 

.0)79,5479,54(
EJ
1

652,35348,255348,22)5652,32(
6
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EJ
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348,252
6
5

EJ
1

EJ
MM 2

ОСМС
1










 

 
 

2
1

ОСМС
1 XM   

2.348 

2.348 

2.348 

2M  

3.652 

 
Рис. 48 

 
6. Определение коэффициентов частотного определителя 

21122211 δ;δ;δ;δ  

    .
EJ
884,7135,1667,2082,4

EJ
1435,06435,0
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1

2
3
2

2
22
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1565,1

3
2

2
565,15

EJ
1

EJ
MM 11
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



























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.
EJ
737,29

EJ
55,20

EJ
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)348,2652,3652,3348,2652,3652,32348,2348,22(
6
6

EJ
1

348,2
3
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2
348,25

EJ
1

EJ
MM 22

22





















 

.
EJ
826,7

EJ
702,1

EJ
124,6

)435,0652,3435,0348,2435,0348,22435,0652,32(
6
6

EJ
1

348,2562,12
6
5

EJ
1

EJ
MM 12

2112










 

7.  Определение частоты основного тона свободных колебаний. 

Введя обозначение 2ω
1λ  , раскроем частотный определитель 

  0mmmmmm 21
2
12222111222111

2  . 
Решение квадратного уравнения имеет вид 

.
)EJ(
m10076

EJ
m43.56

mm4)mm(
2

mm

2

2

21
2
12

2
222111

222111
2,1








 

EJ
m8,156

EJ
m4,100

EJ
m43,56

)EJ(
m10076

EJ
m43,56

2

2

1  . 

EJ
m97,43

EJ
m4,100

EJ
m43,56

)EJ(
m10076

EJ
m43,56

2

2

2  . 

Отбросив отрицательные корни, получаем 

m
EJ077.0

EJ
m8,156

1
1  . 

Собственная частота колебаний 
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m
EJ077,0 . 

 
2.3.2 Расчет рамы на динамическую нагрузку 

По результатам приведенного выше расчета принимаем час-
тоту вынуждающей нагрузки на 40% ниже собственной частоты 
колебаний, чтобы избежать резонанса 

m
EJ0462,06,0  . 

1. Количество степеней свободы определялось выше nCB=2. 
2. Система уравнений, описывающая гармонические колебания 
рамы, записанная в форме метода сил 











.0

,0

F22
*
22121

F12121
*
12  

3. Коэффициенты канонического уравнения находим, используя 
результаты предыдущего раздела, по формулам 

EJ
8,158

EJ006,0
1

EJ
884,7

m
EJ002.0m3

1
EJ
884,7

m
1

2
1

11
*
11 








. 

EJ
9,136

EJ006,0
1

EJ
737,29

m
EJ002,0m3

1
EJ
737,29

m
1

2
1

22
*
22 








EJ
826,7

2212  . 

4. Для определения грузовых коэффициентов iFΔ  строим грузо-
вую эпюру (см. Рис.73). 
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 1.565F0 2F0 

0.435F0 

0.435F0 

01F FMM   

 
Рис. 49 

Тогда коэффициенты определятся как 

0011
011F1

F1 F
EJ
884,7F

EJ
FMM

EJ
MM







  . 

0012
012F2

F2 F
EJ
826,7F

EJ
FMM

EJ
MM







  . 

5. Определение амплитудных значений динамических сил 1  и 2  














.0F
EJ
826,7

EJ
9,136

EJ
826,7

,0F
EJ
884,7

EJ
826,7

EJ
8,1587

021

021
 

Откуда  









.F826,79,136826,7
,F884,7826,78,158

021

021  

Решив систему, получаем 
02 F06.0 ,  01 F0526.0 . 

6. Построение эпюры динамических изгибающих моментов ведем 
по формуле 

0F2211g MMMM  . 
Первое и второе слагаемые показаны на Рис. 74. 
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 0.0823F0 0.1052F0 

0.0229F0 

11M   

0.1409F0 

0.2191F0 

22M   

 
Рис. 50 

Эпюра динамических моментов в раме показана на Рис. 75 
 0.317F0 2.105F0 

1.788F0 

0.667F0 

gM  

 
Рис. 51 
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2.4 Расчет несвободной рамы на устойчивость 

 
Задача № 8 переписывается из Приложения № 4. Для заданной ра-

мы (Рис. 61) требуется: 
1. выбрать основную систему и записать уравнения устойчи-

вости в форме метода перемещений; 
2. построить единичные эпюры моментов с учѐтом влияния 

продольных сил; 
3. определить коэффициенты векового уравнения и вычис-

лить значение критической силы. 
 

По заданию моменты инерции горизонтальных стержней приня-
ты J1, вертикальных - J2. Для заданного отношения вычислены мо-
менты инерции, показанные на рисунке 76. 

 

l1=6 l2=6 

h 2
=3

 
h 2

=3
 

F 

 F 

F 

F 

3J 3J 

3J 3J 

J  J 

 J 
J 

 
Рис. 52 

Решение 
1. Вычисляем степень кинематической неопределимости 

n=nУ+nЛ=0+2=2. 
2. Выбираем основную систему метода перемещений ОСМП, и 

эквивалентную систему метода перемещений ЭСМП (см. Рис. 77).  
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Рис. 53 

3. Записываем определитель устойчивости 

0
rr
rr

2212

1211
  0rrr 2

122211  . 

4. Строим единичные эпюры с помощью таблиц приложения 3. 
 

 

 Z1 

)ν(φEI 53  

)ν(φEI2 52  

)ν(φEI 61  

)ν(φEI5.1 31  

1M  

Z2 

EI5.1  

)ν(φEI 21  )ν(φEI
3
4

12  

)ν(φEI
3
2

13  

2M  

 
Рис. 54 

5. Определение коэффициентов rij частотного определителя  
Коэффициент r11 находим из условия равновесия узла (см. 

Рис. 79) 
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Рис. 55 

)(EJ5.1)(EJ)(EJ2r 31615211  . 
Коэффициент r22 

 

)ν(φEI
3
4

12  

)ν(φEI 21  

r22 EI3  

 
Рис. 56 

)(EJ
3
4EJ3)(EJr 122122  . 

0rr 2112  . 
Подставив коэффициенты в уравнение устойчивости 

0))(EJ
3
4EJ3)(EJ())(EJ5,1)(EJ)(EJ2( 1221316152 

. 
6. Определение коэффициентов векового уравнения ведем мето-

дом итераций. Величина параметра определяется формулой  

EJ
Fcr l . 

Находим соотношения между параметрами  

EJ
F2,5

EJ
F331  ,   

EJ
F46,3

EJ3
F65  ,  
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EJ
F24,4

EJ
F232  ,   

EJ3
F36  , 

EJ
F46,3

EJ3
F63  . 

Тогда 

82,0
1

2 


 ; 12 82,0  , 

67,0
1

3 


 ; 13 67,0  , 

67,0
1

5 


 ; 15 67,0  . 

58,0
1

6 


 ; 16 58,0  . 

Уравнение приобретает вид 

.0))(EI
3
4EJ3)82.0(EJ(

))67.0(EI5,1)58.0(EJ)67.0(EJ2(

1211

111112





 

Или 

0))(
3
43)82.0(())67.0(5.1)58.0()67.0(2( 1211111112 

. 
Первая итерация. Принимаем 0,61  . По таблице находим 

2933,0)0,4(2  ,   4894,0)5,3(1  ,   1726,2)0,4(1  , 
1463,4)9,4(1  ,   1589,5)0,6(2  . 

Вычисляем навязку на первой итерации 

.85,027.016,3

)1589,5
3
431463,4()1726,25,14894,02933,02(1



  

Принимаем на второй итерации 1,61  . По таблице приложе-
ния 3 находим 

2424,0)1,4(2  ,   4894,0)5,3(1  ,   9806.2)1.4(1  , 
3615,3)0,5(1  ,   2355,8)1,6(2  . 

Невязка на второй итерации 
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.69,20)26,4(48,4

)2355,8
3
433615,3()9806,25,14894,02424,02(2




 

Строим график невязок (см. Рис. 81). 
7. Вычисление значения критической силы по формуле 

EJ
Fcr l  . 

Получаем 

EJ33,1
04,27
EJ36F  . 

10 

20 

  -10 

  -20 

 6.0   6.1 

 

 

 

 
Рис. 57 
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ПРИЛОЖЕНИЕ № 1 

 
Задача № 5. Расчет неразрезной балки 

 
1. С помощью уравнения трех моментов найти опорные моменты 
и построить эпюры M и Q от постоянной нагрузки, распределенной 
по всей балке. Принять постоянную нагрузку, равной q1. 
2. Найти фокусные отношения и построить эпюры M и Q от по-
следовательного нагружения каждого пролета в отдельности задан-
ной временной нагрузкой. 
3. Построить объемлющие эпюры моментов в одном из пролетов 

балки. 
ТАБЛИЦА № 3 

Н
ом

ер
 п

о 
ж

ур
на

лу
 

+ 
ш

иф
р 

гр
уп

пы
  

Длина проле-
тов, м 

Д
ли

на
 к

он
со

ли
, d

 м
 Относительные 

величины момен-
тов инерции для 

пролетов 

Временные нагрузки 

 
 

l1 

 
 

l2 

 
 

l3 

 
 

l4 

 

0

1

J
J

 

 

0

2

J
J

 

 

0

3

J
J

 

 

0

4

J
J

 

 
q1 

кН/м 

 
q2 

кН/м 

 
F 

кН 
 

 
m 

кН∙м 

1 6 4 6 5 1,8 1,5 1,0 1,5 1,0 1,0 0 10 0 
2 6 3 4 5 1,0 2,5 2,0 3,0 1,0 1,0 0 0 2,6 
3 3 4 6 6 1,5 1,0 2,0 2,0 1,0 0,8 1,2 0 0 
4 6 2 6 3 1,5 1,5 1,0 2,0 1,5 1,0 0 12 0 
5 5 6 5 6 1,0 2,0 3,0 3,0 2,0 1,0 2,0 0 0 
6 4 6 6 5 1,0 1,0 1,0 1,5 1,5 1,0 0 11 0 
7 6 3 5 6 1,0 2,0 1,0 2,0 1,5 1,5 2,0 0 0 
8 5 6 3 4 1,5 1,5 1,5 2,0 1,5 1,5 0 0 2,0 
9 5 6 6 4 1,5 1,0 2,0 1,2 1,0 1,0 0 13 0 
10 6 5 5 6 1,0 0,8 1,2 1,0 1,0 1,0 2,0 0 0 
11 5 5 8 7 2,0 1,0 1,0 1,0 1,0 2,0 0 0 2,0 
12 4 6 6 5 1,0 0,5 2,0 2,0 2,0 1,0 0 14 0 
13 3 6 4 3 2,0 1,0 1,0 1,0 0,5 0,5 1,0 0 0 
14 4 5 5 4 1,6 2,0 1,8 1,0 1,5 0,8 0 16 0 
15 5 4 4 3 1,5 1,5 1,5 1,0 1,0 1,5 1,0 0 0 
16 6 4 4 5 0,8 0,8 2,0 3,0 0,5 0,5 0 18 0 
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17 3 6 5 3 0,5 1,0 2,0 1,0 2,0 1,8 1,0 0 0 
18 5 6 2 4 2,0 2,5 1,0 2,0 1,5 1,0 0 1,0 0 
19 4 5 3 6 1,0 1,0 3,0 1,6 0,8 0,6 1,2 0 0 
20 6 4 4 5 1,8 1,5 0,5 3,0 1,0 2,0 0 16 0 
21 4 5 4 6 1,0 2,0 1,6 1,0 1,0 1,5 2,0 0 0 
22 5 4 3 6 1,2 1,0 2,0 2,0 2,0 1,2 0 0 2,0 
23 3 5 3 5 1,5 2,5 2,0 1,5 0,5 1,0 0 14 0 
24 6 4 4 6 2,0 2,0 0,5 0,5 2,0 2,0 1,8 0 0 
25 3 5 4 6 1,0 1,0 2,0 0,5 1,0 1,5 0 5 0 

 
q1

l1 l2 l3 l4 a

Fm1

 

q2

l1 l2 l3a

F q1
m

2

 

l1 l2 l3 a

Fq1 m
3 q2

 

l1 l2 l3 l4 a

F q1 m
4 F

a

F

 

a l1 l2 l3 l4

Fq1 m
5 q2

 

l1 l2 l3 l4 a

F q1m
6 q2

 

l1 l2 l3a

Fq1 m
7

 

l1 l2 l3 l4 a

Fq1 m
8

a

F
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l1 l2 l3 a

Fq1 m
9 F

 

10

a l1 l2 l3 l4

F q1 m
q2 F

 
11

l1 l2 l3a

Fq1 m

 

12

l1 l2 l3 a

Fq1m
q2

 
13

l1 l2 l3 l4 a

Fq1
m

a

F m

 

14

a l1 l2 l3 l4

q1 m
q2F

 
15

l1 l2 l3 l4 a

Fq2m
q1

 

16

l1 l2 l3a

F q2m

 
17 q2

l1 l2 l3 a

Fq1 m

 

18 q2

l1 l2 l3 l4 a

Fq1
m

a

Fm
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19

a l1 l2 l3 l4

q1m
q2F F

 

20

l1 l2 l3 l4 a

Fq1m
q2 F

 
21

l1 l2 l3a

F q2m m

 

22

l1 l2 l3 a

Fq1m F

 

l1 l2 l3 l4 a

Fq1
m

23

a

q2

 

24

a l1 l2 l3 l4

q1m F m

 
Рис. 58 
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ПРИЛОЖЕНИЕ № 2 

 
Задача № 6. Расчет статически неопределимой рамы методом пере-
мещений 

 
Для заданной рамы требуется: 
1. провести расчет рамы методом перемещений на заданную на-

грузку и построить эпюры М, Q, N; 
2. выполнить статическую проверку эпюр. 
Примечание: моменты инерции стержней с горизонтальной и 

наклонной осями обозначены J1 , а стержней с вертикальной осью - J2  
 

ТАБЛИЦА № 4 
Номер по 
списку + 

шифр 
группы 

l 
м 

h 
м J

J1  
J
J2  

F1 
кН 

F2 
кН 

q1 
кН/м 

q2 
кН/м 

1  6 4 2 1 14 0 1 0 
2  3 6 2 3 0 13 0 0,5 
3  4 6 4 2 16 0 1 0 
4  3 5 1 2 0 12 0 1 
5  6 5 3 2 15 0 2 0 
6  4 6 3 4 0 16 0 0,5 
7  5 4 3 2 13 0 1 0 
8  5 6 2 3 0 14 0 1 
9  4 5 3 2 8 0 0,5 0 
10  6 4 4 2 0 15 0 1 
11  5 4 2 3 15 0 0,6 0 
12  3 4 5 3 0 8 0 1,2 
13  5 6 1 3 8 0 1,5 0 
14  4 5 3 2 0 15 0 0,5 
15  6 4 4 1 14 0 1 0 
16  3 5 2 3 0 14 0 0,5 
17  6 6 3 2 14 0 0,8 0 
18  6 3 2 4 0 16 0 1,5 
19  5 4 3 2 12 0 1,2 0 
20  3 6 3 2 0 13 0 1,2 
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21  5 6 3 1 12 0 1,3 0 
22  4 5 2 5 0 15 0 0,5 
23  6 3 2 3 14 0 2 0 
24  4 5 3 2 11 0 0 0,8 
25  4 6 5 2 0 14 1,4 0 

 

F2 h/
2

F1

l

q1
h

q2

l

1

 

 

F1 
F2 h/

2 

l 

h  q2 

q1 

l l l 

2 

 
 F2 

F1 

l l l 

h  

q2 

q1 

l 

3 

 

F1

F2

l

l/2
h

q2

l

4

l/2
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 5 

F1 

F2 
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h  
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h

F1

l

h

q2
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l l l
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F1

7

h
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h
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l l l
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F28 q1

h
h

l l

q2

F1
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h
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h
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Рис. 59 



 70 
ПРИЛОЖЕНИЕ № 3 

 
Задача № 7. Динамический расчет рамы 

 
Для заданной рамы: 

1. определить частоты собственных колебаний масс; 

2. построить эпюру динамических изгибающих моментов. 

Примечание: частоту возмущающей нагрузки  принять равной 
0,6 от частоты основного тона свободных колебаний. 

ТАБЛИЦА № 5 

Номер по 
журналу + 
шифр груп-
пы 

m
m1  

m
m2  

J
J1  

J
J 2  l1 

м 
l2 
м 

h 
м 

 F 
кН 

1 3 2 1 3 3 4 5 0,1 15 
2 2 3 2 3 4 5 3 0,2 11 
3 2 1 3 1 5 4 6 0,3 10 
4 3 4 2 3 5 6 5 0,4 12 
5 5 3 2 3 6 5 6 0,3 14 
6 4 2 1 2 6 3 4 0,6 13 
7 4 3 2 3 5 2 4 0,7 10 
8 4 5 2 3 6 3 5 0,8 16 
9 5 2 3 2 5 4 2 0,9 11 
10 1 3 1 3 6 3 3 0,2 10 
11 3 4 2 1 5 3 4 0,4 12 
12 2 3 3 2 4 6 5 0,6 11 
13 2 4 3 1 6 5 6 0,4 13 
14 3 2 1 2 3 3 4 0,4 15 
15 3 4 5 3 6 5 4 0,1 16 
16 4 2 3 4 6 6 3 0,2 14 
17 3 2 3 2 5 4 5 0,3 13 
18 3 4 5 4 6 4 4 0,4 14 
19 4 3 3 2 6 3 6 0,5 13 
20 3 2 3 1 4 5 6 0,1 15 
21 2 4 4 2 3 5 2 0,1 12 
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22 3 3 5 3 5 4 3 0,2 13 
23 3 4 1 4 4 5 4 0,3 14 
24 4 2 2 3 5 3 4 0,4 16 
25 2 3 2 3 4 6 5 0,5 10 
 

1
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Fsintl1

h

l1

 

J2

J1

J2

Fsint

m1
l1

h

l2l1

2
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Fsintm1
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ПРИЛОЖЕНИЕ № 4 

 
Задача № 8. Расчет плоской рамы на устойчивость 

 
Для заданной рамы: 

1. выбрать основную систему и записать уравнения устойчивости 
в форме метода перемещений; 

2. построить единичные эпюры моментов с учетом влияния про-
дольных сил; 

3. определить коэффициенты векового уравнения и вычислить 
значение критической силы. 

Примечание: моменты инерции горизонтальных стержней принять 
J1, вертикальных – J2. 

ТАБЛИЦА № 6 
Номер по 
списку + 
шифр 
группы 

l1 
м 

l2 
м 

h1 
м 
 

h2 
м 
 

J1/J2   

1 4 6 4 3 2 1 0 
2 6 6 4 3 3 0 2 
3 4 3 4 6 2 2 1 
4 2 2 3 2 3 1 1 
5 3 4 2 4 3 1 2 
6 4 6 4 6 2 1 1 
7 6 3 4 3 3 1 0 
8 2 4 2 3 2 2 0 
9 3 2 5 1 2 2 2 
10 4 2 4 1 2 1 1 
11 4 2 4 3 3 0 2 
12 6 3 5 6 2 2 1 
13 3 6 5 3 3 1 2 
14 4 6 6 6 2 1 0 
15 2 1 2 3 3 2 0 
16 4 2 4 1 3 0 1 
17 6 6 5 3 2 1 0 
18 4 6 4 2 2 2 0 
19 2 2 4 3 3 0 2 
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20 6 6 3 3 3 2 1 
21 2 4 3 4 2 1 0 
22 3 2 6 4 2 1 1 
23 4 2 4 4 1 2 0 
24 2 4 5 5 2 1 1 
25 4 6 2 3 4 2 1 

h 1

l2l1

FF1

 

 

F h 2
 

h 1
 

F 

l2 l1 

F 2 

 

l2

F F3

l1l1

h 2

h 1

 

F
F h 2

h 1

F

l2l1

F4

 

h 2
h 1

l2l1

F

F

F5

 

FF

l2l1 l2

h 2

h 1

F6
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l2 l2l1

F F

h 1

7

 

h 2
h 1

l2l1

F
FF8

 

2FF
9

F

h 2
h 1

l2l1
 

10

h 2
h 1F

F

F

l2

l1
 

l2 l1l1

FF

h 1

11

 

h 2
h 1

h 1

F

F

F l1

l1

l2

12
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h 2

l2

h 1

l1

FF
13

F

 

FF

h 2
h 1

l1 l2

14

 

h 2

l1

h 1
F

l2l1

F15

 

l2l1

h 2
h 1

F

F

F
16

 

F
2F

h 2
h 1

l2

l1

F
17

 
l2l1

h 2

F

F

F

h 1

F
18

 

2F

l2l1/2 l2

F

19

F

h 2
h 1

 

F

l1l2l1

h 2
h 1

F
F

20
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F

l1 l2

F F

h 2
h 1

21

 

l2l1

2F

h 2
h 1

F22

 

h 2
h 1

l1 l2

F2F

F

23

 

h 2
h 1

2F

F24

l2l1

F

 
Рис. 61 
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ПРИЛОЖЕНИЕ № 5 

 
Таблица значений фиктивных реакций простых балок 
 

Таблица № 7   
 

Схема на-
грузки 

 

6Аф 

 
6Вф 

 

 

 v1uvPl2   
При u=v=0,5 

2Pl
8
3  

 u1uvPl2   
При u=v=0,5 

2Pl
8
3  

 
 

 

4
ql3

 

 

4
ql3

 

 
 

 
 
4

v2uql 223   

 
 
4

u2vql 223   

 
 

 
3ql

32
5  

 
3ql

32
5  

 
 

 
3ql

60
7  

 
3ql

15
2  

 
 

 2v31ml   
При u=v=0,5 

4
ml

  

 2u31ml   
При u=v=0,5 

4
ml  
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ПРИЛОЖЕНИЕ № 6 

Таблица значений реактивных усилий и эпюр изгибающих момен-
тов в статически неопределимых однопролетных балках 

Таблица № 8 
№

 п/п 
Схема балки и эпюра изги-

бающих моментов 
Формулы моментов и 

реакций 
1 2 3 

1 

 

l
EIi  ; 

l
iM A

3
 ; 

2

3
l

iRR BA  ; 

2 

 

iM A 3 ; 

l
iRR BA

3
 ; 

3 

 

8

2qlM A  ; 

8
5qlRA  ; 

8
3qlRB  ; 

4 

 

 21
2

vvPlM A  ; 

 23
2

vPvRA  ; 

 uPuRB  3
2

2

; 
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5 

 

 
 

d
ltiM A 2

3 


 ; 

d
tiRR BA 2

3 


 ; 

 - коэффициент тепло-
вого линейного расширения 

t1  t2; t = t1 – t2; 

1 2 3 

6 

 
 

l
iM A

6
 ; 

l
iM B

6
 ; 

2

12
l

iRR BA  ; 

7 

 

 

iM A 4 ; 

iM B 2 ; 

l
iRR BA

6
 ; 

8 

 

 

12

2qlMM BA  ; M A =
8

1F  

2
qlRR BA  ; 
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9 

 

 

PluvM A
2 ; 

  PlvuM B
2 ; 

 PuvRA 212  ; 

 PvuRB 212  ; 

1
0 

 

 

d
ltiMM BA



 ; 

0 BA RR ; 

 - коэффициент тепло-
вого линейного расширения 

t1  t2; t = t1 – t2; 
 
 
 
 

1 2 3 

1
1 

 

l
iMM BA

6
 ; 

2

12
l

iQR BA  ; 

1
2 

 

iMM BA  ; 

0 BA RR ; 
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1
3 

 

3

2qlM A  ; 

6

2qlM B  ; 

qlRA  ; 0BR ; 

1
4 

 

 
2
2 uPluM A


 ; 

2

2PluM B  ; 

PRA  ; 0BR ; 

1
5 

 

d
ltiMM BA



 ; 

0 BA RR ; 

 - коэффициент тепло-
вого линейного расширения 

t1  t2; t = t1 – t2; 
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ПРИЛОЖЕНИЕ № 7 
 
Таблица реактивных усилий и эпюр изгибающих моментов в 

сжато-изогнутых стержнях 
 

Таблица № 9  
 

 
 
 
 
 



 86 
ПРИЛОЖЕНИЕ № 8 

 
Значение функций метода перемещений для сжато-изогнутых 

стержней 
 

Таблица № 10  
 

υ φ 1(υ) φ 2(υ) φ 3(υ) φ 4(υ) η 1(υ) η 2(υ) 
 
0,0 
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
1,00 
 
1,10 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 
2,1 
2,2 
 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
 
2,9 
3,0 
3,1 
3,2 
3,3 

 
1,0000 
0,9973 
0,9895 
0,9856 
0,9566 
0,9313 
 
0,9164 
0,8998 
0,8814 
0,8613 
0,8393 
0,8153 
 
0,7891 
0,7609 
0,7297 
0,6961 
0,6597 
0,6202 
 
0,5772 
0,5304 
0,4793 
0,4234 
0,3621 
0,2944 
 
0,2195 
0,1361 
0,0424 
-0,0635 
-0,1847 

 
1,0000 
0,9980 
0,9945 
0,9881 
0,9787 
0,9662 
 
0,9590 
0,9511 
0,9424 
0,9329 
0,9226 
0,9116 
 
0,8998 
0,8871 
0,8735 
0,8590 
0,8437 
0,8273 
 
0,8099 
0,7915 
0,7720 
0,7513 
0,7294 
0,7064 
 
0,6819 
0,6560 
0,6287 
0,5997 
0,5691 

 
1,0000 
1,0009 
1,0026 
1,0061 
1,0111 
1,0172 
 
1,0209 
1,0251 
1,0298 
1,0348 
1,0403 
1,0463 
 
1,0529 
1,0600 
1,0676 
1,0760 
1,0850 
1,0946 
 
1,1050 
1,1164 
1,1286 
1,1417 
1,1559 
1,1712 
 
1,1878 
1,2057 
1,2252 
1,2463 
1,2691 

 
1,0000 
0,9992 
0,9973 
0,9941 
0,9895 
0,9832 
 
0,9798 
0,9751 
0,9715 
0,9669 
0,9619 
0,9566 
 
0,9509 
0,9448 
0,9382 
0,9313 
0,9240 
0,9164 
 
0,9083 
0,8998 
0,8909 
0,8814 
0,8716 
0,8613 
 
0,8506 
0,8393 
0,8275 
0,8153 
0,8024 

 
1,0000 
0,9840 
0,9362 
0,8557 
0,7432 
0,5980 
 
0,5131 
0,4198 
0,3181 
0,2080 
0,0893 
-0,0380 
 
-0,1742 
-0,3191 
-0,4736 
-0,6342 
-0,8103 
-0,9931 
 
-1,1861 
-1,3895 
-1,6040 
-1,8299 
-2,0679 
-2,3189 
 
-2,5838 
-2,8639 
-3,1609 
-3,4768 
-3,8147 

 
1,0000 
0,9959 
0,9840 
0,9641 
0,9362 
0,8999 
 
0,8789 
0,8557 
0,8307 
0,8035 
0,7743 
0,7432 
 
0,7100 
0,6747 
0,6374 
0,5980 
0,5565 
0,5131 
 
0,4675 
0,4198 
0,3701 
0,3181 
0,2641 
0,2080 
 
0,1498 
0,0893 
0,0207 
-0,0380 
-0,1051 
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3,4 
 
3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 
4,0 
 
4,1 
4,2 
4,3 
4,4 
4,5 
4,6 
 
4,7 
4,8 
4,9 
5,0 
5,1 
5,2 
 
5,3 
5,4 
5,5 
5,6 
5,7 
5,8 
 
5,9 
6,0 
6,1 
6,2 
2π 

-0,3248 
 
-0,4894 
-0,6862 
-0,9270 
-1,2303 
-1,6268 
-2,1726 
 
-2,9806 
-4,3155 
-6,9949 
-15,330 
227,80 
14,669 
 
7,8185 
5,4020 
4,1463 
3,3615 
2,8130 
2,3986 
 
2,0668 
1,7884 
1,5455 
1,3265 
1,1235 
0,9302 
 
0,7421 
0,5551 
0,3659 
0,1700 
0,0000 

0,5366 
 
0,5021 
0,4656 
0,4265 
0,3850 
0,3407 
0,2933 
 
0,2424 
0,1877 
0,1288 
0,0648 
-0,0048 
-0,0808 
 
-0,1646 
-0,2572 
-0,3612 
-0,4772 
-0,6100 
-0,7630 
 
-0,9423 
-1,1563 
-1,4181 
-1,7481 
-2,1804 
-2,7777 
 
-3,6678 
-5,1589 
-8,2355 
-18,591 
-∞ 
 

1,2940 
 
1,3212 
1,3508 
1,3834 
1,4191 
1,4584 
1,5018 
 
1,5501 
1,6036 
1,6637 
1,7310 
1,8070 
1,8933 
 
1,9919 
2,1056 
2,2377 
2,3924 
2,5757 
2,7961 
 
3,0648 
3,3989 
3,8234 
4,3794 
5,1346 
6,2140 
 
7,8726 
10,727 
16,739 
37,308 
+∞ 

0,7891 
 
0,7751 
0,7609 
0,7457 
0,7297 
0,7133 
0,6961 
 
0,6783 
0,6597 
0,6404 
0,6202 
0,5991 
0,5772 
 
0,5543 
0,5304 
0,5054 
0,4793 
0,4520 
0,4234 
 
0,3935 
0,3621 
0,3291 
0,2944 
0,2580 
0,2195 
 
0,1790 
0,1361 
0,0906 
0,0424 
0,0000 

-4,1781 
 
-4,5727 
-5,0062 
-5,4903 
-6,0436 
-6,6968 
-7,5058 
 
-8,5836 
-10,196 
-13,158 
-27,781 
+221,05 
7,6160 
 
0,4553 
-2,2777 
-3,8570 
-4,9718 
-5,8570 
-6,6147 
 
-7,2965 
-7,9316 
-8,5379 
-9,1268 
-9,7056 
-10,283 
 
-10,863 
-11,445 
-12,038 
-12,643 
-13,033 

-0,1742 
 
-0,2457 
-0,3191 
-0,3951 
-0,4736 
-0,5542 
-0,6372 
 
-0,7225 
-0,8103 
-0,9004 
-0,9931 
-1,0884 
-1,1861 
 
-1,2865 
-1,3895 
-1,4954 
-1,6040 
-1,7155 
-1,8299 
 
-1,9473 
-2,0679 
-2,1917 
-2,3189 
-2,4495 
-2,5838 
 
-2,7218 
-2,8639 
-3,0102 
-3,1609 
-3,2898 
 

 
 

 


