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Практическая работа 1 «Решение прямой задачи кинематики 

для плоского механизма средствами математического пакета 

Mathcad» 

 
Цель работы: изучить методику использования встроенных 

инструментов символьных вычислений пакета Mathcad для 

решения прямой задачи кинематики. 
Аппаратные средства: математический пакет Mathcad. 

 

1.1. Краткие теоретические сведения  

 

Пусть положение механизма однозначно описывается 

набором обобщенных координат  T21 nqqq q . Прямая 

задача кинематики состоит в определении положения, скоростей и 

ускорений некоторого набора точек механизма по известным 
значениям обобщенных координат. 

Рассмотрим решение этой задачи на примере плоского 

трехзвенного механизма, где первое и второе, а также второе и 
третье звенья соединены вращательными кинематическими парами 

пятого класса. Первое звено соединено вращательной 

кинематической парой пятого класса с неподвижным основанием. 
Структурная схема механизма показана на рисунке 1.1. 

 
Рисунок 1.1 Структурная схема плоского трехзвенного механизма, 

1-3 – первое-третье звенья механизма 
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Введем четыре системы координат – неподвижную xyO1 , и 

подвижные 111 yxO , 222 yxO , 333 yxO , связанные с первым, вторым и 

третьим звеном соответственно. Далее будем называть их система 

(0), (1), (2) и (3). Полагаем, что массы звеньев распределены 

равномерно по их длине. Центры масс звеньев обозначены точками 

1C , 2C  и 3C . i-е звено имеет длину il . 

Для описания положения точек механизма во введенных 

системах координат воспользуемся системой обозначений, 
связанной с использованием расширенных матриц перехода. В этой 

системе обозначений радиус-векторы, в общем виде, записываются 

следующим образом: 
 

 T1yx rrr ,   (1.1) 

 

где xr , yr  – проекции вектора r


 на оси прямоугольной 

декартовой системы координат, в которой описывается вектор. 

Отметим, что третий элемент вектора – единица – приписана в 

конец лишь для удобства дальнейших алгебраических вычислений 
и не несет механического смысла применительно к 

рассматриваемому механизму. 

Чтобы описать некоторый радиус-вектор в 1i -ой системе 
координат можно воспользоваться следующим преобразованием: 

 
)(

1,
)1( i

ii
i T rr  
 ,     (1.2) 

 

где 1, iiT  – расширенная матрица перехода. В случае плоского 

механизма 33
1,


 iiT . Данная матрица относится к группе  2 SE  – 

Евклидовой группе, и определяется как блочная матрица 
следующим образом: 

 




















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R
T

r
,  (1.3) 
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где 2
1, iir  – вектор, определяющий положение начала i -ой 

системы координат в 1i -ой системе координат, а 22
1,


 iiR  – 

матрица поворота, определяющая ориентацию i -ой системы 

координат в 1i -ой системе координат, а  000  21  . 

Матрица поворота 1, iiR  относится к специальной 

ортогональной группе  2 SO . Если ось iixO  i -ой системы 

координат повернута на угол i  относительно оси 11  ii xO  1i -ой 

системы координат, то 1, iiR  записывается следующим образом: 

 

   

    





 


ii

ii
iiR





cossin

sincos
1,    (1.4) 

 

Выберем системы координат таким образом, что вектор 1, iir


 

имеет только один ненулевой компонент: 

 

 Tiii r 01, r ,    (1.5) 

 

где ir  – расстояние между началами i -ой и 1i -ой систем 

координат. Тогда расширенная матрица перехода 1, iiT  может быть 

представлена как функция i  и ir : 

 

 

   

   
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



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





 
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 ,1, ii

iii

iiii

r

rT 



  (1.6) 

 

Подробнее алгебра, связанная использованием расширенных 
матриц перехода применительно к механике рассмотрена в работах, 

представленных в списке литературы. 

Используя описанную систему обозначений, запишем радиус-

векторы, описывающие положение точек 1C , 2C  и 3C  в системах 

координат (1), (2) и (3) соответственно: 

 

 TC l 105.0 1
)1(
1 r    (1.7) 
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 TC l 105.0 2
)2(

2 r    (1.8) 

 TC l 105.0 3
)3(

3 r    (1.9) 

 

Тогда положение точек 1C , 2C , 3C  в системе координат (0) 

может быть описано следующим образом: 
 

)1(
110

)0(
1 CC T rr  ,    (1.10) 

)2(
22110

)0(
2 CC TT rr  ,   (1.11) 

)3(
3322110

)0(
3 СC TTT rr  ,  (1.12) 

 

где 32T , 12T , 10T   имеют вид: 

 

 231,32  , lTT ii     (1.13) 

 121,21  , lTT ii     (1.14) 

 0 ,11,10  iiTT     (1.15) 

 

Преобразуя выражения (1.10-1.12) и отбросив последний 

компонент (единицу), получим: 
 

 

 







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11)0(
1 sin5.0

cos5.0





l

l
Cr         (1.16) 

   

   












21211

21211)0(
2 sin5.0sin

cos5.0cos





ll

ll
Cr      (1.17) 

     

      












321321211

321321211)0(
3 sin5.0sinsin

cos5.0coscos





lll

lll
Cr  (1.18) 

 

Далее векторы, для которых не указана система координат, в 
которой они описаны, описываются в системе координат (0).  

Найдем производные по времени от векторов 1Cr , 2Cr , 3Cr : 
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1.2. Методика выполнения работы 

 

Пусть векторы 1Cr , 2Cr , 3Cr  заданы выражениями (1.16)-( 

1.18). Найдем их первые и вторые производные средствами пакета 

Mathcad. 
Пакет Mathcad позволяет находить производные по времени 

(полные производные) от функций, при условии, что их 

переменные обозначены как функции времени. Приведем участок 

кода, в котором объявляются векторы 1Cr , 2Cr , 3Cr  и они 

переписываются в форме, пригодной для нахождения полных 

производных. 
 

Листинг 1.1 Объявление и обработка векторов 1Cr , 2Cr , 3Cr  
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После выполнения указанных операций можно найти полные 
производные данных векторов: 

 

Листинг 1.2 Нахождение полных производных векторов 1Cr , 

2Cr , 3Cr  
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Обратим внимание, что полученные производные не 

пригодны для непосредственного использования в дальнейших 
вычислениях. Для того, чтобы использовать их далее произведем 

необходимые преобразования. 

 
Листинг 1.3 Преобразования полных производных векторов 

1Cr , 2Cr , 3Cr  

 

 



 10 

 
 

 

Аналогичным образом найдем и преобразуем вторые 
производные этих векторов. 

 

Листинг 1.4 Нахождение вторых производных векторов 1Cr , 

2Cr , 3Cr  
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Можно заметить, что вычисления оказываются громоздкими. 
Кроме того, при таком подходе к взятию производных, размеры 

программы резко возрастают при росте числа степеней свободы 

механизма. 
Рассмотрим альтернативный метод взятия производных, 

позволяющий сохранить компактность кода, вне зависимости от 

числа степеней свободы. Используя правило дифференцирования 
сложной функции, запишем: 

 

ttdt

d















rr
rυ




   (1.22) 

 

где  T21 n  . 

В случае, когда время не входит в выражение вектора r , 
формула (1.22) приобретает более простой вид: 
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








r
rυ

dt

d
    (1.23) 

 

Вторая производная может быть найдена по следующей 

формуле: 
 

tttdt

d
























υυυ
υa












  (1.24) 

 
В случае, когда время не входит в выражение вектора υ , 

формула (24) приобретает более простой вид: 

 








 









υυ
υa

dt

d
   (1.25) 

 

Используем эти выражения для нахождения производных от 

векторов 1Cr , 2Cr , 3Cr . 

 

Листинг 1.5 Нахождение производных от векторов 1Cr , 2Cr , 

3Cr . 
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Полученный код отличается компактностью, и его размеры в 

меньшей степени зависят от числа обобщенных координат. 

Поставим задачу определить положение, скорость и ускорение 
центра масс механизма. Положение центра масс может быть 

найдено по формуле: 

 

321

332211

mmm

mmm CCC
цм






rrr
r   (1.26) 

 
Для нахождения его скорости можно продифференцировать 

(1.26) и подставить в полученную формулу ранее найденные 

выражения производных векторов 1Cr , 2Cr , 3Cr . При этом более 

короткий код можно получить производя дифференцирование по 

предложенному ранее методу. 

 
Листинг 1.6 Нахождение положения, скорости и ускорения 

центра масс механизма 
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1.3. Задание на выполнение работы 

 

Задание на выполнение работы состоит в нахождении 
положения, скоростей и ускорений шарниров описанного 

механизма. Номера шарниров выбираются из таблицы, в 

соответствии с номером студента в списке группы. 
 

Таблица 1.1 Задания на выполнение работы 

№ Задание 

1 Шарниры 2O , 3O . 

2 Шарниры 3O , 4O . 

3 Шарниры 2O , 4O . 

4 Шарниры 2O , 3O . 

5 Шарниры 3O , 4O . 

6 Шарниры 2O , 4O . 

7 Шарниры 2O , 3O . 

8 Шарниры 3O , 4O . 

9 Шарниры 2O , 4O . 

10 Шарниры 2O , 3O . 
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Практическая работа 2 «Определение угловых скоростей 

звеньев механизма средствами математического пакета 

Mathcad» 
 

Цель работы: изучить методику использования встроенных 

инструментов символьных вычислений пакета Mathcad для 
нахождения угловых скоростей звеньев механизма. 

Аппаратные средства: математический пакет Mathcad. 

 

2.1. Краткие теоретические сведения  

 

Пусть имеется твердое тело с которым связана система 

координат 111 zyCx  (далее система (1)), и неподвижная система 

координат Oxyz  (далее система (0)). Начало системы координат (1) 

совпадает с центром масс тела, точкой C .  

 

 
Рисунок 2.1 Расчетная схема 

 
Положение центра масс твердого тела определяется радиус-

вектором Cr , а ориентация – матрицей направляющих косинусов 

A : 
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Матрица A  является ортогональной ( ET AA ), и имеет 

свойство T1
AA  . 

Положение некоторой произвольно выбранной точки B  

твѐрдого тела задается радиус-вектором Br , который находится из 

следующего равенства: 

 

BCCB rrr      (2.2) 

 

где BCr  - вектор, проведѐнный из точки C  в точку B . Пользуясь 

тем, что 
)1()0(

BCBC Arr   перепишем равенство (2.2) в проекциях на оси 

первой системы координат: 

 
)1()0()0(

BCCB Arrr      (2.3) 

 

Рассмотрим случай, центр масс тела неподвижен. Найдем 
скорость точки B  дифференцируя равенство (2.3): 

 
)1()1()0(

BCBCB rArAr       (2.4) 

 

Так как рассматривается твердое тело, 0
)1(
BCr , и выражение можно 

переписать, как: 

 
)1()0(

BCB rAr        (2.5) 

 

Заметим, что 
)0(T)0(1)1(

BCBCBC rArAr  
. Подставляя это 

выражение для 
)1(

BCr  в равенство (5) получим: 

 
)0(T)0(

BCB rAAr   .    (2.6) 
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Введѐм обозначение: 

 
T

AAΩ  .    (2.7) 
 

Для того, чтобы произвести дальнейшие преобразования, 
рассмотрим свойства матрицы A . Продифференцируем равенство 

ET AA : 

 

0AAAA  TT      (2.8) 

 

где 0  - нулевая матрица 3 на 3. 
Произведѐм над выражением (8) следующие операции: 

 
TT

AAAA       (2.9) 
 

   TTTT
AAAA      (2.10) 

 

  TTT
AAAA       (2.11) 

 

ΩΩ T      (2.12) 
 

Полученное равенство (2.12) доказывает, что матрица Ω  

кососимметрическая. У кососимметрических матриц элементы 
расположенные на главной диагонали равны нулю, а элементы 

выше главной диагонали равны по модулю и противоположны по 

знаку соответствующим элементам ниже главной диагонали. 
Обозначим еѐ компоненты следующим образом: 

 

























0

0

0

xy

xz

yz







Ω , (2.13) 

 

Выполним умножение в выражении (2.6): 
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







































BC

BC

BC

xy

xz

yz

B

z

y

x

0

0

0
)0(







r ,  (2.14) 

 

где BCBCBC zyx ,,  - проекции вектора 
)0(

BCr  на оси системы координат 

(0),  T)0(
BCBCBCBC zyxr .  

После преобразований получим: 
 



























BCxBCy

BCxBCz

BCyBCz

B

yx

zx

zy






)0(

r ,   (2.15) 

 

Обратим внимание, что тот же результат может быть записан 
в виде: 

 
)0()0(

BCB rωr  ,    (2.16) 

 

где  Tzyx ω  - угловая скорость тела.  

Заметим, что при записи выражения (2.2) вместо точки C  мы 

могли бы выбрать любую неподвижную точку, что позволяет 

обобщить полученный результат. 
Таким образом мы показали, что угловая скорость может быть 

найдена через матрицу направляющих косинусов A  и еѐ 

производную. 
 

2.2 Методика выполнения работы 

 

Пример 1 

 

Рассмотрим случай, когда ориентация твердого тела, 
описывается матрицей направляющих косинусов следующего вида: 
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   

       

    































 



11

1100

00

cossin0

sincos0

001

100

0cossin

0sincos

qq

qqqq

qq

T .  (2.17) 

 

Введем обозначения: 00 q , 11 q . Зададим матрицу T  в 

среде Mathcad (см. листинг 2.1). 
 

Листинг 2.1 Объявление матрицы T  

 
 

Найдем производную от матрицы T , разделив еѐ на столбцы, 
и найдя производные от них, как от векторов (см. листинг 2.2). 

 

Листинг 2.2 Нахождение производной от матрицы T  
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Используя формулу (2.7) найдем матрицу Ω  (см. листинг 2.3). 
 

Листинг 2.3 Вычисление матрицы Ω  

 
 

Используя запись (2.14) можно найти компоненты вектора 
угловой скорости твѐрдого тела (см. листинг 2.4). 

 

Листинг 2.4 Вычисление компонент вектора   

 
 

Таким образом, угловая скорость тела имеет вид: 

 

 

 



















0

01

01

sin

cos

q

qq

qq







 .    (2.18) 

 

Пример 2 

 
Рассмотрим случай, когда ориентация твердого тела, 

описывается матрицей направляющих косинусов следующего вида: 
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       3210 qqqq yzxz RRRRT  .   (2.19) 

 

где: 
 

 

   

   















 



100

0cossin

0sincos

00

00

0 qq

qq

qzR ,   (2.20) 

     

    

















11

111

cossin0

sincos0

001

qq

qqqxR ,   (2.21) 

 

   

   















 



100

0cossin

0sincos

22

22

2 qq

qq

qzR ,   (2.22) 

 

   

   



















33

33

3

cos0sin

000

sin0cos

qq

qq

qyR ,   (2.23) 

 

Введем обозначения: 00 q , 11 q , 22 q , 33 q . Зададим 

матрицу T  в среде Mathcad (см. листинг 2.5). 

 

Листинг 2.5 Объявление матрицы T  

 
 

Найдем производную от матрицы T  (см. листинг 2.6). 
 

Листинг 2.6 Нахождение производной от матрицы T  
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Используя формулу (2.7) найдем матрицу Ω  (см. листинг 2.7). 
 

Листинг 2.7 Вычисление матрицы Ω  

 
 

Используя запись (2.14) можно найти компоненты вектора 
угловой скорости твѐрдого тела (см. листинг 2.4). 

 

Листинг 2.8 Вычисление компонент вектора   

 
 

2.3. Задание на выполнение работы 
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Задание на выполнение работы состоит в нахождении угловой 

скорости для тела, ориентация которого описывается матрицей 

направляющих косинусов T . 
 

Таблица 2.1 Задания на выполнение работы 

№ Задание 

1        3210 qqqq xzyx RRRRT   

2      210 qqq zxz RRRT   

3      210 qqq xyz RRRT   

4      210 qqq zyx RRRT   

5      210 qqq zyz RRRT   

6        3210 qqqq zzzz RRRRT   

7        3210 qqqq xxxx RRRRT   

8        3210 qqqq xzzz RRRRT   

9      210 qqq xzx RRRT   

10      210 qqq yzy RRRT   
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