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Введение 

 

Самостоятельная работа с учебником и учебными пособиями 

является высшей формой учебной деятельности студента, без нее не-

возможно успешное освоение дисциплины. Поэтому каждый студент 

с самого начала занятий должен выработать для себя рациональную 

систему работы над курсом, постоянно практикуясь при этом в ре-

шении задач. В противном случае усвоение и практическое исполь-

зование материала затруднены. Чрезвычайно важны систематические 

занятия.  

Данная работа содержит методические указания по следующим 

разделам математического анализа: введение в математический ана-

лиз, дифференцирование функций, неопределенный интеграл, опре-

деленный интеграл, функции нескольких переменных, дифференци-

альные уравнения, числовые и функциональные ряды. 

Каждый параграф начинается с краткого теоретического введе-

ния, приводятся основные определения, методы и способы решения 

задач. Далее предложены индивидуальные задания, которые даны в 

объеме 20 вариантов. В конце представлен список контрольных во-

просов. 
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Практическая работа №1-5.  

Введение в математический анализ 

 

Функции действительного переменного 

 

Понятие функции 

Определение. Если каждому значению переменной х, принадле-

жащему некоторой области, соответствует одно определённое значе-

ние другой переменной у, то у есть функция от х, или в символиче-

ской записи, у = f(x). Переменная х наз. независимой переменной 

или аргументом.  

Определение. Совокупность значений х, для которых определяют-

ся значения функции у в силу правила f(x), наз. областью определе-

ния. 

Определение. Множество всех значений функции, которые она 

принимает в области определения, наз. областью значений.  

 

Понятие предела функции 

Определение. Число А называется пределом функции f(x) в точке 

a, если для любого ε>0  найдётся такое число δ>0, что из неравенства 

δ<−< |ax|0  следует неравенство ε<− |A)x(f| . 

Определение. Число А называется правым (левым) пределом 

функции f(х) в точке а, если для любого 0>ε  найдётся такое число 

0>δ , что из неравенства δ+<< axa  )axa( <<δ−  следует неравен-

ство ε<− |A)x(f| .  

Для обозначения правого (левого) предела функции f(x) в точке 

а используют следующую символику: B)x(flim
0ах

=
+→

 )B)x(flim(
0ах

=
−→

. 

 Критерий существования предела. Для того, чтобы в точке 

ax =  существовал предел функции f(x), необходимо и достаточно, 

чтобы существовали и были равны между собой  оба односторонних 

предела 

                             )x(flim)x(flim
0ax0ax +→−→

= . 

Достаточно распространенными в курсе математики являются 

последовательности, то есть функции )n(fy = , заданные на множе-

стве натуральных чисел N. Чтобы подчеркнуть, что аргумент такой 
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функции принимает только значения из множества натуральных чи-

сел, его обозначают не х, а n. Для последовательностей f(n) доста-

точно часто возникает необходимость найти ее предел при неограни-

ченном возрастании аргумента n (при ∞→n ). 

 

Определение. Число В называется пределом последовательно-

сти f(n), если для произвольного 0>ε  существует такое число 0M >
, что для всех Mn >  выполняется неравенство ε<− |B)n(f| . 

При нахождении пределов вида 
( )

[ ] C)x(flim
)x(

ax
=ϕ

∞→
 следует 

иметь в виду, что: 

1) если существуют конечные пределы 
( )

A)x(flim
ax

=
∞→

 и  

( )
B)x(lim

ax
=ϕ

∞→
,  то ;AC

B=  

2) если 
( )

1A)x(flim
ax

≠=
∞→

 и 
( )

±∞=ϕ
∞→

)x(lim
ax

, то вопрос о на-

хождении предела С решается непосредственно; 

3) если 
( ) ( )

∞=ϕ=
∞→∞→

)x(limи1)x(flim
axax

, то есть имеем неопре-

делённость вида [ ]∞
1 , то используем  2-ой замечательный предел  

( ) ex1lim
x/1

0x
=+

→
  или    e

x

1
1lim

x

x
=






 +

∞→
. 

Пример 1. Найти .
x

x3sin
lim

x21

0x

+

→








 

Решение. Здесь ( ) 1x21limи3
x3

x3sin3
lim

x

x3sin
lim

0x0x0x
=+=

⋅
=

→→→
,  

следовательно,   33
x

x3sin
lim

1
x21

0x
==








+

→
. 

Пример 2. Найти 

2
x

2

2

x 1x3

2x
lim 











+

+
∞→

. 



 

 

8

Решение. Имеем +∞==
+

+
=

+

+
∞→∞→∞→

2

x

2

2

x2

2

x
xlimи

3

1

x

1
3

x

2
1

lim
1x3

2x
lim  

Поэтому 0
3

1

1x3

2x
lim

2
x

2

2

x
=














=









+

+ ∞+

∞→
. 

Пример 3. Найти 

2x

x 3x

1x
lim

+

∞→








+

−
. 

Решение. Здесь ( ) ,2xlima,1

x

3
1

x

1
1

lim
3x

1x
lim

xxx
∞=+=

+

−
=








+
−

∞→∞→∞→
то 

есть имеем неопределённость вида [ ]∞
1 . В этом случае, прежде чем 

применить   2-ой замечательный предел, произведём следующие пре-

образования: 

( )

.eee

4

3x

1
1lim

3x

4
1lim

3x

43x
lim

3x

1x
lim

4x

3
1

x

8
4

lim

3x

)2x(4
lim

)2x(
3x

4

4

3x

x

2x

x

2x

x

2x

x

x

x −
+

−−

+

+−

+⋅
+

−

−

+

∞→

+

∞→

+

∞→

+

∞→

===





































−
+

+=

=







+

−
+=





+

−+
=








+

−

∞→

∞→

 

Можно найти предел проще, не прибегая к общему приёму, а именно 

.e
e

e

3

x

1
1

x

1
1

lim

x

3
1

x

1
1

lim
3x

1x
lim

4

3

1

x

)2x(3

3

x

x

2x
x

x2x

2x

x

2x

x

−
−

+

−

+
−

∞→+

+

∞→

+

∞→
==





































+

















−
+

=







 +







 −

=







+

−  
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Непрерывность функции 

 

Функция f(x) называется непрерывной в точке а, если:  

1) эта функция определена в некоторой окрестности точки а;  

2) существует предел )x(flim
ax→

;  

3) этот предел равен значению функции в точке а, т.е.

).a(f)x(flim
ax

=
→

 

Если функция непрерывна в каждой точке некоторой области, 

то она называется непрерывной в этой области. 

Те точки области определения функции, в которых функция не 

является непрерывной, называются точками разрыва функции. 

Различают разрывы двух видов. 

1. Если в точке а существуют односторонние пределы функ-

ции, но, по крайней мере, один из них не равен значению данной 

функции в точке а, то говорят, что функция f(x) в точке а имеет 

разрыв первого рода. При этом возможны следующие случаи: 

f(a−0)=f(a+0)≠f(a) 

(в этом случае говорят, что функция f(x) в точке а имеет устра-

нимый разрыв); 

f(a−0)≠f(a+0) 

(в этом случае говорят, что функция f(x) в точке а имеет разрыв 

с конечным скачком. При этом число f(a+0) − f(a−0)называют 

скачком функции f(x) точке а). 

2. Функция f(x) в точке а имеет разрыв второго рода, если в 

этой точке по крайней мере, один из односторонних пределов беско-

нечен или вовсе не существует. 

Функция  f(x) называется непрерывной на отрезке[ ]b;a , если она 

непрерывна в каждой точке этого отрезка, причём в точке а она не-

прерывна справа (f(a+0)=f(a)), а в точке в - слева (f(b−0)=f(b)). 

Непрерывные на отрезке функции обладают рядом важных 

свойств. Приведём одно из них. 

Пусть функция f(х) непрерывна на отрезке [ ]b;а  и на концах 

этого отрезка принимает значения разных знаков. Тогда на интервале 

( )b;a  существует такая точка c, в которой данная функция равна ну-

лю. 
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В задачах 1-5 определить, какого рода разрывы имеют  сле-

дующие функции в точке а 

  

Пример 1. 3a,2)x(f
)3x/(1 == −

  

Решение. Если х→3−0, то −∞→
− 3х

1
 и 02lim

)3x/(1

03x
=−

−→
. Если 

х→3+0, то +∞→
− 3х

1
 и ∞=−

+→

)3x/(1

03x
2lim . Так как один из односто-

ронних пределов бесконечен, следовательно, а=3-точка разрыва 2-го 

рода. 

Пример 2. 
1х

5х2
)x(f

−
+

= , а=1. 

Решение. Выделим целую часть 
( )

1х

7
2

1х

71х2
)x(f

−
+=

−
+−

= . 

Если 01x −→ , то −∞→
−1х

7
 и −∞=








−
+

−→ 1x

7
2lim

01x
. Если х→1+0, то 

+∞→
−1х

7
 и +∞=








−
+

−→ 1x

7
2lim

01x
. 

Таким образом, функция при х→1 не имеет ни левого, ни пра-

вого конечного предела. Следовательно,  х=1 является точкой разры-

ва 2-го рода. 

Пример 3. 
5х

1
arctg)x(f

+
= ,  а = −5. 

Решение. Если 05x −−→ , то −∞→
+ 5х

1
 и 

25x

1
arctglim

05x

π
−=

+−−→
. Если 05x +−→ , то +∞→

+ 5x

1
 и 

25x

1
arctglim

05x

π
=

++−→
. Итак, при х→ −5 функция имеет левый и пра-

вый конечные пределы, причём эти пределы различны. Следователь-

но, х = −5 является точкой разрыва 1-го рода. Разность между пра-

вым и левым пределами (скачок) в точке разрыва равна π=





 π
−−

π
22

. 
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Пример 4. 
1x

1х
)x(f

3 +

+
= , а = −1. 

Решение. 1
1xx

1
lim

1x

1x
lim

201x301x
=

+−
=

+

+
−−→−−→

,  

1
1xx

1
lim

1x

1x
lim

201x301x
=

+−
=

+

+
+−→+−→

.  Итак, 

 )01(f)01(f +−=−− , но не равны )1(f − , значит, а=1 является 

устранимой точкой разрыва. 

Пример 5. 






>
−

≤−
=

1хпри
х1

1

1хприх2

)x(f ,   .1a =  

Решение. Если х→1−0, то ( ) 1x2lim)x(flim
01x01x

=−=
−→−→

. Если 

х→1+0, то −∞=
−

=
+→+→ x1

1
lim)x(flim

01x01x
. Один из односторонних пре-

делов бесконечен, следовательно, 1a = -точка разрыва 2-го рода. 

 

Индивидуальные задания 

 

Задание 1.  

Найти образ множества M при функциональном отображении f, взяв 

задания из таблицы 1. 

Таблица 1 

№ Задание № Задание 

1. ]3;2[−=М ,  

хххf 2: 2 +α  

11. ]0;6[−=М ,  

хххf 10: 2 −−α  

2. 





= π
π

;
3

М ,  

xхf cos: −α  

12. 





−=

9

5
;

2

1
М ,  

ххf α:  

3. ]4;2[=М ,  

16: 2 −+− хххf α  

13. ]4;2[−=М ,  

12: −ххf α  
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4. 





−=

6
;
π

πМ ,  

xхf sin2: α  

14. 





−=

2
;

6

ππ
М ,  

xхf cos: α  

5. ]3;1[=М ,  

34: 2 +− хххf α  

15. ]2;1[−=М ,  

1: 4 +−ххf α  

6. ]3;5[ −−=М ,  

78: 2 ++ хххf α  

16. ]3;1[=М ,  

54: 2 +− хххf α  

7. ]1;1[−=М ,  

2: 6 −ххf α  

17. ]1;1[−=М ,  

33: 2 +− ххf α  

8. ]1;5[ −−=М ,  

3: +− ххf α  

18. ]1;2[−=М ,  

12: +ххf α  

9. ]5;0[=М ,  

88: 2 +− хххf α  

19. ]4;0[=М ,  

34: 2 −+− хххf α  

10. [ ]0;π−=М ,  

2sin: +− xхf α  

20. ]3;1[=М ,  

4)2(: −ххf α  

 

Задание 2 

Вычислить предел функции, числовой последовательности, раскрыв 

неопределенность типа 




∞
∞

. Задания взять из таблицы 2. 

Таблица 2 

№ Задание № Задание 

1 
42

3

x xx2x3

xx21
lim

+−

−−
∞→

 11 
nn2n3

)3n)(2n)(1n2(
lim

23n ++

−−−

∞→
 

2 

2xx

5xx2
lim

3

23

x −+

−+
∞→

 12 

3n2

n1n3n
lim

2

n +
+++

∞→
 

3 

1xx5

5x6x2
lim

2

2

x −−

−+
∞→

 13 

2n

1n2n
lim

3 3

n +
−+

∞→
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4 
42

42

x xx32

x5x2x
lim

++

+−
∞→

 14 

1n

nn
lim

3 2

n +
+

∞→
 

5 

3x

2x2x7
lim

4

34

x +

+−
∞→

 15 
!n)!1n(

!n
lim

n −+∞→
 

6 
543

65

x xxx

xx
lim

++

+
∞→

 16 
!)1n(!)2n(

!)1n(!)2n(
lim

n +−+

+++

∞→
 

7 

5x3

3x2x
lim

3

34

x −

+−
∞→

 17 

1n

)n1n(
lim

3 5

22

n +

++

∞→
 

8 
23

2

x x3x2

1x5x3
lim

+

+−
∞→

 18 

n

n

n

3

1
...

9

1

3

1
1

2

1
...

4

1

2

1
1

lim

++++

++++

∞→
 

9 

1x3

1x
lim

3

3

x +

+
∞→

 19 
2n n

n...321
lim

++++
∞→

 

10 
25

2

32

174
lim

xx

xx

x +

++
∞→

 20 
23 32

1
lim

xx

x

x −
+

∞→
 

 

Задание 3 

Вычислить предел функции, раскрыв  неопределенность типа 





0

0
. 

Задания взять из таблицы 3 
Таблица 3 

№  Задание №  Задание 

1 
23

23

0x x4x5

x2x2
lim

−

−
→

 11 
32

2

0x xx

1x31
lim

+

−+
→

 

2 
9x

3x
lim

23x −

−
→

 12 

x5x

6x2x31
lim

25x −

+−+
→

 

3 

8x14x5

4x8x3
lim

2

2

2x +−

+−
→

 13 

416x

11x
lim

2

2

0x −+

−+
→

 

4 

6x7x3

15xx2
lim

2

2

3x −+

−+
−→

 14 
2

3 2

0x x

1x1
lim

−+
→

 

5 

xx

1x2x
lim

3

2

1x −

+−
→

 15 

x

x1x1
lim

33

0x

−−+
→

 



 

 

14

6 

1x5x6

1x8
lim

2

3

2

1
x +−

−

→

 16 
5

3

1x x1

x1
lim

−

−
→

 

7 

1xxx

2xx
lim

23

3

1x +−−

−+
→

 17 
x1x1

x5
lim

0x −−+→
 

8 

3x2x

xx
lim

24

3

1x −+

−
−→

 18 

x

xx3
lim

3

0x

+
→

 

9 
33x

6x
lim

6x −+

−
→

 19 

3x2

9x4
lim

2

2/3x +
−

−→
 

10 
2x24

x3
lim

9x −−

−
→

 20 

20x9x

10x7x
lim

2

2

5x +−

+−
→

 

 

Задание 4 

Вычислить предел функции, используя I замечательный предел и его 

вариации. Задания взять из таблицы 4. 

Таблица 4 

№ Задание № Задание 

1 
x3

x4sin
lim

0x→
 11 

2

3

0x x

xcosxcos
lim

−
→

 

2 

xsin1

xcos
lim

3

2

2/x +π−→
 12 

x3sin

x2ctgx
lim

2

0x

⋅

→
 

3 
x

x3cosxcos
lim

0x

−
→

 13 
x2cos1

x6cos1
lim

0x −
−

→
 

4 
x2

x3arcsin
lim

0x→
 14 

2

2

0x x

2

x
tg

lim
→

 

5 
1tgx

xcosxsin
lim

4/x −

−

π→
 15 

x2xtg2

x4cos1
lim

0x

−

→
 

6 
1tgx1

tgx
lim

0x −−→
 16 

x2sinx

xcos1
lim

3

0x

−
→

 

7 
x

xcosx2sin
lim

0x

⋅
→

 17 
xcosxsin1

xcosxsin1
lim

0x −−
−+

→
 

8 
x

xsinx3sin
lim

0x

+
→

 18 
3

3

0x x

x2sin
lim
→
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9 
20x x

1xcos
lim

−
→

 19 
2

3

0x x

xsin
lim
→

 

10 
x2/

xcos
lim

2/x −ππ→
 20 

2/x

ctgx
lim

2/x π−π→
 

 

Задание 5 

Вычислить предел функции, используя II замечательный предел. За-

дания взять из таблицы 5. 
Таблица 5 

№ Задание № Задание 

1 
x

x 2x

3x
lim 








−
+

∞→
 

11 
1x2

x5

2x

3

x

1
1lim

+

∞→








+  

2 
x5

x 1x2

1x2
lim 








+
−

∞→
 

12 5x

2

2

0x

3

3x

1x
lim

−

→ 










−

+
 

3 
1x

x2

x

2

x4

1x4
lim

+

∞→







 +
 

13 5x

2

2

x

3

3x

1x
lim

−

∞→ 










−

+
 

4 
x/1

0x
)x21(lim +

→
 14 

x2

1

2

0x
)xtg1(lim +

→
 

5 
]xln)1x[ln(xlim

x
−+

+∞→
 

15 
1x

1x2

x

2

x

2
1lim

+

−

∞→







 +  

6 
]xln)3x)[ln(1x2(lim

x
−++

+∞→
 

16 
ecxcos

0x
)xsin1(lim +

→
 

7 
]xln)3x)[ln(5x(lim

x
−−−

+∞→
 

17 
x

2

2

x 2x4x

1x2x
lim 











+−

+−
∞→

 

8 2x

xsin

2

0x
)x21(lim +

→
 

18 
2x

2

2

x 1x

1x
lim 











−

+
∞→

 

9 
4x

x2

2x

2
)5x3(lim −

→
−  

19 
2x

x 1x5

x5
lim 








−∞→
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10 
3x

2

3x
)8x3(lim −

→
−  

20 
3x2

x 1x3

2x3
lim

+

∞→








−
+

 

 

Задание 6 

Исследовать функцию на непрерывность и построить график функ-

ции. Задания взять из таблицы 6. 

Таблица 6 

№ Задание № Задание 

1 









≤≤−

<<−

≤≤−+

=

6x4;3x

4x2;x4

2x2;2x

)x(f  
6 







≤≤

<≤−−
=

4x2;x

2x1;x2x
)x(f

2

 

2 










<≤−

<≤−

<≤−

=

7x5;x7

5x1;1x

1x2;x

)x(f

2

 

7 









=

<<−

≤≤−

=

5x;2

5x2;1x

2x2|;x|

)x(f  

3 









π≤<π

π=

π<≤

=

2/3x2/;xcos

2/x;1

2/x0,xsin

)x(f  
8 









≥−

<≤−

−<+

=

2x;x5

2x1;x

1x;2x

)x(f 2  

4 













>

≤<−−

−≤−

=

0x;0

0x1;x6

1x;
x

5

)x(f  

9 










>−

≤<−

≤

=

3x;x27

3x1;)2x(2

1x;x2

)x(f 2

3

 

5 









=

<≤−

<≤−

=

3x;4

3x1;x35

1x1;3

)x(f

x

 

10 















≥

<≤
+
+

<

=

2x;3

2x0;
1x3

10x2

0x;
x

3

)x(f  

 

Контрольные вопросы 

1. Понятие функции. 
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2. Классификация функций. 

3. Простейшие элементарные функции и их графики. 

4. Сформулируйте определения предела функции в точке, предела 

функции в бесконечности, предела последовательности. 

5. Как связано понятие предела функции с понятиями ее пределов 

слева и справа? 

6. Какая функция называется бесконечно малой и каковы ее ос-

новные свойства? 

7. Какая функция называется бесконечно большой и какова ее 

связь с бесконечно малой? 

8. Сформулируйте основные теоремы о пределах функций. 

9. Как раскрываются неопределенности видов 

[ ]∞∞−∞










∞

∞
0],[,

0

0
, . 

10. Сформулируйте первый замечательный предел и его следст-

вия. 

11. Сформулируйте второй замечательный предел. 

12. Сформулируйте определения непрерывности функции в точке 

и на отрезке. Какие точки называются точками разрыва функ-

ции? 

13. Охарактеризуйте точки разрыва I рода, II рода. 

14. Сформулируйте определение порядка одной бесконечно ма-

лой относительности другой бесконечно малой. 

15. Чему эквивалентны при 0x →  функции: ,xsin,arctgx,tgx  

,xarcsin 1)x1(,1a),x1(log x
a −+−+ α ? 
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Практическая работа № 6-9.  

Дифференциальное исчисление 

 

Дифференцирование функции 

Пусть функция )x(fy =  определена в некоторой окрестности 

точки 
0

x . 

Определение. Предел  отношения приращения y∆  функции в 

этой точке (если он существует) к приращению x∆  аргумента, когда 

0x →∆ , называется производной функции  f(x) в точке 
0

x . 

Обозначения: )x(f
0

′  или )x(y
0

′   или  
dx

)x(df
0   или  

0
xx

f
=

′ . Та-

ким образом,  

               
x

)x(f)xx(f
lim

x

y
lim)x(f

00

0x0x0 ∆

−∆+
=

∆

∆
=′

→∆→∆
. 

Вычисление производной называется дифференцированием 

функции.  

Так как дифференцирование функций с использованием только 

таблицы производных элементарных функций и основных правил 

дифференцирования не вызывает особых затруднений, то мы остано-

вимся  лишь на приемах вычисления производных сложных функ-

ций. 

 

Производная сложной функции 

Рассмотрим некоторую сложную функцию  )]x([fy ϕ= . 

В этой цепи функциональных зависимостей )z(fy =  и )x(z ϕ=  

аргумент х является последним и поэтому его называют независимой 

переменной. Таким образом, понятие аргумента и независимой пере-

менной следует различать. Например, пусть zy =  и xcosz = . Здесь 

z есть аргумент функции y, но z, не будет независимой переменой. В 

результате, производная сложной  функции )]z([fy ϕ=  равна произ-

водной данной функции y по промежуточному аргументу z,  умно-

женной на производную самого промежуточного аргумента z по не-

зависимой переменной х, т.е.  
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xzx

yyy ′⋅′=′ . 

Пример 1. Найти производную от функции xlny
3= . 

Решение. Полагаем xlnz = , тогда 
3

zy = . Отсюда  

xln3z3y
22

z
⋅==′ , 

x

1
z

x
=′ . Следовательно,  

x

1
xln3y

2

x
⋅=′ .  

При достаточном навыке промежуточную переменную z не пи-

шут,  вводя ее лишь  мысленно. 

Пример 2. Найти производную от функции   

)5x3xsin(y
23 +−= . 

Решение.  

).5x3xcos()2x(x3)5x3xcos()x6x3(

)5x3x()5x3xcos(y

23232

2323

+−−=+−−=

=′+−⋅+−=′
 

Пример 3. Найти производную от функции 
1xx

2

ey
−+= . 

Решение.  

       

( )

.

1xx2

e)1x2(

)1xx(

1xx2

e
1xxey

2

1xx

2

2

1xx
21xx

2

2

2

−+

⋅+
=

=′−+⋅
−+

=
′

−+⋅=′

−+

−+
−+

 

 

Производная функции, заданной в неявном виде 

В некоторых случаях функция определяется уравнением, кото-

рое нельзя элементарными средствами разрешить относительно y, и 

приходится рассматривать y как неявную функцию от х. В таком ва-

рианте существует особый способ нахождения производной. Извест-

но, если две функции тождественно равны друг другу, то равны и их 

производные. Поэтому, взяв производные  от левой и правой частей 

данного тождества и применяя правило дифференцирования сложной 

функции (полагая, что y − сложная функция, зависящая от х), полу-

чаем равенство, откуда и выражаем y′. 
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Пример 4. Найти производную от функции, определяемой урав-

нением 0xy4yx
44 =−+ . 

Решение. ,0)xy4yx(
44 ′=′−+  

0)yxyx(4yy4x4
33 =′+′−′⋅+  

0yx4y4yy4x4
33 =′−−′⋅+  

33
x4y4yx4yy4 −=′−′⋅  
33

x4y4)x4y4(y −=−′  

x4y4

x4y4
y

3

3

−

−
=′    или   

xy

xy
y

3

3

−

−
=′ . 

 

Производная функции, заданной параметрически 

Пусть функция )x(fy =  определена параметрически:  )t(xx = , 

)t(yy = . Тогда, если функции x(t) и y(t)  имеют производные в точке 

0
t , причем 0)t(x

0
≠′ , а функция )x(fy =  имеет производную в точке 

)t(xx
00

= , то эта производная находится по формуле 

)t(x

)t(y
)x(y

0t

0t

0 ′

′
=′   или  

t

t

x x

y
y

′

′
=′ . 

Пример 5. Найти )x(y′  для заданной параметрически функции  





−=

−=

tcos1y

tsintx
. 

Решение. 

tcos1)tsint(x
tt

−=′−=′  

tsin)tcos1(y
tt
=′−=′  

2

t
ctg

2

t
sin

2

t
cos

2

t
sin2

2

t
cos

2

t
sin2

tcos1

tsin

x

y
y

2
t

t

t
===

−
=

′

′
=′ . 

 

Логарифмическое дифференцирование 
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Если дана сложная функция, представляющая собой произведе-

ние или частное нескольких функций, причем числитель и знамена-

тель дроби в свою очередь содержат произведения, то следует обе 

части данного выражения сначала прологарифмировать  по основа-

нию у, применить соответствующие свойства логарифмов, а затем  

приступить к дифференцированию обеих частей. Этот прием носит 

название логарифмического дифференцирования. Его также исполь-

зуют, если функция содержит корни из дробей. К этому  приему при-

бегают, если имеется показательно-степенная функция или функция 

вида )x()]x(f[y ϕ= . 

      Пример 6. Найти производную функции 
5 4

23 2

1x

)1x(2xx
y

−

+⋅−+
= . 

      Решение. Логарифмируем обе части равенства по основанию е 

                          
5 4

23 2

1x

)1x(2xx
lnyln

−

+⋅−+
= . 

Применяя свойства логарифмов, получаем 

)1xln(
5

1
)1xln()2xxln(

3

1
yln

422 −−++−+= . 

Дифференцируем обе части, считая y сложной функцией пере-

менной х: 

  
1x

x4

5

1

1x

x2

2xx

1x2

3

1
y

y

1

4

3

22 −
⋅−

+
+

−+

+
⋅=′⋅  

 

  
)1x)(1x)(1x(

x4

5

1

1x

x2

)1x)(2x(

1x2

3

1
y

y

1
2

3

2 ++−
⋅−

+
+

−+
+

⋅=′⋅  

 

  
)2x)(1x)(1x)(x(15

)2x(x12)2x)(1x(x30)1x)(1x)(1x2(5
y

y

1
2

322

+++−

+−+−++++
=′⋅  

 

)2x)(1x)(1x)(1x(15

x24x12x60x30x60x305x15x15x15x10
y

y

1

2

34234234

+++−

−−−−++++++
=′⋅
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)2x)(1x)(1x(15

5x45x15x51x28
y

y

1
22

234

++−

+−−+
=′⋅  

 
)2x)(1x)(1x(15

5x45x15x51x28

1x

)1x(2xx
y

22

234

5 4

23 2

++−

+−−+
⋅

−

+⋅−+
=′  

 

 
5 4

3 2

2

234

1x

2xx

)2x)(1x(15

5x45x15x51x28
y

−

−+
⋅

+−

+−−+
=′ . 

 

Пример 7. Найти производную функции 
1x

e2
)2xx(y

+

+−= . 
 

Решение. Логарифмируем обе части по основанию е  

                                
1x

e2
)2xxln(yln

+

+−= . 

Используя свойство логарифма, получаем,  

                                 )2xxln(eyln
21x +−= +

. 

Дифференцируем обе части, считая y сложной функцией пере-

менной х 

 

])2xx[ln(e)2xxln()e(y
y

1 21x21x ′+−⋅++−′=′⋅ ++
 

)1x2(
2xx

1
e)2xxln(ey

y

1

2

1x21x −⋅
+−

⋅++−=′⋅ ++
 








+−

−
++−⋅+−=′ ++

2xx

1x2
)2xxln(e)2xx(y

2

21xe2
1x

. 

 

 Замечание. При дифференцировании степенно-показательной 

функции можно пользоваться формулой 

          )x()x(fln)x(f)x(f)x(f)x())x(f(
)x(1)x()x( ϕ′⋅+′⋅⋅ϕ=′ ϕ−ϕϕ

, 

если f(x) и ϕ(х) − дифференцируемые функции. 

 
 

Задание 1 

 



 

 

23

Найти производную функции. Задания взять из таблицы 7. 

 

 

Таблица 7 

№ Задание № Задание 

1 
1x

1x
lnxy

+
−

+=  11 
23 xxlnxy −=  

2 x14xarcsin1x2y −++=  12 

ctgxtgx

ctgxtgx
y

−

+
=  

3 arctgx2x2)1xln(xy 2 +−+=  13 

1x1

1x1
y

2

2

−−

+−
=  

4 3222 )x1(
3

2
x1xy +−+=  14 

1x

x3x
y

3

+
+

=  

5 xarctgxxxarctgy +−=  15 
xcosln1

xcos
y

+
=  

6 xarcsinx1xy −−=  16 

3

22

x

)3x2(3x
y

+−
=  

7 

1x1

x
lny

2 ++
=  17 )4xln()4x(y 33 ++=  

8 

1e1

1e1
lny

x

x

++

−+
=  

18 
xsinxcos

xsinxcos
y

+

−
=  

9 

2x2x

1x
)1x(arctgy

2 +−

−
+−=  19 )3)1x3(ln(1x3y −++=  

10 
x23 e)x3x2x3(y −+−=  20 

2

4

x31

xx4
y

−

−
=  
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Задание 2 

Найти производную функции. Задания взять из таблицы 8. 

Таблица 8 

№ Задание № Задание 

1 











+

−
=

1x

1x
y

2

2

 11 )xsinxln(y =  

2 3

2

x31

x31
lny 








+
−

=  
12 

3

5

2
)3x(

)2x(
logy

+

−
=  

3 
23 )x4x2ln(3y −=  13 

1x

1x
lny

3 −

+
=  

4 
2

2

x1

)x1(x
lny

−

+
=  14 xln5y 2x3

⋅=  

5 3
x4

x4

e

e1
y

−
=  

15 
2

3

3

1x

1x
y 











+

−
=  

6 
5x2 )3xe(y +=  16 

3

1x2
arccosy

−
=  

7 
x2

x2

e1

e1
y

−

−

+

−
=  

17 )1x(logy 3
3 −=  

8 )1x9x3ln(xy 42 ++=  18 )]3x([loglogy 2
32 −=  

9 )2xsin(y x2 +=  19 2x1arcctglny +=  

10 

1x

9x
lny

3

3

−

−
=  20 3

3

2x
coslny

+
=  

 

Задание 3 

Используя логарифмическое дифференцирование, найти производ-

ную функции. Задания взять из таблицы 9. 

Таблица 9 

№ Задание № Задание 
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1 
x2 )x2x(y +=  16 

x)x(y =  

2 3x2 3

)1x(y −−=  17 
x

1

2 )x5x(y +=  

3 
x

1

)x(siny =  
18 

x

x1

x
y 








−

=  

4 
x)x(cosy =  19 

xcos2 )1x(y +=  

5 
x

1

)xcosx(siny +=  
20 

xsin)x(cosy =  

6 
x)ctgxtgx(y +=  21 

ctgx)tgx(y =  

7 
xarcsin)x(siny =  22 

xln)1x(y +=  

8 
xarccos)x(cosy =  23 2x2

)x(lny −=  

9 
arctgx)tgx(y =  24 

x2
2 )x(logy =  

10 
2x1)arcctgx(y +=  25 

2logx 3)3(y =  

11 
x)x(lny =  26 

x2ctg)x2(cosy =  

12 xln2 )4x(y −=  27 1xln2 2

)1x(y ++=  

13 
2

x
ctg

)x2tg(y =  
28 

xex )arctge(y
−

=  

14 
xcosxy =  29 xlnx )e(y =  

15 3x 3

x

1
y

−









=  

30 
xe2 )xln1(y +=  

 

Задание 4 

Найти производную неявно заданной функции. Задания взять из таб-

лицы 10. 
Таблица 10 

№ Задание № Задание 
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1 1xxyy 22 =++  11 0xcoslnycosx 2 =−−  

2 0yxy2x 33 =−+  12 0eysinx xcos =⋅−  

3 )yx(tg
y

x
cos

y

x
sin −=+  13 

2yxcoslny −=  

4 1xeylny y =−  14 

y

x

y

x
ctg =  

5 
xyye1x −=  15 yxysinxxcosy +=+  

6 
arctgyxy +=  

16 0ycosxxcosy =+  

7 
)yxsin(y +=  17 

yxyx eee +=−  

8 
yarccosxarcsinyx +=+  18 

y

x

2 eyx =  

9 
yxyx 333 +=+  19 0arcctgxeyx y =++  

10 xyyx 33 =+  20 
x

y
arctgxln =  

 

Задание 5 

Найти производную функции, заданной параметрически. Задания 

взять из таблицы 11. 
Таблица 11 

№№ 

nn 

Задание №№ 

nn 

Задание 

1 







=

+=
3 ty

1tx
 11 







=

= −

t2

t

2y

2x
 

2 






=

+=
2ty

1t4x
 12 







+
=

+=

1t

1
y

)1tln(x

 

3 






=

−=
3ty

1tx
 13 







+=

+=
32

2

t3ty

t6t3x
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4 









++=

=

ttty

t

1
x

23

 
14 











+

−
=

+
=

2

2

2

t1

t1
y

t1

t2
x

 

5 







=

=

tcosy

tsinx

2

2

 15 







=

=

tsiny

tcosx

3

3

 

6 













+
=

+
=

2

2

t1

1
arccosy

t1

1
arcsinx

 

16 



















−

=

−
=

2

1t

t
y

1t

1
x

 

7 




+=

−=

tsinttcosy

tcosttsinx
 17 







=

=

tlnty

t

tln
x

 

8 







=

=
t2

t

ey

ex
 18 







=

=

tcosey

tsinex

t

t

 

9 








++=

+=

4

2
1

3 tty

t
x

 

19 







=

= −

t

t

y

x

5

3
 

10 







+=

+−−=
34

3

3

1

tty

ttx
 

20 





+=

−=

tty

tttx

sincos

cos2sin2
 

 

Задание 6 

Исследовать функции  f(x)  методами дифференциального  исчисле-

ния  и  построить график функции. Задания взять из таблицы 12. 

 

Таблица 12 

N f(x) N f(x) 

1 

2

3 4+

x

x
 

11 )x(e)x( 1+2−3+2  
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2 

1−
1+−2

x

xx
 

12 

)x(

)x(e

1+2
1+2

 

3 

xx 2+

2
2

 
13 

1−
3−

3
x

x
ln  

4 

2

2

+3

4

x

x
 

14 2−−3 xe)x(  

5 
2+9

12

x

x
 

15 

x

e x

−2

−2

 

6 

1−
3+3−2

x

xx
 

16 
1+

2−x

x
ln  

7 

2

3−4

x

x
 

17 xe)x( −32−  

8 

4−
1+4−2

x

xx
 

18 

)x(

)x(e

1−2
1−2

 

9 

2

3 1+2

x

x
 

19 

4+
3−3

x

x
ln  

10 

2

21−

x

)x(
 

20 )x(e)x( 1+21+2−  

 

Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте определение производной. 

2. Физический и геометрический смысл производной. 

3. Сформулируйте основные правила дифференцирования функ-

ций. 

4. В чем заключается суть логарифмического дифференцирования 

и в каких случаях его целесообразно применять? 

5. Каково правило дифференцирования функции, заданной неяв-

но? 

6. Как находится первая производная функция, заданной парамет-

рически? 
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Практическая работа № 10-14. 

Неопределенный интеграл 

 

Первообразная 
 

Определение. Первообразной для функции y=ƒ(x) на данном 

интервале (a,b) называется функция y=F(x) такая, что для всех 

x∈(a,b) выполняется условие: 

).x(f)x(F =′  

 

Пример. Функция F(x)= x
3
/ 3 является  первообразной  для 

функции ƒ(x)=x
2
  на интервале  (-∞,∞), так как выполняется условие 

((x
3
/ 3)′=x

2
). 

 

Понятие неопределенного интеграла. Таблица интегралов 
 

Определение. Если функции F(x) первообразная для функции 

f(x) на некотором интервале [a,b], то функция F(x)+C, где C=const на-

зывается неопределенным интегралом для функции f(x) на интервале 

[a,b]. Обозначается  

∫ += .)()( CxFdxxf  

 

Пример. 

x dx
x

C2
3

3
= +∫ .  

Интегрирование представляет собой операцию обратную диф-

ференцированию, поэтому каждой формуле дифференцирования со-

ответствует формула интегрирования. Это дает возможность напи-

сать таблицу основных интегралов. 

 

Таблица основных интегралов 

1. Cxdx +=∫ ;                                      9.  ;Cctgx
xsin

dx
2

+−=∫  

2. );1(C
1

x
dxx

1

−≠α+
+α

=
+α

α
∫     10.  ∫ +=

+
C

a

x
arctg

a

1

ax

dx

22
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3. ;C|x|ln
x

dx
+=∫                              11. ;C

a

x
arcsin

xa

dx

22
+=

−
∫  

4. ;C
aln

a
dxa

x
x +=∫                            12.  ∫ +

+

−
=

−
;C

ax

ax
ln

a2

1

ax

dx

22
 

5. ;Cedxe
xx +=∫                              13. ;Caxxln

ax

dx 22

22
+±+=

±
∫  

6. ;Cxsinxdxcos +=∫                      14. ;Cchxdxshx +=∫  

7. ;Cxcosxdxsin +−=∫                   15. ;Cshxdxchx +=∫  

8. ;Ctgx
xcos

dx
2

+=∫                          16. ;Ccthx
xsh

dx
2

+−=∫  

17. Cthx
xch

dx

2
+=∫ ;       

18. Cctgx
xsin

1
lnC

2

x
tgln

xsin

dx
+−=+=∫ ; 

19. C
xcos

1
tgxlnC

42

x
tgln

xcos

dx
++=+






 π

+=∫ . 

 

Методы интегрирования 
 

Укажем ряд приемов, позволяющих во многих случаях сводить 

заданные интегралы к табличным. 

 

Пример 1. Найти интегралы (используя метод разложения), ре-

зультаты проверить дифференцированием: 

а) ;dx
2x

8x
3

∫
−

−
                                     б) ∫

⋅

+
dx

xsinxcos

xsin3xcos2
22

22

; 

в) ∫
−

−−
dx

x9

x94
2

2

;                               г) .dx
2

3e5
x

xxx

∫
−⋅

 

Решение. Нахождение каждого из интегралов начинается с пре-

образования подынтегральной функции. В задаче а) воспользуемся 

формулой сокращенного умножения и затем почленным делением 

числителя на знаменатель (как и в примерах б), в), г)). 
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а) =
−

++−
=

−

−
=

−

−
∫∫∫ dx

2x

)4x2x)(2x(
dx

2x

2)x(
dx

2x

8x
333

             

    

.Cx4x
3

4
x

2

1
Cx4

2/3

x
2x

2

1

dx4dxx2xdxdx)4x2x(

32
2/3

2

2/1

++⋅+=+⋅+⋅+=

=++=++= ∫∫ ∫∫
                        

(см. табличные интегралы 1 и 2). Обращаем внимание на то, что в 

конце решения записываем одну общую постоянную С, не записывая 

постоянные от интегрирования отдельных слагаемых. 

б) =










⋅
+

⋅
=

⋅

+
∫∫ dx

xsinxcos

xsin3

xsinxcos

xcos2
dx

xsinxcos

xsin3xcos2
22

2

22

2

22

22

 

    ∫ ∫ ∫ =+=





 +=

xcos

dx
3

xsin

dx
2dx

xcos

3

xsin

2
2222

 

    Cctgx2tgx3Ctgx3)ctgx(2 +⋅−⋅=+⋅+−⋅= . 

(см. табличные интегралы 8 и 9). 

в) ∫∫ =














−

−
−

−
=

−

−−
dx

x9

x9

x9

4
dx

x9

x94
2

2

22

2

 

   

.C
3

x
arcsin

3x

3x
ln

3

2

C
3

x
arcsin

3x

3x
ln

32

1
4

x9

dx

9x

dx
4

22

+−
+

−
⋅−=

=+−
+

−
⋅

⋅
⋅−=

−
−

−
−= ∫∫

 

(см. табличные интегралы 11 и 12). 

г)  

    =+

















−







 ⋅







 ⋅

=





−






 ⋅

= ∫ ∫ C

2

3
ln

2

3

2

e5
ln

2

e5

dx
2

3
dx

2

e5

xx

xx

 

=−
⋅

=









−

⋅
=

−⋅
∫ ∫∫∫ dx

2

3
dx

2

e5
dx

2

3

2

e5
dx

2

3e5
x

x

x

xx

x

x

x

xx

x

xxx
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C
)2ln3(ln2

3

)2ln15(ln2

e5

C
2ln3ln

2

3

2lneln5ln

2

e5

x

x

x

xx

x

x

x

xx

+
−⋅

−
−+⋅

⋅
=

=+
−

−
−+

⋅

=
 

(см. табличный интеграл 4). 

Замечание. Проверку полученных результатов дифференциро-

ванием предлагаем студентам выполнить самостоятельно. 

 

Одним из основных методов интегрирования является метод 

замены переменной (или метод подстановки), описываемый следую-

щей формулой: 

                        ,dt)t())t((fdx)x(f ϕ′⋅ϕ= ∫∫                                    

где )t(x ϕ=  − функция, дифференцируемая на рассматриваемом 

промежутке. Данная формула показывает, что переходя к новой пе-

ременной, достаточно выполнить замену в подынтегральном выра-

жении. Удачная замена позволяет упростить исходный интеграл, а в 

простейших случаях свести его к табличному (табличным). 

Отметим два частных случая замены переменных: 

1. Введение под дифференциал постоянного слагаемого.  

Для любой постоянной величины а справедливо равенство: 
                               ,dx)ax(d =+                                                   

поэтому ∫∫ += ).ax(d)x(fdx)x(f  

2. Введение под дифференциал постоянного множителя. 

Так как dxa)xa(d ⋅=⋅ , то имеет место равенство     

                             ),xa(d
a

1
dx ⋅⋅=          )0a( ≠                             

  поэтому         ∫∫ ⋅⋅= )xa(d)x(f
a

1
dx)x(f .                                   

Пример 2.  Найти интегралы: 

а) ∫ + dx)2x7sin( ;                   б) dxx3
3
∫ − ; 

в) ∫ + 3x4

dx
;                              г) dxe

7x2
∫

+−
; 
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д) dx5
3x7

∫
−

;                            е) ∫






 −

3

x
4cos

dx

2
. 

Решение. Данные интегралы могут быть найдены путем приме-

нения формул введения под знак дифференциала постоянного мно-

жителя и слагаемого к одному из табличных интегралов. 

а) C)2x7cos(
7

1
)2x7(d)2x7sin(

7

1
dx)2x7sin( ++⋅−=++⋅=+ ∫∫  

(см. табличный интеграл 7). 

Заметим, что при 0k ≠  имеют место формулы 

C)bkxcos(
k

1
dx)bkxsin( ++⋅−=+∫                                             

C)bkxsin(
k

1
dx)bkxcos( ++⋅=+∫                                             

б) =+
−

−=−−−=− ∫∫ C
3/4

)x3(
)x3(d)x3(dxx3

3/4
3/13  

     C)x3(
4

3 3/4 +−⋅−=  

(см. табличный интеграл 2). 

       Следует заметить, что в общем случае 

    )0k,1n(,C
1n

)bkx(

k

1
dx)bkx(

1n
n ≠−≠+

+

+
⋅=+

+

∫                (1.7) 

(см. табличный интеграл 3). 

в) .C|3x4|ln
4

1

3x4

)3x4(d

4

1

3x4

dx
++⋅=

+

+
⋅=

+ ∫∫  

Отметим, что при 0k ≠  

    C|bkx|ln
k

1

bkx

dx
++⋅=

+∫ .                                                     (1.8) 

г) Ce
2

1
)7x2(de

2

1
dxe

7x27x27x2 +⋅−=+−−= +−+−+−
∫∫  

(см. табличный интеграл 5). 

Отметим, что при 0k ≠  

    Ce
k

1
dxe

bkxbkx +⋅= ++
∫ .                                                            
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д) C
5ln

5

7

1
)3x7(d5

7

1
dx5

3x7
3x73x7 +⋅=−= ∫∫

−
−−

 

(см. табличный интеграл 4). 

е) C
3

x
4tg3

3

x
4cos

3

x
4d

3

3

x
4cos

dx

22

+





 −⋅−=







 −







 −

⋅−=







 −

∫∫  

(см. табличный интеграл 8). 

 

Пример 3.  Найти интегралы 

а) ∫
−⋅ dxex

2
x

;                               б) dx
2xsin

xcos
3∫ +

; 

в) ∫ + dx)x2(x
543

;                        г) ∫
−

dx
x1

xarcsin

2

3

; 

д) ∫
+

dx
34

3
x

x

;                                е) ∫ +⋅+ dx)x6xcos()3x(
2

. 

Решение.  

а) сделаем замену переменной полагая 
2

xt −= . Найдем диффе-

ренциал от левой и правой части формулы 
2

xt −= :  

                         )x(ddt
2−=      или      dx)x(dt

2 ′−= .  

Окончательно,  

                         xdx2dt −=        и      .dt
2

1
xdx −=  

Тогда 

Ce
2

1
Ce

2

1

dte
2

1
dt

2

1
exdxexe

2

22

xt

ttxdxx

+−=+−=

=−=





−⋅=⋅=

−

−−
∫∫∫∫

 

(см. табличный интеграл 5). 

б) Заметим, что  ),2x(sind)x(sindxdxcos +==  тогда обозначим  

2xsint +=  и  применим формулу 2 из таблицы интегралов: 
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.C)2x(sin
2

3
Ct

2

3
C

3/2

t

dttdt
t

1
)2x(sind

2xsin

1
dx

2xsin

xcos

3/23/2
3/2

3/1

333

++=+⋅=+=

===+
+

=
+

∫∫∫∫
−

 

в) Для решения примера воспользуемся заменой .x2t
4+=  

Тогда dxx4dx)x2()x2(ddt
344 =′+=+= , т.е. ,dxx4dt

3=  откуда 

dt
4

1
dxx

3 ⋅= . 

Итак, 

==⋅=⋅+=+ ∫∫∫∫ dtt
4

1
dt

4

1
tdxx)x2(dx)x2(x

55354543
 

.C)x2(
24

1
Ct

24

1
C

6

t

4

1 546
6

++⋅=+⋅=+⋅=  

г) Для решения данного примера воспользуемся равенством 

)x(arcsinddx
x1

1

2
=

−
 и заменой xarcsint = . Используя указанную 

замену и табличное интегрирование,  получим результат: 

∫∫∫ ==
−

⋅=
−

)x(arcsind)x(arcsindx

x1

1
)x(arcsindx

x1

xarcsin 3

2

3

2

3

 

.Cxarcsin
4

1
C

4

t
dtt

4
4

3 +⋅=+== ∫  

д) Воспользуемся заменой, существенно упрощающей решение 

данного примера: 
x

34t += . Тогда dx3ln3dx)34(dt
xx ⋅=′+= , откуда 

dt
3ln

1
dx3

x = .  Используя указанную замену и табличное интегриро-

вание получим результат 

.C)34(logC|34|ln
3ln

1
C|t|ln

3ln

1

t

dt

3ln

1
dt

3ln

1

t

1
dx3

34

1
dx

34

3

x

3

x

x

xx

x

++=++⋅=+⋅=

=⋅=⋅=⋅
+

=
+

∫∫∫∫
 



 

 

36

е) Для решения примера воспользуемся заменой x6xt
2 += .     

Тогда ,dx)3x(2dx)6x2(dx)x6x()x6x(ddt
22 +=+=′+=+=   т.е. 

dx)3x(2dt +=   и .dt
2

1
dx)3x( =+  

Используя указанную замену и табличное интегрирование, по-

лучим результат 

=+⋅+=+⋅+ ∫∫ dx)3x()x6xcos(dx)x6xcos()3x(
22

 

.C)x6xsin(
2

1
Ctsin

2

1
tdtcos

2

1
dt

2

1
tcos

2 ++=+==⋅= ∫∫  

 

Задание 1. 

Найти интегралы из таблицы 13, результат проверить дифферен-

цированием. 

 

Таблица 13 

N Задание N Задание 

1 ∫
− 2x4

dx3
 11 

∫
+

dx
x

3x5
3

8

 

2 
 

12 
dx

1x

2x
2

2

∫
+

+
 

3 dx
4

32
x

xx

∫
−

 
13 ∫

− 9x

dx2
2

 

4 
 

14 
dx

x1

x13
2

2

∫
+

+−
 

5 dx
2

1e2
x

xx

∫
−⋅

 
15 

∫ 





 −

dx
x

x1
2

 

6 dx
1x

1x
∫ −

−
 16 

dx
1x

31x

2

2

∫
−

+−
 

7 dx
2x

6x5x 2

∫ +
++

 
17 

dx
1x

1x21
2

2

∫
+

++
 

dx
x1

3

x1

1

22∫ 








−
+

+

dx
1x

1x3

∫
+

+
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8 ∫
− 2x8

dx7
 18 

∫
+

dx
xsin

3xsinx2
2

2

 

9 ∫ 







++ dxx

2

e
xsin 6

x

 
19 

dx
x2

x21

2

2

∫
−

−−
 

10 ∫
+

dx
2

43
x

xx

 
20 

dx
9x3x

27x
2

3

∫
+−

+
 

 

Задание 2. 

Найти интегралы из таблицы 14, результат проверить дифферен-

цированием. 

 

Таблица 14 

N Задание N Задание N Задание 

1 ∫ 





 − dx

3

x2
1sin  8 ∫

+
dx

)1x5(sin

1
2

 15 ∫ −
dx

x35

1
 

2 ∫ − dx)x51(
5/1

 9 dxx733∫ −  16 ∫ −
dx2

x71
 

3 dx1
2

x
cos∫ 







 +  10 dx
2

x
1

4

∫ 





 −  17 dx2 2

1x

∫
+

 

4 dx

3

x
sin

1

2
∫  11 dx

)x31(

1
5/1∫

−
 18 ∫ dx

5

x
cos

1

2

 

5 dx
)1x2(

1
2/1∫

−
 12 ∫ −

dx
х53

1
 19 dx

x71

1
∫ −

 

6 dx
3

1
x42∫ −

 13 dx
3

x
1sin∫ 






 −  20 dx

)1x2(

1
3∫

−
 

7 dx
1x4

1
∫ −

 14 dx
4

x
1

5

∫ 





 −  21 dx

7

x
1cos∫ 






 −  

 

Задание 3. 

Найти интегралы из таблицы 15, результат проверить дифферен-

цированием. 
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Таблица 15 

N Задание N Задание 

1 dxxcosx 2∫  11 dxex
2x1∫ −⋅  

2 dx
e1

e
x

x

∫
+

 
12 dx

x1

x2

2
∫

+
 

3 dx
xcos

xtg
2

5

∫  
13 dx

xsin

xcos
5/3∫  

4 dx
x1

x

6

5

∫
−

 
14 

∫
− 6

2

x1

dxx
 

5 dx
e2

e
x

x

∫
+

 
15 

dx
1x

x

4

3

∫
+

 

6 dxx2
2x∫ ⋅  16 dx)ecos(e xx∫  

7 dxex
2x4∫ −⋅  17 dxxe 2x3

∫ ⋅  

8 dx
32

2
x

x

∫
+

 
18 

dx
x1

e

2

xarcsin

∫
−

 

9 dx)x2(x 432∫ +  19 dx)4x3()x4x( 2103∫ −−  

10 dx
x41

x
4∫

+
 20 

dx
xsin

e
2

ctgx

∫  

 

        Задание 4 

        Найти интегралы из таблицы 16, применив метод интегрирова-

ния по частям. Результат проверить дифференцированием. 

 

Таблица 16 

N Задание N Задание 

1 ∫ ⋅+ dxe)1x( x3
 11 ∫ − dxx2sin)1x2(  

2 dxx2arctg∫  12 dxxln∫  
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3 dx)1xarcsin(∫ +  13 dx2)x31( x∫ ⋅−  

4 ∫ −⋅− dxe)x34( x
 14 dx)x1ln(∫ −  

5 dxxcos)1x2(∫ −  15 ∫ xdx2lnx  

6 dxe)1x2( x2∫ ⋅+  16 dx2x x∫ −⋅  

7 dxarctgx)1x(∫ +  17 dx)2xarcsin(∫ +  

8 ∫ − dxxln)x1(  18 ∫ − dx)x31ln(  

9 ∫ − dxx3cos)3x2(  19 dxx5sin)1x(∫ ⋅+  

10 dxex x1∫ −⋅  20 dx1
2

x
ln∫ 






 +  

 

        Задание 5. 

        Найти интегралы из таблицы 17, содержащих квадратный трех-

член. 

Таблица 17 

N Задание N Задание 

1 ∫
+−

−
dx

25x6x

3x2
2

 11 ∫
++

+
dx

25x6x

1x2

2
 

2 dx
8x4x

1x
2∫

+−

+
 12 dx

10x2x

1x
2∫

++

+
 

3 dx
5x2x

2x2

2
∫

++

+
 13 dx

10x2x

3x3

2
∫

++

−
 

4 dx
5x4x

4x2

2
∫

+−

−
 14 dx

13x6x

x2

2
∫

+−
 

5 dx
10x4x2

1x4
2∫

++

+
 15 dx

1xx2

2x2
2∫

++

+
 

6 dx
26x10x

1x
2∫

+−

+
 16 dx

18x6x

1x5
2∫

++

−
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7 dx
5x4x

x

2
∫

++
 17 dx

3x2x4

1x4
2∫

++

−
 

8 dx
5x4x4

1x2
2∫

++

−
 18 dx

5x4x4

1x

2
∫

+−

+
 

9 dx
10x4x2

x
2∫

+−
 19 dx

x10x6

x2
2∫

−−
 

10 
dx

15x6x

1x
2∫

+−

+
 

20 dx
x37x15

1x2
2∫

−−

+
 

 

        Задание 6 

        Найти интегралы из таблицы 18 от рациональной дроби, предва-

рительно разложив ее на сумму простейших дробей. 

Таблица 18 

N Задание N Задание 

1 
∫

+++

+
dx

)4x4x)(2x(

1x
22

2

 
11 ∫

+−

−
dx

x4x4x

7x
23

 

2 dx
)5x2x)(1x(

3x
2∫

+−−

+
 12 dx

)4x)(1x(

3x
2∫
++

+
 

3 
dx

)5x2x)(2x(

4x
2

2

∫
+−−

+
 

13 dx
x2x2x

7x
23∫
+−

+
 

4 dx
)1x)(1x(

8x4x
2

2

∫
+−

++
 

14 
dx

4x4x

xx
24

3

∫
+−

+
 

5 dx
)1xx)(1x(

1
2∫

+−−
 15 

dx
)9x)(1x2x(

1xx
22

2

∫
+++

++
 

6 dx
)1x2x)(2x(

3x
22∫

+−+

+
 16 

dx
)4x)(4x4x(

5x2x
22

2

∫
+++

++
 

7 dx
)6x5x)(4x(

1x3x
2

2

∫
+−−

+−
 

17 
dx

)1x)(1xx(

3xx
2

2

∫
−++

−+
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8 
dx

81x

1xx
4

2

∫
−

++
 

18 dx
x4x4x

1x
234∫

+−

+
 

9 
dx

xx

5xx
23

2

∫
+

+−
 

19 dx
4x4xx

1x2
23∫

+++

−
 

10 
dx

)1x)(1x2x(

x
2

2

∫
−++

 
20 

dx
x4x

7x4x
3

2

∫
−

+−
 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Дайте определение первообразной функции. 

2. Что называется неопределенным интегралом? 

3. Дайте определение операции интегрирования. Как проверить ре-

зультат интегрирования? 

4. Сформируйте основные свойства неопределенного интеграла. 

5. Запишите соотношения, устанавливающие связи между интегри-

рованием и дифференцированием. 

6. Объясните суть непосредственного интегрирования. 

7. В чем суть способа интегрирования,  введением  множителя )x(ϕ′  

под знак дифференциала? Запишите соответствующую формулу. 

8. Найдите интеграл ∫ − dx)1x5(
2

 двумя способами. 

9. Напишите формулу замены переменной в неопределенном инте-

грале. 

10.Напишите формулу интегрирования по частям для неопределен-

ного интеграла. 

19. Методы нахождения интегралов вида xdxcosxsin
nm ⋅∫ .  

20. Методы нахождения интегралов вида ∫∫ xdxctg,xdxtg
nm

. 

21. Методы нахождения интегралов вида ∫∫ xdxeccos,xdxstc
n2m2

. 
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Практическая работа №15-18. 

Определенный интеграл 

 

Вычисление определенного интеграла 

 

Формула Ньютона-Лейбница 

.)()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

−==∫  

 

Замена переменной под знаком определенного интеграла 
 

Теорема. Пусть функция F(x) первообразная для функции f(x) 

на некотором интервале [a,b]. И пусть x=ϕ(t) дифференцируемая мо-

нотонная функция на интервале [α,β], причем ϕ(α)=a; ϕ(β)=b. Тогда 

 

.)())(()( ∫∫
β

α

ϕ′ϕ= dtttfdxxf
b

a

 

Пример 1. Вычислить определённый интеграл .
x1

xdx
15

0

∫ +
 

Решение. Пусть ,tx1 =+  тогда .tdt2dx,1txx,1t 22 =−=+=  

Найдём новые пределы интегрирования: при 0x = , ;1t,01t2 ==−  

при ,15x =   1t15 2 −= ;  ,16t2 =   .4t =  

Получим 

∫∫ =





 −−⋅−⋅=








−=−=

⋅− 4

1

3

4

1

3
2

4

1

2

.362
3

2
424

3

2
t2

3

t2
dt)2t2(

t

tdt2)1t(
 

 

Пример 2. Вычислить интеграл .dx
x

xln
e

1

3

∫  

Решение. Пусть txln = , тогда dtdx
x

1
,dtxlnd == . При ,1x =  

,t1ln =  ;0t =   при ,ex =  ,teln =   1t = . Получим .
4

1

4

t
dtt

1

0

41

0

3 ==∫   

 



 

 

43

Пример 3. Вычислить интеграл ∫
π2

0

2 xdxcosx , используя формулу 

интегрирования по частям. 

Решение.  

=−=

=

=

=

=

= ∫∫
ππ

xdxsinx2xsinx

xsinv

xdxcosdv

xdx2du

xu

xdxcosx
2

0

2

2

2

0

2
 

 

.4xsin202cos22

xdxcos2)xcos(x202sin4

xcosv

xdxsindv

dxdu

xu

2

0

2

0

2

0

2

1

1

1

1

π=−−ππ⋅=

=−−⋅−−ππ=

−=

=

=

=

=

π

π
π

∫
 

 

Пример 4. 

Вычислить несобственные интегралы, если они сходится. 

а) ∫
∞+

++1
2 5.14x7x

dx
;              б)  ∫

1

0
4 x

dx
. 

Решение. 

а)  

=
+

=
++

+
=

+





−






+⋅+

=
++

∞→∞→

∞→

∞+

∫

∫∫

a

1

a

a

1 2a

a

1
22

2
a

1
2

2

3

5.3x
arctg

2

3

1
lim

4

9
)5.3x(

)5.3x(d
lim

5.14
2

7

2

7
x

2

7
2x

dx
lim

5.14x7x

dx
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.3arctg
23

2
3arctg

3

7a2
arctglim

3

2

3

7x2
arctglim

3

2

a

a

1
a







 −
π

=





 −

+
=

+
=

∞→∞→

        

 б)      

.
3

4
)01(

3

4
xlim

3

4

4/3

x
limdxxlim

x

dx
1

0

4/3

0

1

0

4/3

0

1

0

4/1

0

1

0
4

=−====
ε+→ε

ε+
→ε

ε+

−

→ε ∫∫  

 

Вычисление площадей плоских фигур 
 

Если на интервале [a,b] задана непрерывная функция y=f(x), 

причем f(x)≥0 и a<b, то из геометрической иллюстрации видим, что 

.)( Sdxxf
b

a
=∫  

где S площадь криволинейной трапеции, ограниченной снизу 

осью Ox,  с боков прямыми x=a и x=b  и сверху графиком функции 

y=f(x) (см. рис. 1) 

                               y 

 

 

 

 

                 y=f(x) 

                         O     a                          b        x 

Рис. 1. Вычисление площади криволинейной трапеции 

 

Если условие f(x)≥0 не выполняется, то нужно разбить интервал 

[a,b] на части корнями уравнения f(x)=0, выделить интервалы знако-

постоянства функции, вычислить интегралы на каждом из интерва-

лов  и просуммировать по модулю полученные значения. Получим 

площадь фигуры, ограниченной осью Ox и графиком функции y=f(x), 

с боков прямыми x=a и x=b. 

                               y 
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                 y=f(x) 

                         O     a                          b        x 

                                                             y=g(x) 

Рис. 2. Вычисление площади криволинейной фигуры 

Пусть на интервале [a,b] заданы непрерывные функции y=f(x) и 

y=g(x), причем f(x)≥ g(x) для x∈[a,b]. Если нужно найти площадь фи-

гуры, ограниченной с боков прямыми x=a и x=b и графиками функ-

ций y=f(x) и y=g(x), то (см. рис.2) площадь равна 

.))()(( dxxgxfS
b

a∫ −=  

 

Пример 

Вычислить площадь (рис. 3), заключенную внутри эллипса 

.1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 

Решение: 

 

                                                        y 

 

 

 

                                                  O                          a         x  

 

 

Рис. 3. Площадь эллипса 

 

Уравнение части эллипса, удовлетворяющей условию x≥0, y≥0 

можно записать в виде 

.22 xa
a

b
y −=  

Площадь четверти эллипса равна 

.
4

1arcsin
22

arcsin
2

)(
2

0

22
2

0

22 aba

a

b
xa

x

a

xa

a

b
dxxa

a

b
dxxfS

a

ab

a

π
==








−+=−== ∫∫

Полная площадь эллипса равна S=πab. 

 

 

Задание 1. 
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Вычислить интеграл ∫
b

a

dx)x(f , задания взять из таблицы 19. 

 

 

Таблица 19 

№ ∫
b

a

dx)x(f  № ∫
b

a

dx)x(f  

 

1 dxxcos
x

1x
2

1

2

∫ 







+

+
 

 

2 
( )

dxxsin
x

2x
3

1
3

2

∫ 









+

+
 

 

3 dxe
x

5xx
4

1

x2
3

∫ 







−

−+
 

 

4 dx
x

2x
5

2

1

4
x2∫ 







 +
+  

 

5 dxx3cos
x4

3
1

0
2∫ 






 +

+
 

 

6 dx
x

2x

xcos

5
4

2

3

2∫ 






 −
+  

 

7 dx
1x

1x

xsin

4
5

2

3

2∫ 








−
−

−  
 

8 ( )dx6exsin4
1

0

2x3∫ ++ +
 

 

9 
( )

dx
x

2x3
2

1
3

23

∫
+

 
 

10 dx4
x

3x
2

1

1x2
6

∫ 







+

− +
 

 

11 ( ) dx
x2

1
e1x3cos2

1

2

x5∫
−

−







 ++−  

 

12

 

dx
x

5xx
7

2

1
2

4
x6∫ 







 +−
+  

 

13 dxe
xx

1x
2

1

x4

2

3

∫ 







−

+

+
 

 

14 ( ) dx
1xx

1xx3xx2
3

1
2

234

∫
+

++++
 

 

15 ( )( )( )dxx3cosx21x2
1

0

32∫ +−+  
 

16 
dx

x1

x1x12

1

0
4

22

∫
−

−−+
 

 

17 dxx4sin
1x

2xx
3

2
2

3

∫ 







+

−

+−
 

 

 

18 dxxsin
x

5xx2
2

1

3

∫ 







−

++
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19 dx
xcos

1
e

x

5
2

1
2

1x2∫ 





 +− +  

 

 

20 dxx2cos
x

5xx
9

1

2
3

∫ 












+

++
 

 

Задание 2.  

Вычислить интеграл ∫
b

a

dx)x(f . Задания взять из таблицы 20. 

Таблица 20 

№ ∫
b

a

dx)x(f  № ∫
b

a

dx)x(f  

 

1 ∫ ++

8

0
1x61

dx
 

 

2 ∫ ++

1

0
1x51

xdx
 

 

3 ∫ +−

3

2
1x41

xdx
 

 

4 ∫ −+

2

1
1x35

dx
 

 

5 ∫ −

3

2

3

1x

dxx
 

 

6 ∫ +

1

0

2

1x

dxx
 

 

7 ∫ −

7

6

2

5x

dxx2
 

 

8 ∫
− +

1

1
4x

xdx3
 

 

9 ∫
−

3

2
4 36 5 xx

dx2
 

 

10 ∫ −+

3

1
6x71

dx
 

 

11 dx
4x6

x
1

0

∫ +
 

 

12  ∫ ++

4

0
1x62

dx
 

 

13 ∫ +−

2

1
1x31

xdx
 

 

14 ∫ +−

2

1
1x71

xdx
 

 

15 ∫ +

16

1
4 xx

dx
 

 

16 ∫ ++

7

0
1x51

dx
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17 ∫ ++

1

0
1x81

dx
 

 

18 ∫
−

2

2
2 1xx

dx
 

 

 

19 ∫ −+

3

1
1x21

dx
 

 

20 ∫ +−

2

1
1x61

xdx
 

Задание 3.  

Вычислить интеграл ∫
b

a

dx)x(f . Задания взять из таблицы 21. 

Таблица 21 

№ ∫
b

a

dx)x(f  № ∫
b

a

dx)x(f  

 

1 ∫ +

1

0
2 4x

xdx
 

 

2 ( )∫ +
1

0

10
dx7x3  

 

3 dx
x

xln
2

1

3

∫  
 

4 ∫ +

1

0
2

4

x1

xdxarctg
 

 

5 ∫
1

0
2

8

xcos

xtg
dx 

 

6 ∫ +

2

1
3

2

5x

dxx3
 

 

7 dx
x1

2xarccos2
1

0
2

3

∫
−

−
 

 

8 dx
x

xln2
2

1

∫
+

 

 

9 ∫ +

1

0
4 1x

xdx
 

 

10 
( )
( )∫ ++

+1

0
3

2

1x3x

dx1x
 

 

11 dx
x1

xxarctg
3

0
2

2

∫ +

+
 

 

12  dx
x

xlnx
3

1

22

∫
+

 

 

13 
( )

dx
1x

1xln1
3

2

∫ −
−+

 
 

14 dxxe

1

0

1x2

∫ +  

 

15 ( )∫ −
3

5,2

17
dx5x2  

 

16 dx
xsin

xctg
2

1
2

10

∫  
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17 dx5x

2

1

1x2 3

∫ −  
 

18 dx
xsin2x

xcosx
2

2∫
π

π +

+
 

 

19 dx
x41

x2arctgx82
1

0
2∫ +

−
 

 

20 
( )

dx
xsinx

xsinxcosx2

4

2∫
π

π

+
 

Задание 4.  

Вычислить интеграл, используя  формулу интегрирования по частям. 

Задания взять из таблицы 22. 

Таблица 22 

№ ∫
b

a

dx)x(f  № ∫
b

a

dx)x(f  

 

1 ( ) xdx2cos6x5x

0

2

2∫
−

++  
 

2 ( ) dxx4sin3x

0

3

∫
−

+  

 

3 dxxe

2

1

x∫  
 

4 ( ) dxx3sin1x2x

0

1

2∫
−

++  

 

5 ( )∫ −−
2

1

x3 dxex34  
 

6 ( )∫ +
1

0

xdx2cos3x4  

 

7 dx1x4arctg

2

1

∫ −  
 

8 ( )∫ +
1

0

x3 dxe4x3  

 

9 dx1x2arctg

2

1

∫ −  
 

10 ( )∫ +
3

1

dx3x2ln  

 

11 ( )∫
π

−
0

xdx2sin10x6  
 

12

 

( ) ( )dx1xln1x

1

0

∫ ++  

 

13 ( )dx1xarcsin
0

1

∫
−

+  
 

14 ( )dx4xln

1

0

2∫ +  

 

15 ( ) xdxcosx61

2

0

∫ −  
 

16 ( )dx1x9arccos
9

1

0

∫ −  
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17 ∫
2

1
2 xcos

xdx
 

 

18 ∫
2

1
2 xsin

xdx
 

 

19 ∫
4

2

2 xdxsinx  

 

 

20 ∫
3

1

xdx2arcctg  

Задание 5.   

Вычислить несобственные интегралы, если они сходятся. 

Задания взять из таблицы 23. 

Таблица 23 

№ ∫
b

a

dx)x(f  № ∫
b

a

dx)x(f  

 

1 ∫
∞+

− ++
2

1
2 2xx

dx
 

 

2 ∫
∞+

+0
4 1x16

xdx
 

 

3 ∫
∞+

−1
4 1x16

xdx16
 

 

4 
( )∫

∞+

+1
3 43

2

8x

dxx
 

 

5 ( )dx
x41

x2arctg

0
2∫

∞+

+π
 

 

6 ∫
∞+

++2
2 6x3x

dx
 

 

7 ∫
∞+

++1
2 13x4x

dx
 

 

8 ∫
∞+

+−
8

5
2 4x5x4

dx
 

 

9 ∫
∞+

− +−2
2 10x4x

dx
 

 

10 ∫
∞+

−+2
2 6xx2

dx
 

 

11 ∫
∞+

− ++2.0
2 7x2x5

dx
 

 

12  ∫
∞+

+−4
2 1x4x

xdx
 

 

13 ( )∫
∞+

− ++π1
2 5x4x

dx
 

 

14 ∫
∞+

+−5.0
2 1x2x2

dx
 



 

 

51

 

15 ∫
∞+

+−
4

11
2 2x11x2

dx
 

 

16 ∫
∞+

++0
2 2xx2

dx
 

 

17 ∫
∞+

+−2
2 3x12x3

dx
 

 

18 
( )∫

∞+

+−1
2

4

3
ln1x5x6

dx
 

 

19 ∫
∞+

+−4
2 6x5x

dx
 

 

20 ∫
∞+

+1
2 x3x2

dx
 

Задание 6. 

Вычислить несобственные интегралы, если они сходятся. Задания 

взять из таблицы 24. 

Таблица 24 

№ ∫
b

a

dx)x(f  № ∫
b

a

dx)x(f  

 

1 
( )∫ −

1

0
2

1x

dx
 

 

2 ∫ −

1

0
3 x42

dx
 

 

3 ∫
+−

3

1
2 9x6x

dx  
 

4 ( )∫
−

3

1
3 4

x3

dx  

 

5 ∫
−

+

0

3
1

3 x31

dx
 

 

6 ∫ −

1

4
3

5 x43

dx
 

7 

∫
−−

2

1
5 2 4xx4

dx
 

 

8 ∫
−

+

0

4
3 3x4

dx
 

 

9 ∫ −

1

2
1

9 x21

dx
 

 

10 ∫ −

4
1

0
3 x41

dx
 

 

11 
( )∫ −

2
1

0
2

1x2

dx
 

 12

 ( )∫ −

2

0
3

2x

dx
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13 
( )∫ −

3
1

0
2

x31

dx
 

 

14 ∫
−

1

0
2x1

dx
 

 

15 
( )∫

− +

0

1
2

1x

dx
 

 

16 ( )∫
− +

0

5
1

2
x51

dx
 

 

17 ∫ −

1

0
3 x1

dx
 

 

18 
( )∫ −

4

2
2

x2

dx2
 

 

19 ∫
−

3

0
2x9

dx
 

 

20 
( )∫ −

4

2
3

2
3x2

dx
 

Задание 7.  

Построить фигуру, ограниченную линиями, найти ее площадь. Зада-

ния взять из таблицы 25. 

Таблица 25 

№ 

)x(fy

)x(fy

2

1

=

=
 

№ 

)x(fy

)x(fy

2

1

=

=
 

1 3x4xy 2 +−=  

3xy +=  

2 7x8xy 2 +−=  

5x5y +−=  

3 x4xy 2 +=  

4xy +=  

4 1x6x9y 2 ++=  

1xy +−=  

5 ( )
8x4y

2xy
2

−=

−=
 

6 ( )( )
2xy

2x3xy

−=

−+−=
 

7 

xy

xx3y 2

−=

−=
 

8 

3x2y

1x4x2y 2

−=

+−=
 

9 

2xy

1x8xy 2

−−=

+−−=
 

10 

5x
2

1
y

x2xy 2

+=

−=
 

11 ( )( )
4x5y

4x1xy

−=

−+=
 

12

 
1x2y

1x6xy 2

+=

++=
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13 

1x6y

1x8x2y 2

+=

++=
 

14 ( )
1xy

1xy
2

+=

−=
 

15 

7x2y

5xxy 2

+−=

++−=
 

16 

1x4y

1x3xy 2

+=

++=
 

17 

3x3y

3x5x2y 2

−−=

−+−=
 

18 

1x4y

1x2x
2

1
y 2

+=

++=
 

19 ( )( )
5.3x5.3y

1x5xy

−=

−+=
 

20 

6x4y

6xxy 2

+=

++=
 

 

 

 

Задание 8.  

Вычислить длины дуг кривых. Задания взять из таблицы 26. 

Таблица 26 

№ Уравнение кривой № Уравнение кривой 

1 2

x

e2y =   , 8lnx3ln ≤≤  11 
2

x
y

2

= ,  1x0 ≤≤  

 

2 










−=

=

4

t
2y

t
6

1
x

4

6

 

Между точками пересече-

ния с осями Ox,Oy 

 

12 

  

03xy2 2 =+−  

Между точками пересече-

ния с осями Ox 

3 , 1x0 ≤≤  13 ϕ= ey , π≤ϕ≤ 20  

4 




=

=

tsiny

tcosx
  , π≤≤ 2t0  14 4

5

x
5

4
y = , 9x0 ≤≤  

5 
4

x
y

2

= ,  2x0 ≤≤  15 
2

x
4y

2

−= ,  0y ≥  

x
ey =
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6 ( )32 1x
3

2
y −= , 5x0 ≤≤   16 dtt2cosy

x

0

∫= , 
4

x0
π

≤≤  

7 dtt2siny

x

0

∫= , 
4

x0
π

≤≤  17 







=

=

tsinay

tcosax

3

3

, 
2

t0
π

≤≤  

8 







=

=

tsinay

tcosax

5

5

, 
2

t0
π

≤≤  18 
tcosax =   

tsinlna2y −= , 

от т. А (0,0) до т. В ( )у,x 0  

9 ( )ϕ−=ρ sin17 , 
66

π
≤ϕ≤

π
−  19 ϕ=ρ 2 ,  

4

3
0 ≤ϕ≤  

10 
( )
( )




−=

−=

tcos13y

tsint3x
, π≤≤π 2t  20 

( )
( )




−=

−=

tcos15y

tsint5x
, π≤≤ t0  

 

 

Практическая работа №19-20. 

Функции нескольких переменных 

 

Пусть дана функция ( )yxfz ,= , определённая и непрерывная в 

некоторой области D. Полагая, например, consty = , получим произ-

водную 
( ) ( )

x

yxfyxxf

x

z

x ∆
−∆+

=
∂
∂

→∆

,,
lim

0
, которая называется частной 

производной первого порядка функции z по переменной х. Она также 

может обозначаться ( )yxf x ,′ . 

Аналогично, полагая constx = , получим производную 

( ) ( )
y

yxfyyxf

y

z

y ∆
−∆+

=
∂
∂

→∆

,,
lim

0
, которая называется частной произ-

водной первого порядка функции z по переменной y. Она также мо-

жет обозначаться ( )yxf y ,′ . 

Частными производными второго порядка функции ( )yxfz ,=  

называются частные производные от её частных производных перво-

го порядка: 
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∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
x

z

xx

z
2

2

 или ( )yxf xx ,′′ ; 







∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
y

z

yy

z
2

2

 или ( )yxf yy ,′′ ; 








∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
x

z

yyx

z2

 или ( )yxfxy ,′′ ; 







∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
y

z

xxy

z2

 или ( )yxfxy ,′′ . 

Имеет место теорема о равенстве смешанных производных. 

Теорема Шварца. Если частные производные высшего порядка 

непрерывны, то смешанные производные одного порядка, отличаю-

щиеся лишь порядком дифференцирования, равны между собой. В 

частности, для ( )yxfz ,=  имеем: 
xy

z

yx

z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

. 

Пример. Для функции ( )yxz 43cos −=  найти частные производ-

ные второго порядка. 

Решение. 

[ ] ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( );43sin30343sin

4343sin43cos

yxxyx

yxyxyxconsty
x

z

−−=−′⋅⋅−−=

=′−⋅−−=′−===
∂
∂

 

[ ] ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( );43sin44043sin

4343sin43cos

yxyyx

yxyxyxconstx
y

z

−=′⋅−⋅−−=

=′−⋅−−=′−===
∂
∂

 

[ ] ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( );43cos90343cos3

4343cos343sin3
2

2

yxxyx

yxyxyxconsty
x

z

−−=−′⋅⋅−−=

=′−⋅−−=′−−===
∂

∂
 

[ ] ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( );43cos124043cos3

4343cos343sin3
2

yxyyx

yxyxyxconstx
yx

z

−=′⋅−⋅−−=

=′−⋅−−=′−−===
∂∂

∂
 

[ ] ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).43cos164043cos4

4343cos443sin4
2

2

yxyyx

yxyxyxconstx
y

z

−−=′⋅−⋅−=

=′−⋅−=′−===
∂

∂

 
 

Для решения следующих заданий воспользоваться таблицей 27. 

 

Задание 1   Для функции z = f(x,y) найти частные производные 
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               и их значения в точке x = x0 , y = y0.  

Задание 2   Найти вторые частные  производные . 

Задание 3   Найти полный дифференциал функции z = f(x,y). 

Задание 4   Найти градиент функции z = f(x,y) в точке x = x0 , y = 

y0. 

Задание 5   Найти производную функции z = f(x,y) в точке x = x0 , 

y = y0 по направлению вектора (1, 2). 

Задание 6   Написать уравнения касательной плоскости и нормали 

к поверхности z = f(x,y) в точке x = x0 , y = y0. 

Задание 7   Разложить функцию z = f(x,y) по формуле Тейлора 

          (при n = 2) в точке x = x0 , y = y0. 

 

Таблица 27 

  №               f(x,y)   x0   y0 a b c d 

   

   1               
 

 0.1 

 

 1.2 

 

-4 

 

  1 

 

  1 

 

  2 

   

   2 
       

 

-0.2 

 

 1.8 

 

-2 

 

  2 

 

  1 

  

  2  

 

   3 
       

 

  -1 

 

 1.8 

 

-2 

 

  3 

 

  1 

  

  3 

    

   4 
  

 

  -2 

 

 4.5 

 

-3 

 

  3 

 

  1 

 

  5 

 

   5           
 

  -2  

 

 4.5 

 

-3 

 

  2 

 

  0 

 

  5 

 

   6             
 

  -2 

 

   1 

 

-3 

 

   1 

 

 0.5 

 

2 

y

z
и

x

z

∂
∂

∂
∂

yx

z
,

y

z
,

x

z 2

2

2

2

2

∂∂
∂

∂

∂

∂

∂

)yxsin(
y

x

2

2

−⋅

)yxcos(
y

x

2
+⋅

)yxln(
y

x 2
2

+⋅

)yx3(
x2y

4y

2
++⋅

+

−

2

2

x2y

)xysin(

+

+

2

2

x2y

)xycos(

+
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   7    -0.2      1 -1    1  0.5  1.5 

   8          -0.6   1.2 -2    0    0  1.5 

    

   9        
 

-0.5 

 

1 

 

-0.7 

 

   0 

 

  0.5 

 

 1.3 

  10        
 

-0.6 

 

 1.6    

 

-0.7 

 

   0 

 

 1.4 

 

 1.9 

  11        
 

 0.6 

 

   0 

 

 0.5  

 

 0.7 

 

-0.1 

 

 0.1 

  12     0.1    3   -1    2    2   4 

  13     0    3 -0.2    1    2   4 

  14        1    1 -0.3  1.4  0.4   2 

15      1    1 -0.5  1.5  0.8   2 

  16      0.4  0.3 -0.6  0.9  0.1  0.8 

  17 
 

 0.4  0.3  0.3  0.5  0.1  0.6 

  18             1    2   0  1.2 -0.1  2.3 

  19         -1    1  -2 -0.5   -2   2 

  20       -1.5    1 -1.5   -0.5  0.8   2 

 

Контрольные  вопросы 
 

1. Записать формулы для вычисления площади плоской фигуры, за-

данной в декартовой системе координат, в полярной системе ко-

ординат, параметрически. 

2. Записать формулы для вычисления длины дуги плоской кривой, 

заданной в декартовой системе координат, в полярной системе 

координат, параметрически. 

3. Записать формулы для вычисления объёма и площади боковой 

)xcos()y2xsin( 2⋅+

)xycos(2

)yxsin(

+
−

)xycos(25.1

e yx

−

−

)yxcos(

)yx(arctg

22 +

+

)xysin(

1)yx(arctg 2

−
−

ysin)xy1.0arcsin( ⋅⋅

)xysin()y2.0xln( −⋅+

)xy2sin(yx +⋅+

)xy2cos(yx 2 +⋅+

)yxcos()xy(tg +⋅

)yxcos()yx2(tg 22 ⋅+

53 yxy −⋅

x)yxsin(3 2 ⋅+
25 y)yxsin( ⋅−
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поверхности тела, полученного вращением дуги кривой вокруг 

оси ОХ и вокруг оси ОУ, заданной в декартовой системе коорди-

нат, в полярной системе координат, параметрически. 

4. Что такое частная производная? 

5. Как формулируется теорема о смешанных производных? 

6. Сколько различных частных производных 4-го порядка имеет 

функция от трёх переменных? 

7. Что такое полный дифференциал? Его геометрический смысл? 

8. Напишите уравнение касательной плоскости и нормали к поверх-

ности. 

9. В чём заключается геометрический смысл градиента? 

10. Что такое производная по направлению? 

11. Что такое локальный экстремум? Глобальный экстремум? 

Сформулируйте необходимые и достаточные условия экстремума 

функции двух переменных. 

12. Как проходят линии уровня функции двух переменных в окре-

стности точки локального экстремума?    
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Практическая работа №21-23.  

Дифференциальные уравнения  
 

Дифференциальные уравнения 1-го порядка 

 

Понятие дифференциального уравнения 

 

Дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее 

функцию y(х), аргумент х и производные функции у', y",…,y
(n)

. 

В общем случае дифференциальное уравнение можно записать в виде   

F(x,y',y',…,y
(n)

)=0. 

Так как искомая функция  y=y(х), фигурирующая в уравнении, есть 

функция одного аргумента, то дифференциальное уравнение называют в этом  

случае обыкновенным дифференциальным уравнением.  

 

Дифференциальные уравнения, разрешенные относительно  производной 

 

Уравнение первого порядка, разрешенное относительно производной,  

имеет вид:       или                         

Задача Коши:  Среди всех решений дифференциального уравнения 

 найти такое решение , которое при заданном значении 

 аргумента принимает заданное значение :                                           

Равенство   неявно задающее общее решение, называется 

общим интегралом дифференциального уравнения. 

 

Дифференциальные уравнения первого порядка c разделяющимися пере-

менными 

 

Дифференциальное уравнение вида                                            

называется уравнением с разделяющимися переменными. 

Его решение имеет вид:                                        

Пример.  Решить дифференциальное уравнение .     

Решение:  Перенесем второе слагаемое в правую  часть  урав- 

нения  и проинтегрируем обе части уравнения , 

получим   x
2
/2=-y

2
/2+C  или x

2
/2+y

2
/2=C. 

  

Дифференциальное уравнение вида 

),( yxfy =′ ( )yxf
dx

dy
,=

),( yxfy =′ )(xyy =

0xx = 0y 00 )( yxy =
,0),,( =CyxФ

dxxfdyyf )()( 12 =

,)()( 12 Cdxxfdyyf += ∫∫
0=+ ydyxdx

ydyxdx −= ∫∫ −= ydyxdx
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также называется уравнением с разделяющимися переменными, так как оно 

может быть сведено к уравнению с разделяющимися переменными. 

 

Дифференциальные уравнения первого порядка,  приводящиеся к урав-

нениям с разделяющимися переменными 

 

Многие дифференциальные уравнения путем замены переменного могут 

быть приведены к уравнениям с разделяющимися переменными. К числу таких 

уравнений относятся уравнения вида  

                                                                                 

где a, b – const. 

Сделаем замену переменной  z=ax+by, тогда , но  , 

следовательно, , а это уравнение с разделяющимися перемен-

ными    .   

Интегрируя его, получим   

 

Однородные дифференциальные уравнения первого  порядка 

 

Функция  f(x,y) называется однородной функцией n-го измерения относи-

тельно х и у, если при любом λ справедливо равенство:   f(λx, λy)= λn
 f(x,y). 

Уравнение вида 

                                      ,                                                      

где  есть однородная функция нулевого измерения относительно х и у, 

называется однородным дифференциальным уравнением первого порядка . 

Однородные дифференциальные уравнения первого порядка сводятся к 

уравнениям с разделяющимися переменными подстановкой t=y/x или  y=t⋅x. 

 

Линейные дифференциальные уравнения первого  порядка 

 

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется 

уравнение, линейное относительно неизвестной функции и ее производной. 

Оно имеет вид: 

                                    ,                                     

где P(x), Q(x) - непрерывные функции в области интегрирования данного 

уравнения. 

dxxNxMdyyNxM )()()()( 1122 =

),( byaxfy +=′

ybaz ′+=′ )(zfy =′
)(zfbaz ⋅+=′

dx
zfba

dz
=

⋅+ )(

.
)(

C
zfba

dz
x +

⋅+
= ∫

),( yxfy =′
),( yxf

)()( xQyxPy =+′
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Если Q(x)≠0, то уравнение называется линейным неоднородным уравне-

нием. Для нахождения общего решения линейного неоднородного уравнения 

можно предложить следующие методы: 

 

Первый метод:  

Будем искать решение уравнения в виде: 

                                      y=u(x)⋅v(x),                                              

где одну из функций можно выбрать произвольно, тогда другая выбирается на 

основании исходного уравнения. Подставим данную замену в уравнение, полу-

чим     u'⋅v+v'⋅u+P(x)⋅u⋅v=Q(x) или  u'⋅v+[v'+P(x)⋅v]⋅u =Q(x)                               

Выберем функцию v так, чтобы v'+P(x)⋅v=0 - линейное относительно v и  

v' (v(x)=0). Тогда решение   . Не нарушая общности рассужде-

ний, положим С=1. Получим  
 
 и подставим найденное значение  

v(x)  в  уравнение,   получим  или . Следователь-

но, общее решение будет записано в виде: 

                           

Рассмотренный метод называется методом Бернулли. 

 

Второй метод: 

Общее решение неоднородного линейного уравнения можно найти и с 

помощью так называемого метода вариации произвольной постоянной (иначе 

метода Лагранжа). 

Идея данного метода заключается в следующем: 

Отыскивается общее решение соответствующего линейного однородного 

дифференциального уравнения: . Затем общее решение ли-

нейного неоднородного дифференциального уравнения отыскивается в виде:  

, то есть по существу производится замена переменных, 

здесь С(х) − новая функция от х, подлежащая определению с помощью исход-

ного уравнения . 

    Рассмотрим метод вариации произвольной постоянной на примере. 

 

Уравнение Бернулли 

 

Уравнение Бернулли имеет вид: 

                                     ,                                      

где  , так как при   и  это уравнение является линейным 

уравнением. P(x) и Q(x) - непрерывные функции. 

∫−⋅=ν dxxP
eC
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∫−=ν dxxP
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Решается уравнение Бернулли подстановкой  y=u(x)⋅v(x), т.е. с помощью 

метода Бернулли. 

 

Уравнение в полных дифференциалах 

 

 Уравнение вида P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 называется уравнением в полных 

дифференциaлах, если левая часть представляет собой полный дифференциал 

некоторой функции u(x,y), т. е.  . 

Необходимым и достаточным условием того, чтобы уравнение было 

уравнением в полных дифференциалах в некоторой области D, является усло-

вие: 

         ,                           

тогда du=0,  u(x,y)=C - общий интеграл.  

Общий интеграл такого уравнения имеет вид: 

                                                

Пример. Решить уравнение (x
3
+y)dx+(х-y)dy=0 

Решение: P(x,y)=x
3
+y,  Q(x,y)=x-y,  тогда  

                 . 

Тогда  , интегрируя, получим   

                     . 

Итак, общий интеграл найден:   . 

 

Дифференциальные уравнения высших порядков 

 

Понятие дифференциального уравнения n-го порядка 

 

Дифференциальным уравнением n-го порядка называется соотношение 

вида  

                       F(x,y',y',y'',…,y
(n)

)=0  ,                                             
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∂
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где производная n - го порядка входит явно. 

 

Уравнения вида   y
(n)

=f(х,y',y'',…,y
(n-1)

), т. е. уравнения явно не содержа-

щие  искомой функции. Рассмотрим решение таких уравнений на примере 

уравнения второго порядка 

                                y''=f(х,y')                                                         

Подстановка  y'=p(х)  позволяет понизить порядок уравнения на единицу 

p'=f(x,p). Его общее решение р(х)=ϕ(х,С), но р=у'. Следовательно, y'=ϕ(x,C),а 

это уравнение с разделяющимися переменными. 

 

Уравнения вида   y
(n)

=f(y,y',y'',…,y
(n-1)

), т. е. уравнения, явно не содержа-

щие независимого переменного х. Рассмотрим решение таких уравнений на 

примере уравнения второго порядка 

                                  y''=f(у,y')                                                       

Подстановка  y'=p(у)  позволяет понизить порядок уравнения на единицу. 

При этом р рассматривается как новая неизвестная функция от у, т. е. р=р(у). 

Тогда , а уравнение примет вид  

                        . 

Его общее решение р=ϕ(у,С), но р=у'. Следовательно, y'=ϕ(у,C),а это 

уравнение с разделяющимися переменными. 

 

Уравнение, не содержащее в явном виде y и y′ 
Рассмотрим уравнение 

′ ′ =y f x( )  

или 
d

dx

dy

dx
f x= ( )  

Откуда получаем 
dy

dx
f x dx C= +∫ ( ) .1  

и y f x dx dx C x C= + +∫∫ ( ( ) ) .1 2  

Пример. 

Найти общее решение уравнения, которое описывает свободное падение 

тела 

d y

dt
g

2

2
= − ,  

где g – ускорение свободного падения тела. 

p
dy

dp

dx

dy

dy

dp

dx

dp
y ⋅=⋅==''

),( pyf
dy

dp
p =⋅
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dy

dt
gt C= − + 1 ,  

y
gt

C t C= − + +
2

1 2
2

. 

Постоянные C1, C2 описывают влияние начальных условий. Если задать 

начальные условия в виде 

y(0)=h; y′(0)=v0, 

где h и v0 - положение и скорость тела в начальный момент, то решение 

имеет вид 

y h v t
gt

= + −0

2

2
.  

Уравнение, не содержащее в явном виде y 

Рассмотрим уравнение 
′ ′ = ′y f x y( , )  

Введем замену 
′ =y p x( ). 

′ ′ = ′ =y p x
dp

dx
( ) .  

Уравнение получает вид 
dp

dx
f x p= ( , ).  

Это уравнение первого порядка. Найдем, если это удастся, его решение 
p p x C= ( , ).1  

Тогда 
dy

dx
p x C= ( , ).1  

Проинтегрируем 

y p x C dx C= +∫ ( , ) .1 2  

 

Уравнение, не содержащее в явном виде x 

 

Рассмотрим уравнение 
′′ = ′y f y y( , )  

Введем замену 
′ =y p y( ). 

′ ′ = = =y
dp y

dx

dp

dy

dy

dx

dp

dy
p

( )
. 

Уравнение принимает вид 

p
dp

dy
f y p= ( , ).  

Это уравнение первого порядка. Найдем, если это удастся, его решение 
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p p y C= ( , ).1  

Тогда  
dy

dx
p y C= ( , ).1  

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделим их 
dy

p y C
dx

( , )
.

1

=  

Проинтегрируем 
dy

p y C
x C

( , )
.

1

2∫ = +  

 

Пример. Найти общее решение уравнения 

2 02yy y y′ ′ − ′ + = .  

Решение: 

Это уравнение, не содержащее  в явном виде x. Введем замену 

 
′ =y p y( ). 

′ ′ =y
dp

dy
p.  

Подставим в уравнение 

2 02yp
dp

dy
p y− + = . 

Это уравнение Бернулли. Его общее решение рассмотрено выше 

p
y C

y
= +

2

1 .  

Тогда придем к уравнению 

2
2

1

y

y C
dy dx

+
= .  

Проинтегрируем 

2
2

1

2

y

y C
dy x C

+
= +∫ .  

 

Линейные уравнения второго порядка с постоянными  коэффициентами 

 

Линейные однородные уравнения второго порядка с постоянными  коэф-

фициентами 

 

Пусть дано линейное однородное уравнение второго порядка 

                                    y''+py'+qy=0,                                                          

где  р и q – постоянные действительные числа.  
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Будем искать частное решение в виде y=e
kx

, k−const, тогда y'=ke
kx

; 

y''=k
2
e

kx
. Подставим полученные выражения в уравнение, получим  

e
kx

(k
2
+pk+q)=0. Так как e

kx≠0, то значит    

                          k
2
+pk+q=0.                                                          

Это уравнение называется характеристическим. Характеристическое 

уравнение есть квадратное уравнение, имеющее два корня. Обозначим их через  

k1 и  k2 . Возможны следующие случаи: 

1) k1 и  k2 - действительные и неравные, т. е. k1 ≠k2 . 

 Тогда общее решение уравнения имеет вид:  

                   . 

 

Линейные неоднородные уравнения второго порядка 

 

                                y''+a1y'+a2y=f(x)    

                                                  

Структура общего решения такого уравнения представляется как сумма 

какого-нибудь частного решения  у* этого уравнения и общего решения уо.о  со-

ответствующего однородного уравнения, т.е.  уо.н=уо.о+у*                                                       

 

Неоднородные линейные уравнения второго порядка с постоянными ко-

эффициентами 

 

                            y''+py'+qy=f(x),   

                                             

где p и q − действительные числа. 

Рассмотрим некоторые случаи нахождения частных решений. 

I. Пусть правая часть уравнения представляет собой произведение пока-

зательной функции на многочлен степени n, т. е.  

 

                              f(x)=Pn(x)⋅ eαx
,  

                                                 

тогда возможны следующие случаи: 

а) Число α не является корнем характеристического уравнения     

k
2
+pk+q=0. 

В этом случае частное решение можно искать в виде:  

                    y*=(Anx
n
+An-1x

n-1
+…+A0)e

αx
=Qn(x)e

αx
.
 
                    

б) Число α есть простой (однократный) корень характеристического 

уравнения     k
2
+pk+q=0. 

В рассматриваемом случае частное решение нужно  брать в виде      

y*=х(Anx
n
+An-1x

n-1
+…+A0)e

αx
 =хQn(x)e

αx
. 

в) Число α есть двукратный корень характеристического уравнения  

k
2
+pk+q=0. Тогда частное решение следует искать в виде  y*=х

2
Qn(x)e

αx
. 

xkxk
eCeCy 21

21 ⋅+⋅=
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II. Пусть правая часть  уравнения имеет вид  

 

                       f(x)=Pn(x)e
αx

cosβx+Qm(x)e
αx

sinβx, 

 

где Pn(x) и Qm(x) - многочлены.  

Форма частного решения в этом случае определяется так: 

а) Если число α+iβ не является корнем характеристического уравнения   

k
2
+pk+q=0, то частное решение уравнения следует искать в виде:    

                      у*(x)=Us(x)e
αx

cosβx+Vs(x)e
αx

sinβx, 

 

где Us(x) и Vs(x) - многочлены, степень которых s=max{n,m}, т. е. наивысшей 

степени многочленов Pn(x) и Qm(x). 

б) Если число α +iβ есть корень характеристического уравнения  

k
2
+pk+q=0, то частное решение уравнения следует искать в виде 

    

у*(x)=x[Us(x)e
αx

cosβx+Vs(x)e
αx

sinβx],  

 

где Us(x) и Vs(x) - многочлены, степень которых  s=max{n,m}, т.е. наивысшей 

степени многочленов Pn(x) и Qm(x).  

При этом отметим, что указанные формы частных решений сохраняются 

и в том случае, когда в правой части уравнения один из многочленов Pn(x) и 

Qm(x) тождественно равен нулю, т. е. когда правая часть имеет вид:    

Pn(x)e
αx

cosβх  или  Qm(x)e
αx

sinβx. 

Приведем сводную таблицу 28 видов частных решений различных видов 

правых частей. 

 

Таблица 28 

№ Правая часть:   f(x) Корни характеристического 

уравнения 

Вид частного реше-

ния  у* 

I  

 

e
αx

Pn(x), 

 

        n - любое 

Число α не является корнем 

характеристического урав-

нения. 

 

e
αx

P*n(x) 

 

Число α является корнем 

характеристического урав-

нения кратности r. 

 

х
r
e
αx

P*n(x) 

II  

e
αx

[Pn(x)cosβx+ 

+Qm(x)sinβx], 

 

     n, m - любые 

Число α±iβ не является кор-

нем  характеристического 

уравнения 

e
αx

[Us(x)cosβx+ 

+Vs(x)sinβx e
αx

], 

 s=max(n,m) 

Число  α±iβ является корнем   

характеристического урав-

хe
αx

[Us(x)cosβx+ 

+Vs(x)sinβx e
αx

], 
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нения   s=max(n,m) 

 

Замечание: Коэффициенты многочленов P*n(x), Us(x), Vs(x) оп-

ределяются с помощью метода неопределенных коэффициентов, ис-

пользуя исходное уравнение.   

 

Задание 1 

Проверьте, что указанная функция )x(yy =  является решением    

уравнения, задания взять из таблицы 29 

Таблица 29 

№ Функция )x(yy =  Уравнение 

1 

Cxx1

xx1C
y

2

2

−−

+−
=  

22 y1x1y +=−′  

2 )ln( xeСy −−=  
yxey +=′  

3 
2

x1
eCy

−⋅=  2x1

xy
y

−

−
=′  

4 
x2e1Cy +=  

x2x2 ye)e1(y =+′  

5 0Cxyy 23 =+−+  x2)1y3(y 2 =+′  

6 1Cxy 2 −=  
2y1yyx +=′⋅  

7 
Cx1

xC
y

−
+

=  
22 y1)x1(y +=+′  

8 
x1

Cx
1y

+
+=  y)xx(1y 2 ′+=−  

9 1)x1(Cy 2 −−=  )1y(x)1x(yy 22 +=−′  

10 
2

1

)x1(2

C
y

2
−

+
=  0x)1y2()x1(y 2 =+++′  

11 
1x

C
1Cy

2 +
−−=  

22 y1y)x1(xy +=′+  

12 )1)x1(Cln(y 2 −+=  )e1(x2y)x1(e y2y +=′+  
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13 xe)Cx(y +=  xeyy =−′  

14 1xCey x −−=  yxy +=′  

15 3/x3

eC1y −⋅+=  
22 xyxy =+′  

16 )2/x(tgC
ey

⋅=  ylnyxsiny ⋅=⋅′  

17   

18 C)y1(x 22 =+  0yxyy1 2 =′⋅++  

19 Cxlntgy =  yxy1 2 ′=+  

20 Cy1x1 22 =+++  0x1yyy1x 22 =+′++  

 

Задание 2 

Найдите общий интеграл дифференциального уравнения, задания 

взять из таблицы 30 

Таблица 30 

№ Уравнение 

1. dxxy2ydyx3ydy3xdx4 22 −=−  

2. 0x1yyy1x 22 =+′++  

3. ydyxydydxy4 22 =−+  

4. ydyxydydxy3 22 =−+  

5. dxxy3ydyx2ydy6xdx6 22 −=−  

6. 0dxyedy)5e( x2x2 =++  

7. 0dyx2ydxy3x 22 =+++  

8. 01
y1

x1
yy

2

2

=+
−

−
′  

9. dxxy2ydyx3ydy6xdx6 22 −=−  

10. 0dyx4ydxy5x 22 =+++  

)xy1(Cxy +=− y)x1(y1 22 ′+=+
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11. 0dxedy)e4(y xx =−+  

12. 0xxyyx4 22 =++′−  

13. dxxy2ydyxydy2xdx2 22 −=−  

14. 0dyx1ydxy4x 22 =+++  

15. 0dxyedy)8e( xx =−+  

16. 0x1yyy5 22 =−′++  

17. dxxy3dyyxydyxdx6 22 −=−  

18. 0yxylny =′+  

19. xx yey)e1( =′+  

20. 0xxyyx1 22 =++′−  

 

Задание 3 

Найдите общий интеграл  дифференциального уравнения, задания 

взять из таблицы 31 

Таблица 31 

№ Уравнение № Уравнение 

1 2
x

y
4

x

y
y

2

2

++=′  
11 

22

23

xy2

yx2y3
yx

+

+
=′  

2 
yx

yx
y

−
+

=′  12 yyxyx 22 ++=′  

3 3
x

y
6

x

y
y2

2

2

++=′  
13 

22

23

x2y2

yx4y3
yx

+

+
=′  

4 
yx2

y2x
y

−
+

=′  14 yyx2yx 22 ++=′  

5 4
x

y
8

x

y
y3

2

2

++=′  
15 

22

23

x3y2

yx6y3
yx

+

+
=′  
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6 

xy2x

yxyx
y

2

22

−

−+
=′  

16 yyx2yx 22 ++=′  

7 6
x

y
6

x

y
y

2

2

++=′  
17 

22

23

x4y2

yx8y3
yx

+

+
=′  

8 

xy2x2

yxy2x
y

2

22

−

−+
=′  

18 yyx3yx 22 ++=′  

9 8
x

y
8

x

y
y2

2

2

++=′  
19 

22

23

x5y2

yx10y3
yx

+

+
=′  

10 

xy2x3

yxy3x
y

2

22

−

−+
=′  

20 yyx23yx 22 ++=′  

 

Задание 4 

Найдите решение задачи Коши, задания взять из таблицы 32 

Таблица 32 

№ Уравнение 

1. 0)1(y,x
x

y
y 2 ==−′  

2. 0
2

y,xsinx2yctgxy =





 π=−′  

3. 0)0(y,x2sin
2

1
xcosyy ==+′  

4. 
2

1

4
y,xcosytgxy

2 =





 π=+′  

5. 
2

3
)1(y,x2x

2x

y
y

2 =−+=
+

−′  

6. 1)0(y),1x(ey
1x

1
y

x =+=
+

−′  

7. 1
2

y,xsinx
x

y
y =






 π=−′  
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8. 
π

=π=+′
1

)(y,xsin
x

y
y  

9. 1)1(y,x
x2

y
y

2 ==+′  

10. 
3

2
)0(y,

x1

x2
y

x1

x2
y

2

2

2
=

+
=

+
+′  

11. 4)2(y,5y
x

5x2
y

2
==

−
−′  

12. e)1(y,e
x

1x

x

y
y

x =
+

=+′  

13. 1)1(y,
x

xln
2

x

y
y =−=−′  

14. 4)1(y,
x

12

x

y
y

3
=

−
=−′  

15. 
6

5
)1(y,xy

x

2
y

3 −
==+′  

16. 1)1(y,x3
x

y
y ==+′  

17. 3)1(y,x1
x1

xy2
y

2

2
=+=

+
−′  

18. 1)1(y,1y
x

x21
y

2
==

−
+′  

19. 1)1(y,
x

2

x

y3
y

3
==+′  

20. 
13 e)1(y,x2xy2y −=−=+′  

 

Задание 5 

   Найдите общий интеграл дифференциального уравнения, задания 

взять из таблицы 33. 

Таблица 33 

№ Уравнение № Уравнение 

1 yxlnxy ′′=′′′  11 1yyx =′′+′′′  



 

 

73

2 yyx2 ′′=′′′  12 1xyyx +=′′+′′′  

3 0
xsin

1
yytgx =+′−′′⋅  13 

1yxyx 2 =′+′′  

4 0y2x2ctgy =′′+′′′  14 1yxyx 23 =′′+′′′  

5 y2ytgx ′′=′′′⋅  15 y2x2cthy ′′=′′′  

6 1yxyx 34 =′+′′  16 0y2yx =′′+′′′  

7 
32 xyx2y)x1( =′+′′+  17 1yxyx 45 =′′+′′′  

8 0
x

1
yyx =+′′−′′′  18 0xyyx =+′′+′′′  

9 yythx
)4( ′′′=⋅  19 xyyx =′′+′′′  

10 1ytgxy +′′=′′′  20 y5x5tgy ′′=′′′  

 

Задание 6 

Найдите общее решение дифференциального уравнения, задания 

взять из таблицы 34. 

Таблица 34 

№ Уравнение № Уравнение 

1 
xe2yy2y −=+′+′′  11 

xe)7x10(y4y3y +=−′+′′  

2 
xe)3x10(y4y3y −−−=−′−′′  12 

xe2yy2y =+′−′′  

3 
x2e4y4y4y −=+′+′′  13 

xe)1x6(y4y5y −−=+′+′′  

4 
x2e4y4y4y =+′−′′  14 

xe)1x6(y4y5y −−=+′−′′  

5 
x3e4y9y6y −=+′+′′  15 

x2e)1x2(y6y5y −+=+′+′′  

6 
x3

e4y9y6y =+′−′′  16 
x2e)x23(y6y5y −=+′−′′  

7 
x4e2y16y8y −=+′+′′  17 

xe)5x14(y6y5y −=−′+′′  

8 
x4

e2y16y8y =+′−′′  18 
xe)x149(y6y5y −−=−′−′′  

9 
x5e2y25y10y −=+′+′′  19 

xex4yy2y ⋅=+′+′′  
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10 
x5e2y25y10y =+′−′′  20 

x2e)1x(yy2y +=+′−′′  

 

 

Контрольные вопросы 

1. Задачи, приводящие к понятию дифференциального уравнения. 

Понятие дифференциального уравнения. Решение дифференци-

ального уравнения. Общее, частное решения, задача Коши. 

2. Дифференциальные уравнения первого порядка. Дифференци-

альные уравнения с разделяющимися переменными. 

3. Линейные дифференциальные уравнения. Решение линейных 

дифференциальных уравнений методом вариации постоянной 

или методом подстановки y=u·v. 

4. Дифференциальные уравнения высших порядков. Типы уравне-

ний, допускающих понижения порядка. 

5. Дифференциальные уравнения второго порядка. Решение ли-

нейных однородных дифференциальных уравнений второго по-

рядка с постоянными коэффициентами. 

6. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами. 

7. Применение дифференциальных уравнений в различных облас-

тях естествознания. 
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Практическая работа №24-25.  

Числовые ряды 

 

Числовые ряды  

 

Понятие числового ряда 

Выражение вида:                           

называется рядом. Ряд − это сумма бесконечного числа слагаемых. 

Сумма конечного числа слагаемого  называ-

ется частичной суммой ряда.       

Если существует и конечен предел последовательности частич-

ных сумм, то говорят, что ряд сходится, а предел называется суммой 

ряда, т. е.  . 

Пример: Исследовать на сходимость ряд:    1+q
2
+q

3
+…+q

n
+… 

Решение: а) пусть |q|≠1. Cоставим последовательность частич-

ных сумм {Sn}, т.к. члены ряда являются членами геометрической  

прогрессии, то . Следовательно, 

  

Итак, при |q|<1 ряд сходится и его сумма равна . 

       б) пусть q=1, то ряд примет вид: 1+1+…+1+… Нетрудно заме-

тить, что этот ряд расходится. 

       в) пусть q=-1, то ряд примет вид:1−1+1+…+(−1)
n-1

+ как мы уста-

новили (см. пример выше) расходится.  

 

Необходимый признак сходимости рядов 

 

Если ряд  а1+а2+…+аn+…. сходится, то . 

Следствие: (достаточный признак расходимости ряда). 

∑
∞

=

=++++
1

21
......

n
nn

aaaa

nn
aaaS +++= ...

21

n
n

SS
∞→

= lim

1 1

1 1 1

n n

n

q q
S

q q q

−
= = −

− − −

1
,   если  11

1lim lim  
1 1

,     если  1

n

n
n n

qq
qS

q q
q

→∞ →∞

 <   −= − =  − −  −∞ >
1

1 q−

0lim =
∞→

n
n

a
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Если  , то ряд расходится. 

 

Признаки сходимости рядов с положительными членами 

 

Первый признак сравнения 

Пусть даны два ряда:          a1+а2+…+аn+…                             (1.1) 

                                               b1+b2+…+bn+…                            (1.2) 

где an>0, bn>0. Если начиная с некоторого члена (скажем для n>N) 

выполняется неравенство  an≤ bn  , то  

1) если сходится ряд (2), то сходится и ряд (1); 

2) если расходится ряд (1), то расходится и ряд (2) 

 

Второй признак сравнения 

Пусть даны ряды (1.1) и (1.2) с положительными членами, т.е. 

аn>0 и bn>0 и пусть   тогда если 

1) k=∞, то из сходимости ряда (1.1) вытекает сходимость ряда 

(1.2), а из расходимости ряда (1.2) вытекает расходимость ряда (1.1); 

2) k≠0  и является конечным числом, то оба ряда сходятся или 

расходятся одновременно;  

3) k=0, то из сходимости ряда (1.2) вытекает сходимость ряда 

(1.1), а из расходимости ряда (1.1) вытекает расходимость ряда (1.2). 

Применяя данные признаки, следует сравнивать исходный ряд с 

разными стандартными рядами или рядами эталонами, заведомо схо-

дящимися или расходящимися. Часто в качестве ряда эталона ис-

пользуется гармонический ряд, ряд Дирихле и ряды, членами кото-

рых являются члены бесконечной геометрической прогрессии и т. д. 

Признак Даламбера: Пусть дан ряд  , где аn>0. Пусть, 

кроме того,  , если 

1) l<1, то ряд сходится, 

2) l>1, то ряд расходится. 

Замечание: Если l=1, то вопрос о сходимости или расходимо-

сти признак Даламбера не решает. 

0lim ≠
∞→

n
n

a

,lim k
b

a

n

n

n
=

∞→

∑
∞

=1n
nа

l
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim
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Пример. Пользуясь признаком Даламбера, исследовать на схо-

димость ряд   . 

Решение:  Так как  ,   , то 

,    значит, ряд расходится. 

 

Радикальный признак Коши: Пусть дан ряд  , где аn>0. 

Пусть, кроме того,  , если 

1) l<1, то ряд сходится, 

2) l>1, то ряд расходится. 

 

Замечание: Если l=1, то вопрос о сходимости или расходимо-

сти радикальный признак Коши не решает. 

Пример: Пользуясь радикальным признаком Коши, исследовать 

на сходимость ряд  . 

Решение: Так как , то 

   значит ряд схо-

дится. 

 

Интегральный признак Коши: Пусть дан ряд a1+a2+…+an+…, 

где an>0, и пусть f(x) непрерывная, монотонно убывающая на [1,∞) 

функция и такая, что f(1)=a1, f(2)=a2, …, f(n)=an, … тогда данный ряд 

∑
∞
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2

n

n

n

n
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=
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∞
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∑
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сходится, если сходится несобственный интеграл    и расхо-

дится, если расходится несобственный интеграл.  

 

Пример: Рассмотрим ряд , который называется рядом Ди-

рихле или обобщенным гармоническим рядом, при α=1 это гармони-

ческий ряд. Исследуем данный ряд на сходимость, используя инте-

гральный признак Коши. 

Составим функцию  и найдем несобственный инте-

грал:       

а) пусть α≠1 

 

b) пусть α=1 

 

интеграл, а, следовательно, и ряд расходятся. 

 

Итак,      

 

Знакочередующиеся ряды 

 

Ряд a1− а2+ а3− а4 +…+(−1)
n-1

аn+…  называется знакочередую-

щимся рядом. 

 

Признак Лейбница: 

1

( )f x dx
∞

∫

1

1

n nα

∞

=
∑

1
( )f x

xα
=

1 1

1 1 1

1
lim lim lim

1 1 1

,   если 1  интеграл расходится

1
,  если 1 интеграл сходится

1-

b
b

b b b

dx dx x b

x x

α α

α α α α α

α

α
α

− + −∞

→∞ →∞ →∞

 
= = = − = 

− + − − 

∞ <


= 
>

∫ ∫

( )
1

1 1

lim lim ln lim ln ln1
b

b

b b b

dx dx
x b

x x

∞

→∞ →∞ →∞
= = = − = ∞∫ ∫





≤α

>α
=∑

∞

=
α 1 если ,расходится

1 если сходится,1

1n n
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Если члены знакочередующегося ряда монотонно убывают по 

абсолютной величине  an>an+1    (n=1, 2, 3,…)  и стремятся к нулю при 

возрастании n ( ), то ряд сходится. Сумма такого ряда по-

ложительна и не превосходит первого члена, т.е. 0< S≤ a1. 

 

Пример: Исследовать на сходимость знакочередующийся ряд    

. 

Решение: Проверим условия признака Лейбница:    

1)   выполняется, 

 2)   выполняется, следовательно, ряд сходится. 

 

Замечание (об оценке частичных сумм): Так как 0< S <a1, то во 

всех случаях остаток знакочередующегося ряда имеет знак своего 

первого члена и меньше его по абсолютной величине. 

Опр: Пусть члены ряда  

a1+ а2+ а3+ а4 +…+аn+…                          (1.3)  

являются действительными числами любого знака, тогда  (1.3) назы-

вается знакопеременным рядом. 

 

Составим ряд из абсолютных величин ряда (1.3) 

                                 |a1|+ |а2|+ |а3|+ |а4 |+…+|аn|+…                    (1.4) 

Определение. Будем называть ряд (1.3) абсолютно сходящимся, 

если сходится и ряд (1.4). 

 

Теорема: Из сходимости ряда (1.4) вытекает сходимость ряда 

(1.3). 

Определение. Пусть ряд (1.4) расходится, а ряд (1.3) сходится, 

то говорят, что ряд (1.3) сходится условно. 

Пример:   Исследовать на сходимость знакопеременный ряд   

. 

0lim =
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Решение: Данный знакочередующийся ряд сходится (см. при-

мер выше) Рассмотрим ряд  − это гармонический ряд, он расхо-

дится. Следовательно, исходный ряд сходится условно. 

 

Задание 1 

Записать ряд в развернутой форме  если задан об-

щий член  а n  ряда. Выражение для общего члена взять в таблице 35. 

Таблица 35 

№ a n   № a n 

1.  

!n

2n
n⋅

 
2.  

)3n5(...1272

)2n3(...741

−⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅
 

3.  

)!2n(

n 2

+
 

4.  

3

n
n

n

21
)1(

+
⋅−  

5.  

22

1n

)1n(n

)1(

+

− +

 
6.  

n2 2
sin

n

1 π
⋅  

7.  

!n

n 2

 
8.  

!n

)1(21 1n+−⋅+−
 

9.  

)1n(n

)1( n

+

−
 

10.  

1n

3

n2
cos

2 +

π

 

 

Задание 2  

Найти сумму ряда, взяв задание из таблицы 36 

Таблица 36 

№ a n   № a n 

1. 

 

2. 

 

3. 

 

4. 

 

5. 

 

6. 

 

1

1

n n

∞

=
∑

,...а...аа n21 ++++

∑
∞

= ++
1n

)4n)(5n(

1 ∑
∞

= −−
5n

)4n)(2n(

2

∑
∞

=
+

−+

1n
1n

1nn

6

53 ∑
∞

=
−

+

1n
1n3

2n

3

)15(

)6n)(4n(

2

7n
−−∑

∞

=
∑
∞

= −−
8n

)7n)(4n(

3
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7. 

 

8. 

 

9. 

 

10.

 

 

Задание 3 

Исследовать сходимость ряда, применяя признак Даламбера, 

Коши (с радикалом) и интегральный признак Коши, взяв задание из 

таблицы 37 

Таблица 37 

  №                  na                   na                 na  

1 ∑
∞
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8 ∑
∞
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Контрольные вопросы 

1. Понятие числового ряда, суммы ряда. Необходимое условие 

сходимости.  

2. Свойства сходящихся рядов. 

3. Ряды с неотрицательными членами. Необходимое и достаточ-

ное условие сходимости. 

4. Ряды с неотрицательными членами. Признаки сравнений. 

5. Ряды с неотрицательными числами. Интегральный признак 

сходности. Ряд Дирихле.  

6. Ряды с неотрицательными членами. Признаки Даламбера, Ко-

ши. 

7. Знакопеременные ряды. Теорема Лейбница для знакочередую-

щихся рядов.  

8. Абсолютная и условная сходимость ряда. Свойства абсолютно 

сходящихся рядов. 
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Практическая работа № 26-27.  

Функциональные ряды 

 

Понятие функционального и степенного ряда.  

Область сходимости функционального ряда 

 

Понятие функционального ряда 

 

Определение. Если членами ряда являются функции, то ряд 

 u1(x)+u2(x)+…+un(x)+…    называется функциональным рядом.  

Совокупность значений х, при которых ряд сходится, называет-

ся областью сходимости данного ряда. 

 

Понятие степенного ряда. Сходимость степенного ряда 

 

Определение. Степенным рядом называется функциональный 

ряд вида: 

               , 

где а0, a1, а2,…,аn,…− постоянные числа называемые коэффициента-

ми, если х0=0, то  a0+a1х+ а2х
2

 +…+аnх
n
+… . 

 

Число R называется радиусом сходимости степенного ряда и 

вычисляется по формулам:    или   .  

Интервалом сходимости степенного ряда называется интервал  

(-R, R), такой, что во всех точках внутри его ряд сходится, а во всех 

точках вне его ряд расходится. 

 

На концах интервала (−R, R), т. е. при  х = - R  и   х = R вопрос о 

сходимости или расходимости решается для каждого конкретного  

ряда особо. 

У некоторых рядов интервал сходимости вырождается в точку 

(R=0), у других охватывает всю числовую ось (R=∞). 
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Пример: Найти интервал сходимости степенного ряда           

. 

Решение: Найдем , т.е. ряд 

сходится при |х|<3. Исследуем поведение ряда на концах интервала 

сходимости. 

 Пусть , тогда получим числовой знакочередующийся ряд 

, он сходится на основании признака Лейбница, так 

как 1)  и      2) .  

Пусть теперь х=3, тогда получим числовой знакоположитель-

ный ряд  , который является гармоническим рядом и 

расходится. Следовательно, исходный ряд сходится на полуинтерва-

ле [−3;3). 

 

 

Ряды Тейлора и Маклорена 

 

Определение. Степенной ряд вида   

называется рядом Тейлора для функции   f(x).  

Коэффициенты    - на-

зываются коэффициентами Тейлора.  

 

Определение. Если в ряде Тейлора х0=0, то получится ряд:  

 , 

который называется рядом Маклорена. 
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Разложение элементарных функций в степенные ряды 

 

I. Ряд Маклорена для функции  у =е
х
  

            для ∀х∈(−∞;∞). 

II. Ряд Маклорена для функции  у=sinx  

 для ∀х∈(−∞;∞). 

III. Ряд Маклорена для функции  у=соsx. 

    для ∀х∈(-∞;∞). 

IV.  Ряд Маклорена для функции   у=(1+x)
m
. 

 

для ∀х∈(−1;1). Это так называемый биномиальный ряд и при  

поведение этого ряда зависит от m.  

V. Ряд Маклорена для функции  у=ln(1+x). 

        для ∀х∈(−1;1). 

Эти разложения часто называют основными разложениями. 

 

Пример: Пользуясь основными разложениями и свойствами 

степенных рядов, разложить по степеням х функцию  и   

указать интервал сходимости. 

 

Решение: Представим функцию в виде:  
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и воспользуемся разложением  IV: 

 для  −1<z <1, так как в нашем случае  , то  

 

или  −3< х <3. Окончательно имеем    для 

−3< х <3. 

 

Некоторые применения степенных рядов 

 

Приближенное вычисление значений функций 

 

Значение функции у=f(x) в любой точке может быть вычислено 

по ряду Тейлора, тогда значение функции будет равно сумме ряда, а 

приближенное значение частичной сумме этого ряда. Возникающую 

при этом ошибку можно оценить либо с помощью остаточного члена 

в форме Лагранжа или Коши, либо непосредственно оценивая оста-

ток ряда.  

 

Пример:  Вычислить е с точностью до 0,01. 
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Решение: Так как    для всех  

х∈(−∞;∞), то  , где  r5=e
θ
/6! при 0<θ <1. 

Оценим погрешность вычислений  .  

Тогда . 

 

Интегрирование функций 

Пример: Вычислить интеграл     с точностью до 0,001. 

Решение: Так как     

и при х=0 положим, что , то  

 

Оценим погрешность вычислений, так как получили знакочере-

дующийся ряд, то  |r3|<1/600 < 0,0017. 

 

Интегрирование дифференциальных уравнений 

Пример.  Решить дифференциальное уравнение y''=xyy', если  

у(0)=1,  y'(0)=1.  

Решение:  Будем считать, что у=у(х) −  решение данной задачи 

Коши и функция у(х) разложена в ряд Маклорена:  
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Нам необходимо найти у(0), y'(0), y"(0),…, y
(n)

(0),… Это воз-

можно исходя из самого уравнения и начальных условий. Действи-

тельно, у(0)=1, y'(0)=1, y"(0)= xyy'|х=0=0,  у'''(0)=yy'+xy'
2
+xyy"|х=0=1,  

y
IV

(0)=2y'
2
+2yy"+3xy'y"+xyy'''|х=0=2,…Следовательно,             

 

Применяя признак Даламбера, нетрудно убедиться, что ряд схо-

дится при х∈(−∞;∞). Следовательно, этот ряд является решением 

данной задачи. 

Ряды Фурье 

 

Тригонометрический ряд 

Функциональный ряд вида: 

                    

где а0, ai, bi − постоянные числа, называется тригонометрическим ря-

дом. 

Если ряд сходится к функции f(x), то f(x) есть периодическая 

функция с периодом 2π, так как cosnx и sinnx − являются периодиче-

скими функциями с периодом 2π. 

                            .                   

Коэффициенты а0, аk, bk, определяемые по формулам: 

,       

называются коэффициентами Фурье. 

 

Разложение в ряд Фурье четных и нечетных функций 

 

Пусть  у=ϕ(х) четная функция на отрезке , т.е.           

ϕ(−х)=ϕ(х), тогда 
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Так как у=ϕ(х) четная функция, то ϕ(х)coskx тоже четная функ-

ция, а ϕ(х)sinkx нечетная функция, тогда имеем: 

 

Ряд Фурье для четной функции содержит только косинусы 

                     . 

Пример: Разложить в ряд Фурье функцию у=|х| на отрезке      

 с периодом 2π. 

Решение: Так как у=|х| − четная функция, то bk=0, 

 

 

 

Следовательно,     для х∈(−∞;∞). 

Пусть у=ϕ(х) нечетная функция на отрезке , т.е.       

ϕ(−х)=−ϕ(х), тогда 
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Так как у=ϕ(х) нечетная функция, то ϕ(х)coskx тоже нечетная 

функция, а ϕ(х)sinkx четная функция, тогда имеем:  

Ряд Фурье для нечетной функции содержит только синусы 

                        . 

 

Задание 1 

Найти область сходимости функционального ряда ∑
∞

=1n
n )x(f , взяв 

задание из таблицы 38 

Таблица 38 

№ fn(x) № fn(x) 
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Задание 2. 

Разложить функцию f(x) в ряд по степеням x – x0, взяв задание из 

таблицы 39 
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Таблица 39 

№ f(x) x0 № f(x) x0 

1 Sin(x+3) 0 2 

2xx

3
2 −+

−
 

0 

3 Ln(10x-3) 1 4 7x2 +  1 

5 

2x3x

1
2 +−

 
0 6 Ln(3x + 2) 1 

7 

3x4x

2
2 +−

 
0 8 x

2
Cos(x + 1) 0 

9 Cos(x-2) 0 10 

1x2x3

2x2
2 −−

+
 

0 

 

Задание 3 

Вычислить с заданной точностью до 0,001, взяв задание из таб-

лицы 40. 

Таблица 40 

 

 

№ 

 

f(x0) ∫
b

0

dx)x(f  

1 3 7  Cos x
3
 

2 Sin 0,21 
2x1

1

+
 

3 3 9  1
x

xSin
−  

4 Cos 0,22 
x

2

x2Sin
−  

5 е/1  ( )
x

x1Ln 2+
 

6 Ln 1,1 2x2e−  

7 Cos 0,4 
xCh

x

xSh
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8 3 10  xCos  

9 Ln 1,2 Cos (10x
2
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10 Sin 9° 2x7e−  

 

Контрольные вопросы 

1. Понятие функционального ряда. Область сходимости функцио-

нального ряда. 

2. Понятие степенного ряда как функционального. Теорема Абеля, 

следствия из нее. Радиус, интервал и область сходности степен-

ного ряда.  

3. Понятие степенного ряда. Свойства степенных рядов.  

4. Единственность разложения функции в степенной ряд. Ряды 

Тейлора и Маклорена. 

5. Ряды Тейлора и Маклорена. Условия сходимости ряда Тейлора 

(Маклорена) функции ( )xf  к ( )xf . 

6. Разложение в степенной ряд показательной функции, логариф-

мической функций, функций xx cos,sin , функции arctgx . 

7. Понятие и свойства тригонометрических рядов.  

8. Единственность разложения функции в тригонометрический 

ряд. Понятие ряда Фурье. Сходимость ряда Фурье. 

9. Ряды Фурье для четных и нечетных функций. Ряд Фурье для 2l-

периодических. 
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