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Цель работ: освоить необходимый математический аппарат, 

помогающий анализировать, моделировать и решать прикладные за-

дачи. 

 

Задания по работам 

 

1. Тема «Основы теории множеств.»  

Изобразить множества  

{ }41, <≤−∈= xRxxA  и { }62, ≤≤∈= xRxxB  на числовой прямой. Вы-

полнить операции: .,,\,, BAABABABA ×∩∪  Записать результат ка-

ждой операции с указанием характеристического свойства. 

2. Тема «Поле комплексных чисел». 

Выполнить действия: 
)21)(1(

)3)(2(

ii

ii

−−−
+−−

 

3. Тема «Кольцо многочленов». 

Разделить 8642 234 +−+− xxxx  на 1−x . 

4. Тема «Матрицы. Определители». 

Даны матрицы А= 






 −

410

321
, B= 









−−

−

211

233
, 

















−

=

11

02

35

С , D=
















−

4

3

2

, 

F= ( )613 −− . 

Для каких матриц определены операции сложения и умножения? 

5. Тема «Системы линейных уравнений». 

Решить СЛУ методом Крамера, матричным методом и методом 

Гаусса 








=+−

−=−

=+−

.16876

;754

;632

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

6. Тема «Векторная алгебра». 

Даны точки ( )2;1 57 −−− PPA  и ( )4;2 55 +− PPB . Найти: 

а) точку ( )11; yxC  – середину отрезка AB ; 

б) точку ( )22; yxD , которая делит отрезок AB  в отношении 
9

9

9

1

P

P

−
+

. 

7. Тема «Аналитическая геометрия». 

Даны точки ( )2;;1 3PA −− , ( )0;2;5PB  и ( ) ( )( )12;43;2 383

2

335 +⋅−+++⋅ PPPPPPC . 

Образуют ли эти точки треугольник? Если да, то чему равна его 
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площадь? Если нет, то запишите формулу для нахождения площади 

треугольника средствами векторной алгебры. 

8. Тема «Линейные пространства и операторы». 

Найдите собственные числа и собственные векторы матрицы 

.

113

151

311

















 

 

 

 

Примеры выполнения заданий с кратким описанием  

применяемых методов 

1. Тема «Основы теории множеств.» 

Изобразить множества  

{ }41, <≤−∈= xRxxA  и { }62, ≤≤∈= xRxxB  на числовой прямой. Вы-

полнить операции: .,,\,, BAABABABA ×∩∪  Записать результат ка-

ждой операции с указанием характеристического свойства. 

Решение.  

1) 
{ } ( ]
{ } [ ]6;262,

4;141,

=≤≤∈=

−=<≤−∈=

xRxxB

xRxxA
. 

Если изобразить множества A  и B  на числовой прямой, то объединение 

BA∪  есть часть оси, где имеется хотя бы одна штриховка, т.е.  

[ ] { }61,6;1 ≤≤−∈=−=∪ xRxxBA . 

2)  Пересечение множеств BA∩  есть часть оси, где есть двойная штрихов-

ка, т.е.  

 

   

[ ) { }42,4;2 <≤∈==∩ xRxxBA . 

     -1           2         4        6         x 

 

     -1            2        4        6         x 
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3) Разность BA \  есть часть множества A , отмеченная лишь  одной 

штриховкой, т.е. 

  

[ ) { }21,2;1\ <≤−∈=−= xRxxBA . 

Точка Bx ∈= 2  и поэтому BA \2∉ . 

4) Найдем A , считая универсальным множество всех действительных 

чисел, т.е. ARA \= . 

Дополнение множества A  есть часть оси, где 

нет штриховки, т.е. 

( ) [ ) { }41,;41; ≥−<∈=+∞∪−∞−= xилиxRxxA . 

Точка Ax ∉−= 1 , так как Ax ∈−= 1 , точка Ax ∈= 4 , так как Ax ∉= 4 . 

5) Множество [ )4;1−=A  изобразим на оси Ox , множество [ ]6;2=B  на оси 

Oy . Тогда декартово произведение изобразится заштрихованным прямоуголь-

ником, но без его левой стороны, т.е.  

( ){ }6241,,, ≤≤<≤−∈=× yиxRyxyxBA . 

 

2. Тема «Поле комплексных чисел». 

Выполнить действия: 
)21)(1(

)3)(2(

ii

ii

−−−
+−−

= [домножаем числитель и зна-

менатель дроби на числа, сопряженные обоим числам знаменателя] = 

= =
++

+−+−−++−
=

+−−−+−
+−++−−

)41)(11(

)221)(326(

)21)(21)(1)(1(

)21)(1)(3)(2( 22 iiiiii

iiii

iiii
 

-1 0    4  x

2 

     -1           2        4         6         x 

 

     -1                     4          x 

 

y 

6 
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= i
iiiiiiii

21
2

42

2

33

52

)3)(1(5

52

)3)(55( 2

−=
−

=
+−−

=
⋅

+−+−
=

⋅

+−+−
. 

3. Тема «Кольцо многочленов». 

Разделить 8642 234 +−+− xxxx  на 1−x . 

Решение. Воспользуемся схемой Горнера. Нарисуем таблицу и 

выполним расчеты. 

 1 -2 4 -6 8 

1 1 1)2(11 −=−+⋅  34)1(1 =+−⋅  3)6(31 −=−+⋅  58)3(1 =+−⋅  

Итак, 5;1,1,3,3 3210 ==−==−= rbbbb , где ib  - коэффициенты непол-

ного частного. Следовательно, )3(3)1(1)( 23 −++⋅−+⋅= xxxxq . 

Ответ: 8642 234 +−+− xxxx = 5)1)(33( 23 +−−+− xxxx . 

4. Тема «Матрицы. Определители». 

Даны матрицы А= 






 −

410

321
, B= 









−−

−

211

233
, 

















−

=

11

02

35

С , D=
















−

4

3

2

, 

F= ( )613 −− . 

Для каких матриц определены операции сложения и умножения? 

Решение. 

Матрица А имеет размер 2х3, матрица В имеет размер 2х3, мат-

рица С имеет размер 3х2, матрица D имеет размер 3х1, матрица F 

имеет размер 1х3. 

А+В может быть найдена, так как матрицы А и В имеют одинако-

вый размер: 

А+В = 






 −

410

321
+ 









−−

−

211

233
= 







 −

201

554
. 

Среди матриц, данных выше, нет других, имеющих одинаковый 

размер, поэтому операция сложения определена только для А и В. 

А·В и В·А нельзя найти (размерности матриц 2х3 и 2х3). 

А·С можно найти (размерности матриц 2х3 и 3х2), полученная 

матрица будет иметь размер 2х2: 

=
















−

⋅






 −
=⋅

11

02

35

410

321
CA  










−

−
=








⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅

⋅+⋅−+⋅−⋅+⋅−+⋅
=

42

62

140130)1(42150

130)2(31)1(32)2(51
. 
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С·А можно найти (размерности матриц 3х2 и 2х3), полученная 

матрица будет иметь размер 3х3: 

=






 −
⋅
















−

=⋅
410

321

11

02

35

AС  

.

131

642

2775

413111)2(10111

403210)2(20012

433513)2(50315

















−

−

−

=
















⋅+⋅−⋅+−⋅−⋅+⋅−

⋅+⋅⋅+−⋅⋅+⋅

⋅+⋅⋅+−⋅⋅+⋅

=  

А·D можно найти (размерности матриц 2х3 и 3х1), полученная 

матрица будет иметь размер 2х1: 

А·D ⋅






 −
=

410

321

















−

4

3

2

= ( ) ( )132016301262 =+−++ . 

D·А нельзя найти (размерности матриц 3х1 и 2х3). 

А·F нельзя найти (размерности матриц 2х3 и 1х3). 

F·А нельзя найти (размерности матриц 1х3 и 2х3). 

В·С можно найти (размерности матриц 2х3 и 3х2),  

полученная матрица будет иметь размер 2х2: 

=
















−

⋅








−−

−
=⋅

11

02

35

211

233
CВ =









−−+−

+−−−

203225

2092615









15

117
. 

С·B можно найти (размерности матриц 3х2 и 2х3), полученная 

матрица будет иметь размер 3х3: 

⋅
















−

=⋅

11

02

35

ВС =








−−

−

211

233
 

.

422

466

41818

221313

040606

610315315

















−−

−

−

=
















−−−+−

−+−+

−−−+

=  

B·D можно найти (размер матриц 2х3 и 3х1), полученная матрица 

будет иметь размер 2х1: 
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B·D ⋅








−−

−
=

211

233

















−

4

3

2

= ( ) ( )323832896 −=−+++ . 

D·B нельзя найти (размер матриц 3х1 и 2х3). 

B·F нельзя найти (размер матриц 2х3 и 1х3). 

F·B нельзя найти (размер матриц 1х3 и 2х3). 

C·D нельзя найти (размер матриц 3х2 и 3х1). 

D·C нельзя найти (размерности матриц 3х1 и 3х2). 

C·F нельзя найти (размер матриц 3х2 и 1х3). 

F·C можно найти (размер матриц 1х3 и 3х2), полученная матрица 

будет иметь размер 1х2: 

( ) =
















−

⋅−−=⋅

11

02

35

613CF  

( ) ( )319)1)6(0)1(33)1()6(2)1(53 =⋅−+⋅−+⋅−⋅−+⋅−+⋅= . 

















−

=

11

02

35

С , D=
















−

4

3

2

, F= ( )613 −− . 

D·F можно найти (размер матриц 3х1 и 1х3), полученная матри-

ца будет иметь размер 3х3: 

D·F=















−

4

3

2

( )613 −−⋅ = .

24412

1839

1226

















−−

−

−−
 

F·D можно найти (размер матриц 1х3 и 3х1), полученная матрица 

будет иметь размер 1х1: 

F·D ( )⋅−−= 613
















−

4

3

2

= ( ) ( ).152436 −=−+  

5. Тема «Системы линейных уравнений».  
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Решить СЛУ методом Крамера, матричным методом и методом 

Гаусса 








=+−

−=−

=+−

.16876

;754

;632

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

Метод Крамера 

Пусть 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

=∆  – определитель квадратной системы,  

а j∆  – определитель, полученный из определителя ∆  заменой j-го 

столбца столбцом свободных членов. Тогда, если 0≠∆ , то СЛУ име-

ет единственное решение, определяемое по формулам Крамера:  

∆

∆
= j

jx , nj ,...,2,1= . 

Решить СЛУ методом Крамера: 








=+−

−=−

=+−

.16876

;754

;632

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

( ) 15107923507260032

876

540

321

−=−=++−++=

−

−

−

=∆ ; 

( ) 15210112192147160192

8716

547

326

1 −=++−++=

−

−−

−

=∆ ; 

( ) 30206236800126180056

8166

570

361

2 −=+−=−+−−−+−=−−=∆ ; 

( ) 4519314849014484064

1676

740

621

3 −=−=++−++=

−

−

−

=∆ ; 

1
15

15
1 =
−
−
=x ;   2

15

30
2 =
−
−
=x ;   3

15

45
3 =
−
−
=x . 

Матричный метод 

В матричной форме СЛУ имеет вид: BXA =⋅ . Умножив обе час-

ти этого уравнения слева на 1−A , получаем решение этого уравнения в 

матричной форме: BAX ⋅= −1 . 
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Решить СЛУ матричным методом 








=+−

−=−

=+−

.16876

;754

;632

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

Введём матрицы: 
















−

−

−

=

876

540

321

A , 
















−=

16

7

6

B , 
















=

3

2

1

x

x

x

X . 

Найдём 1−A . 

1. ( ) 15107923507260032

876

540

321

−=−=++−++=

−

−

−

=∆A . 

2. ( ) 3
87

54
1

11

11 −=
−

−
⋅−= +

A ;       ( ) 5
76

21
1

32

23 −=
−

−
⋅−= +

A ; 

( ) 30
86

50
1

21

12 −=
−

⋅−= +
A ;        ( ) 2

54

32
1

13

31 −=
−

−
⋅−= +

A ; 

( ) 24
76

40
1

31

13 −=
−

⋅−= +
A ;         ( ) 5

50

31
1

23

32 =
−

⋅−= +
A ; 

( ) 5
87

32
1

12

21 −=
−

−
⋅−= +

A ;           ( ) 4
40

21
1

33

33 =
−

⋅−= +
A . 

( ) 10
86

31
1

22

22 −=⋅−= +
A ; 

3. 
















−

−−−

−−−

452

5105

24303

. 

4. 
















−−

−−

−−−

=
















−

−−−

−−−

4524

51030

253

452

5105

24303
T

. 

5. 
















−

−⋅=
















−−

−−

−−−

⋅
−
=−

4524

51030

253

15

1

4524

51030

253

15

11A . 

 

Вычислим Х: 
















=
















−⋅
















−

−⋅=

3

2

1

16

7

6

4524

51030

253

15

1
X . 

Метод Гаусса 

Сущность его состоит в том, что посредством элементарных 

преобразований система приводится к треугольному (система имеет 

единственное решение) или трапецеидальному (система имеет бес-
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конечное множество решений), из которого все решения системы 

усматриваются непосредственно. 

Элементарные преобразования для СЛУ 

1. Перестановка уравнений в системе. 

2. Умножение любого уравнения системы на число, не равное нулю. 

3. Прибавление к одному уравнению системы другого уравнения, 

умноженного на некоторое число. 

4. Вычёркивание из системы уравнения вида: 00...00 21 =⋅++⋅+⋅ nxxx . 

5. Перенумерация неизвестных. 

Решить СЛУ методом Гаусса  








=+−

−=−

=+−

.16876

;754

;632

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

Решение. 

стрстр 163

16876

7540

6321

⋅−

















−

−−

−

 ~ 

5:3

201050

7540

6321

стр

















−−

−−

−

 ~ 

стрстр 32

4210

7540

6321

↔

















−−

−−

−

 

~ 

стрстр 243

7540

4210

6321

⋅−

















−−

−−

−

 ~ 

3:3

9300

4210

6321

стр
















−−

−

 ~ 















−−

−

3100

4210

6321

  

Полученные преобразования характеризуют «прямой» ход ме-

тода Гаусса. «Обратный» ход метода Гаусса заключается в получе-

нии нулей выше главной диагонали. 

стрстр 331

3100

4210

6321

⋅−
















−−

−

~ 

стрстр 221

3100

2010

3021

⋅+















 −−

 ~ 















3100

2010

1001

 

стрстр 321 ⋅+  

Отсюда получаем решение системы: 








=

=

=

.3

;2

;1

3

2

1

x

x

x

 

6. Тема «Векторная алгебра». 

Даны точки ( )2;1 57 −−− PPA  и ( )4;2 55 +− PPB . Найти: 

а) точку ( )11; yxC  – середину отрезка AB ; 

б) точку ( )22; yxD , которая делит отрезок AB  в отношении 
9

9

9

1

P

P

−

+
. 
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Решение.  

Пусть 15 =P , 37 =P , 29 =Р . Значит ( )1;4 −−A , ( )5;1−B . 

а) 5,2
2

14

2
1 −=

−−
=

+
= BA xx

x ;  

    2
2

51

2
1 =

+−
=

+
= BA yy

y . Получили ( )2;5,2−C . 

б) Если 
8

3

9

1

9

9 =
−

+
=

P

P
λ , то 

( )

11

35

8

3
1

1
8

3
4

1
2 −=

+

−⋅+−
=

+
⋅+

=
λ
λ BA xx

x ,  

                                       
11

7

8

3
1

5
8

3
1

1
2 =

+

⋅+−
=

+
⋅+

=
λ
λ BA yy

y . Получили 






−
8

7
;

11

35
D  

7. Тема «Аналитическая геометрия». 

Даны точки ( )2;;1 3PA −− , ( )0;2;5PB  и ( ) ( )( )12;43;2 383

2

335 +⋅−+++⋅ PPPPPPC . 

Образуют ли эти точки треугольник? Если да, то чему равна его 

площадь? Если нет, то запишите формулу для нахождения площади 

треугольника средствами векторной алгебры. 

Пусть 23 =P , 14 =P , 15 =P , 37 =P , 58 =Р . 

Точки А, В, С образуют треугольник тогда и только тогда, когда 

векторы AB  и AC  неколлинеарны, то есть когда их векторное произ-

ведение не равно нулю.  

Векторное произведение векторов рассчитывается по формуле: 

ACACAC

ABABAB

zyx

zyx

kji

ACAB

rrr

=× . 

               i
r

       j
r

       k
r

 
Тогда ( )20;22;11 −++=AB , ( )21;214;14 −−++=AC . 

kji

kji

ACAB
rrr

rrr

12420

3165

242 −−=

−

−=× , следовательно точки А, В, С обра-

зуют треугольник. Площадь этого треугольника можно рассчитать по 

формуле: ACABS ABC ×⋅=∆
2

1
, где 

35412)4(20 222222 =+−+=++=× zyxACAB .  

Таким образом, 352354
2

1
=⋅=∆ABCS . 
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8. Тема «Линейные пространства и операторы». 

Найдем собственные числа и собственные векторы матрицы 

.

113

151

311

















  

Решение. 

Составим характеристическое уравнение: ,0

113

151

311

=

−

−

−

λ
λ

λ

                 

(1- λ)(5 - λ)(1 - λ) + 6 - 9(5 - λ) - (1 - λ) - (1 - λ) = 0, λ³ - 7λ² + 36 = 0, λ1 

= -2, λ2 = 3, λ3 = 6. 

Найдем координаты собственных векторов, соответствующих ка-

ждому найденному значению λ.  

Если х(1)={x1,x2,x3} – собственный вектор, соответствующий λ1=-2, 

то 
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  - совместная, но неопределенная систе-

ма. Ее решение можно записать в виде х(1)={a,0,-a}, где а – любое 

число. В частности, если потребовать, чтобы |x(1)|=1, 

х(1)= }.
2

2
,0,

2

2
{ −  

Подставив в систему λ2=3, получим систему для определения ко-

ординат второго собственного вектора  -  x(2)={y1,y2,y3}: 
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, откуда х(2)={b,-b,b} или, при условии 

|x(2)|=1, x(2)= }.
3

1
,

3

1
,

3

1
{ −  

Для  λ3 = 6  найдем собственный вектор x(3)={z1, z2, z3}: 
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,  x(3)={c,2c,c} или в нормированном 

варианте  

х(3) = }.
6

1
,

6

2
,

6

1
{ Можно заметить, что х(1)х(2) = ab – ab = 0, x(1)x(3) = 

ac – ac = 0, x(2)x(3) = bc - 2bc + bc = 0. Таким образом, собственные 

векторы этой матрицы попарно ортогональны. 
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Контрольные вопросы 

 

1. Дать определения операций сложения, умножения матриц, умно-

жения матрицы на число. 

2. Каким условиям должны удовлетворять размеры матриц при сло-

жении, умножении? 

3. В чём заключаются свойства алгебраических операций: коммута-

тивность, ассоциативность, дистрибутивность? Какие из них выпол-

няются для матриц при сложении, умножении, а какие нет?   

4. Дать общее определение определителя квадратной матрицы. 

5. В чём заключается правило треугольников? 

6. Перечислить свойства определителей. 

7. Что такое единичная матрица, каковы её свойства? 

8. Что такое алгебраическое дополнение элемента матрицы? 

9. Что такое обратная матрица? Для каких матриц она определена? 

10. Сформулировать теорему о существовании и единственности об-

ратной матрицы. 

11.  Какие системы называются эквивалентными? 

12. Какие системы называются совместными, несовместными, опре-

делёнными, неопределёнными, однородными, неоднородными? 

13.  Как записать и решить систему в матричной форме? 

14. Что такое  ранг  матрицы?  Сформулировать теорему  Кронекера-

Капелли. 

15. Написать формулы Крамера. 

16. Что такое элементарные преобразования матрицы? 

17. В чем заключается метод  Гаусса для решения  систем  линейных 

уравнений? 

18. Какими свойствами обладают  решения однородной  системы ли-

нейных уравнений? 

19. Может ли однородная система линейных уравнений быть  несо-

вместной? При каком условии она имеет более одного решения? 



 15

20. Векторные и скалярные величины. Определения направленного      

отрезка, вектора. Линейные операции над векторами в геометриче-

ской форме (сумма, разность, произведение вектора на число) и их 

свойства. 

21. Определения коллинеарных, ортогональных и компланарных    

векторов. Необходимые и достаточные условия коллинеарности,  ор-

тогональности и компланарности  векторов  (в  векторной  и  коорди-

натной формах. 

22. Декартовы координаты на прямой, на плоскости и в пространстве 

(декартова система координат,  разложение вектора по базису систе-

мы координат, координаты точек). Доказать соотношения между ко-

ординатами вектора и координатами точек «начала» и «конца» век-

тора. 

23. Прямоугольные проекции вектора на ось и их свойства. 

24. Выражение модуля (длины) и направляющих косинусов вектора 

через декартовы координаты вектора. 

25. Скалярное произведение векторов и его свойства. Необходимое и 

достаточное условие ортогональности векторов. 

26. Выражение скалярного произведения векторов через декартовы 

координаты этих векторов. Нахождение модуля вектора и угла меж-

ду векторами. 

27. Ориентация тройки векторов в пространстве. Векторное произве-

дение векторов и его свойства. Выражение векторного произведения 

векторов через декартовы координаты этих векторов. Вычисление 

площади параллелограмма и треугольника. 

28. Смешанное произведение векторов и его свойства. Выражение       

смешанного произведения векторов через декартовы координаты 

этих векторов. Вычисление объёма параллелепипеда и треугольной 

пирамиды. 

29. Понятие об уравнении линии на плоскости. 

30. Нормальный вектор прямой. Общее уравнение прямой на       

плоскости. Угол между прямыми на плоскости, условия параллель-

ности и перпендикулярности прямых на плоскости. 
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31. Уравнение прямой «с угловым коэффициентом» (уравнение       

прямой, разрешённое относительно координат). Угол между       пря-

мыми, условия параллельности и перпендикулярности       прямых 

(заданных уравнениями «с угловым коэффициентом»).  

32. Направляющий вектор прямой. Каноническое и параметрические 

уравнения прямой на плоскости. Угол между прямыми,       условия 

параллельности и перпендикулярности прямых (заданных  канониче-

скими уравнениями).                

33. Расстояние от точки до: прямой на плоскости; прямой в про-

странстве; плоскости в пространстве. 

34. Понятие уравнения поверхности в пространстве.      

35. Нормальный вектор плоскости. Общее уравнение плоскости в       

пространстве. Угол между плоскостями, условия параллельности и 

перпендикулярности плоскостей. 

36. Уравнение плоскости,  проходящей через три точки, не  принад-

лежащие одной прямой. 

37. Уравнение прямой в пространстве: общее, каноническое, пара-

метрические. Угол между прямыми в пространстве, условия парал-

лельности и перпендикулярности прямых в пространстве (заданных 

каноническими уравнениям). 

38. Уравнение прямой, проходящей через две заданные, различные 

точки (на плоскости; в пространстве). 

39. Угол между прямой и плоскостью в пространстве. Условия       

параллельности и перпендикулярности прямой и плоскости. 
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