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1. Цель работы

Изучение методов бифуркационного анализа дискретных моделей со

сложной динамикой.

После получения уравнений для неподвижных точек и соответствующе-

го характеристического уравнения необходимо решить весьма трудоемкую

задачу, связанную с построением области устойчивости в пространстве пара-

метров динамической системы. Бифуркационным ситуациям соответствует

нарушение устойчивости неподвижных точек. Последнее происходит, когда

абсолютное значение одного из корней характеристического уравнения ста-

новится равным единице.

2. Введение

Объект той или иной физической природы, в котором реализуется коле-

бательный процесс, называется колебательной системой. О величинах, изме-

нение которых во времени (динамика) составляет содержание колебательного

процесса, говорят как о динамических переменных.

Наряду с динамическими переменными при рассмотрении колебатель-

ных систем приходится иметь дело также с параметрами. Это величины,

которые считаются постоянными во времени, от значений которых зависит

характер реализующегося в системе движения. В зависимости от параметров

можно наблюдать разные по характеру динамические режимы: стационарные

состояния, периодические режимы, квазипериодические и хаотические коле-

бания. Смена установившихся движений, которая происходит в результате

изменения какого-нибудь параметра рассматриваемой системы при его пере-

ходе через некоторое значение, называется бифуркацией. Если при этом смена

установившихся движений происходит скачкообразно, то говорят о «жестком

возникновении нового режима». В противном случае возникновение нового

режима называется «мягким».

Обычно полагают, что изменение параметров происходит квазистатиче-

ски — настолько медленно, что при исследовании уравнений движения па-

раметры всякий раз считают постоянными величинами. Процесс изменения

параметров можно рассматривать как движение по определенной траектории

в пространстве, где по осям координат отложены параметры системы.

Не следует путать пространство параметров с фазовым пространством.

Движение изображающей точки по траектории в фазовом пространстве —

это результат собственной динамики системы. Траектория же в простран-



стве параметров задается исследователем, желающим изучить, как изменя-

ется динамическое поведение системы при изменении параметров. Мы изучим

основные типы локальных бифуркаций.

3. Бифуркации неподвижных точек

Слово бифуркация обозначает раздвоение, ветвление (от фр.

la bifurcation — раздвоение).

Суть бифуркации лучше всего иллюстрирует задача об изгибе балки [29].

Представим себе балку прямоугольного сечения, на которую положен груз.

Кладем сверху гирьки, увеличиваем нагрузку P , балка сжимается, но остает-

ся прямолинейной. Но, начиная с некоторого критического значения нагрузки

P∗, она уже не может оставаться в этом положении и прогибается вправо или

влево. Ей приходится «выбирать», куда прогнуться под действием случай-

ных воздействий. При P < P∗ у балки есть единственная равновесная форма.

При P > P∗ их три: прямолинейная форма, которая стала неустойчивой, и

две устойчивые (одна соответствует прогибу вправо, а другая — влево). Если

построить зависимость максимального прогиба балки от величины нагрузки

P , то получается картинка, которую называют бифуркационной диаграммой.

При P = P∗ изменяется число состояний равновесия и их устойчивость.

Изменение числа и устойчивости установившихся движений (циклов,

неподвижных точек, состояний равновесия) при изменении параметров назы-

вается ветвлением, или бифуркацией движений. Значения параметров, при

которых происходит смена установившихся движений, называются точками
ветвления, или точками бифуркаций.

Понятие бифуркации связано с понятием структурной устойчивости,

или грубости. Это понятие было введено в качественную теорию дифферен-

циальных уравнений Андроновым и Понтрягиным. Оно, фактически, было

призвано способствовать выяснению физической важности тех или иных ре-

шений динамической системы. Решение, которое можно сопоставить с физи-

чески наблюдаемым динамическим процессом, не должно качественно менять

своих свойств при малых изменениях параметров. Известно, что непрерыв-

ная функция обладает таким свойством: если она положительна при каком-то

значении аргумента, то и при малых изменениях аргумента она остается по-

ложительной. Поэтому свойство положительности (или отрицательности) —

грубое, а вот свойство функции быть равной нулю — негрубое. Аналогично

устойчивость или неустойчивость — грубые свойства движений, а нейтраль-

ная устойчивость или состояние бифуркации является негрубой. Например,

если ламинарный поток устойчив при некотором числе Рейнольдса, то он
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устойчив и при достаточно малом изменении этого числа.

Следующее понятие — это гиперболичность. Рассмотрим дискретное

отображение, зависящее от параметра α:

xk+1 = Φ(α,xk) ,x ∈ R
n, (k = 0, 1, 2, . . . ). (1)

Пусть x0 — неподвижная точка отображения (1), то есть x0 = Φ(α,x0).
Обозначим через J матрицу Якоби, вычисленную в неподвижной точке x0.

Соответствующее этой неподвижной точке характеристическое уравнение в

общем виде может быть записано

χ(ρ, α) = det(J(α)− ρE) = 0. (2)

Корни этого уравнения ρi, i = 1, 2, ..., n называются мультипликаторами
неподвижной точки. Пусть r−, r0, r+ — число мультипликаторов неподвиж-

ной точки, лежащих внутри, на и вне единичной окружности в комплексной

плоскости {ρ ∈ C : |ρ| = 1} соответственно.

Определение 1. Неподвижная точка называется гиперболической, ес-
ли r0 = 0, то есть нет мультипликаторов, лежащих на единичной окруж-

ности. Гиперболическая точка называется седловой, если r−r+ ̸= 0.
Понятие гиперболичности естественным образом обобщается на цикл

любого конечного периода m. Поскольку гиперболические неподвижные точ-

ки или циклы являются грубыми, то кандидатами на точки бифуркации ста-

новятся те значения параметров, при которых неподвижная точка или цикл

оказываются негиперболическими. Это дает эффективный инструмент для

поиска точек бифуркаций.

Итак, бифуркационным значением параметра, или точкой ветвления,
называется значение параметра, при котором динамическая система явля-
ется структурно неустойчивой. Структурная устойчивость бывает локаль-

ной и глобальной. Поэтому выделяют локальные и глобальные бифуркации.

Мы будем говорить только о локальных бифуркациях.

Пусть при некоторой совокупности значений параметров неподвижная

точка x0 (или цикл) является гиперболической. В общем случае существуют

три возможности нарушения условия гиперболичности при непрерывном из-

менении параметров. Это случаи, когда один из мультипликаторов, напри-

мер ρ1, обращается в +1, то есть ρ1 = +1, или ρ1 = −1, или комплексно-

сопряженная пара мультипликаторов выходит на границу единичного круга:

ρ1,2 = e±iθ0, 0 < θ0 < π (рис. 1).

Соответствующие бифуркационные совокупности параметров α удовле-

творяют уравнению (2) при подстановке в него бифуркационных значений ρ,
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(a) (б)

(в) (г)

Рис. 1. (a) Возможные условия нарушения гиперболичности неподвижной точки. (б)
Один из мультипликаторов, например ρ1, обращается в +1. (в) Один из
мультипликаторов обращается в −1. (г) Kомплексно-сопряженная пара

мультипликаторов ρ1,2 = µ± iω достигает границы единичного круга ρ1,2 = e
±iθ0 ,

0 < θ0 < π

а именно:

χ(1, α) = 0; χ(−1, α) = 0; χ(e±iθα) = 0 (0 < θ < π). (3)

Границы области устойчивости рассматриваемой неподвижной точки (цик-

ла) удовлетворяют уравнениям (3). Будем обозначать эти граничные поверх-

ности пространства параметров через N+, N−, Nϕ соответственно.

Определение 2. Бифуркация, связанная с обращением мультиплика-
тора ρ1 в +1, называется бифуркацией «седло-узел».

При переходе через границу N+ происходит слияние устойчивого цикла с

неустойчивым с последующим их исчезновением. В этом случае по одну сто-

рону бифуркационной поверхности N+ расположена область существования

двух периодических движений — устойчивого и неустойчивого, по другую

сторону — область значений параметров, при которых рассматриваемых пе-

риодических движений не существует.

В особом случае той же бифуркационной ситуации ρ1 = +1, когда устой-

чивое периодическое движение симметрично, оно переходит в неустойчивое с

одновременным слиянием с парой неустойчивых либо рождением пары устой-
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чивых симметричных движений того же периода.

Определение 3. Бифуркация, связанная с обращением мультиплика-
тора ρ1 в −1, называется бифуркацией удвоения периода.

При пересечении границы N− происходит удвоение периода колеба-

ний. При этом исходное движение продолжает существовать, но становит-

ся неустойчивым. В момент бифуркации исходное движение либо сливается

с неустойчивым удвоенного периода (субкритическая бифуркация удвоения

периода), либо порождает устойчивое движение с удвоенным периодом (су-

перкритическая бифуркация удвоения периода).

Определение 4. Бифуркация, связанная с появлением комплексно-
сопряженной пары мультипликаторов, лежащих на единичной окружно-

сти, то есть ρ1,2 = e±iθ (0 < θ < π) называется бифуркацией Неймарка —
Саккера.

Бифуркация может быть супер- и субкритической. В зависимости от

этого либо из устойчивой неподвижной точки рождается замкнутая инва-

риантная кривая, а сама неподвижная точка становится неустойчивой, либо

устойчивая неподвижная точка сливается с неустойчивой замкнутой кривой.

В результате этого неподвижная точка теряет устойчивость. В этом случае

фазовые траектории динамической системы располагаются на замкнутой ин-

вариантной кривой, а само движение периодично или квазипериодично.

3.1. Пример бифуркационного анализа. Отображение Хенона. Би-

фуркации седло-узел и удвоения периода

В качестве первого примера рассмотрим отображение Хенона:

xk = 1− αx2k−1 + yk−1; yk = β xk−1, |β| < 1, −1 < α < 3, (4)

где α — коэффициент нелинейности; β — коэффициент диссипации.

Отображение (4) было введено французским астрофизиком М. Хеноном

(в другой транскрипции — М. Энон) в качестве отображения Пуанкаре для

трехмерной дифференциальной системы. С тех пор оно интенсивно изучалось

многими авторами, как численно, так и с более теоретической точки зрения,

с различными целями.

Неподвижные точки могут быть найдены из системы уравнений
{

x = 1− αx2 + y;

y = β x.

Исключая из этих уравнений y, получим

αx2 + (1− β) x− 1 = 0. (5)
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Таким образом, отображение (4) имеет не более двух неподвижных точек:

x1,2 =
β − 1±

√

(1− β)2 + 4α

2α
; y1,2 = βx1,2.

Найдем матрицу Якоби

J(x, y, α, β) =

[

−2αx 1
β 0

]

.

Для седло-узловой бифуркации имеем

χ(1, α, β) = det(J(x, y, α, β)− E) = 0, (6)

где x, y — координаты неподвижной точки.

Это условие эквивалентно

1 + 2αx− β = 0.

Уравнение кривой седло-узловой бифуркации N+ можно найти из уравне-

ния неподвижной точки (5) и бифуркационного условия (6).
{

αx2 + (1− β) x− 1 = 0;

1 + 2αx− β = 0.
(7)

Исключая из системы (7) переменную x, получим уравнение кривой N+ в

форме явной зависимости между параметрами α и β:

N+ =

{

(α, β) : α = −(β − 1)2

4

}

.

Вдоль этой кривой отображение имеет неподвижную точку с мультипли-

катором ρ1 = +1.
Условие бифуркации удвоения периода записывается в виде

χ(−1, α, β) = det(J(x, y, α, β) + E) = 0. (8)

Комбинируя условие (8) с уравнением неподвижной точки (5), имеем
{

αx2 + (1− β) x− 1 = 0;

1− 2αx− β = 0.

Исключая из этой системы переменную x, получим уравнение искомой би-

фуркационной кривой N−:

N− =

{

(α, β) : α =
3(β − 1)2

4

}

.
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При переходе через линию N− в область значений α >
3(β − 1)2

4
неподвиж-

ная точка (цикл периода 1) теряет устойчивость и мягко возникает устойчи-

вый цикл удвоенного периода.

Таким образом, область устойчивости неподвижной точки ограничена

кривой седло-узловой бифуркации N+ и кривой бифуркации удвоения пери-

ода N− (рис. 2).

Рис. 2. Границы седло-узловой бифуркации N+ и бифуркации удвоения периода N−

4. Бифуркация Неймарка-Саккера

Рассмотрим двумерное отображение

x 7→ f(α,x), x = (x, y) ∈ R
2, α ∈ R, f : R2 → R

2,

которое для малых |α| имеет неподвижную точку

x0 = (0, 0)

с мультипликаторами

ρ1,2 = |ρ(α)|e±iθ(α), |ρ(0)| = 1, θ(0) = θ0, 0 < θ0 < π,

т.е. при бифуркационном значении параметра

α = α0 = 0

комплексно-сопряженные мультипликаторы ρ1,2 расположены на границе

единичной окружности.

Замечание (тригонометрическая и показательная формы комплекс-
ных чисел): Пусть ρ = µ + iγ — комплексный мультипликатор, где µ, γ
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– действительная и мнимая части, соответственно; i – мнимая единица
(i2 = −1).

ρ = µ+ iγ =
√

µ2 + γ2

(

µ
√

µ2 + γ2
+ i

γ
√

µ2 + γ2

)

=

= |ρ| (cos θ + i sin θ) ,

|ρ| =
√

µ2 + γ2, cos θ =
µ

|ρ| , sin θ =
γ

|ρ| .

Здесь θ – аргумент комплексного числа.
Принимая во внимание, что тригонометрические и показательные

функции связаны формулой Эйлера

cos θ + i sin θ = e
iθ,

можно записать комплексное число ρ в показательной форме

ρ = |ρ|eiθ.
Отметим, что модуль |ρ| комплексных чисел вида e

iθ равен 1.
Определение [1]. Бифуркация неподвижной точки, при которой

комплексно-сопряженная пара мультипликаторов попадает на границу

единичной окружности, т.е. ρ1,2 = e
±iθ0 (рис. 1(г)) называется бифуркаци-

ей Неймарка-Саккера (Neimark-Sacker bifurcation). Бифуркация реализуется
только, если n > 2.

Анализ бифуркации Неймарка-Саккера основывается на сле-

дующей теореме.

Теорема [1]. Пусть двумерное отображение

x 7→ f(α,x), x = (x, y) ∈ R
2, α ∈ R, f : R2 → R

2

имеет для малых значений параметра |α| неподвижную точку

x0 = (0, 0)

с мультипликаторами

ρ1,2 = |ρ(α)|e±iθ(α), |ρ(0)| = 1, θ(0) = θ0, 0 < θ0 < π.

Пусть выполнены следующие условия

r′(0) ̸= 0, r(0) = |ρ(0)|, (r(α) = |ρ(α)|),
e
i kθ0 ̸= 1, k = 1, 2, 3, 4.

Тогда существует окрестность неподвижной точки x0 = (0, 0), в которой

рождается единственная замкнутая инвариантная кривая при прохожде-
нии параметром α бифуркационного значения α0 = 0 (рис. 3).
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5. Пример бифуркационного анализа

Ряд задач из биологии и экологии может быть сведен к анализу логи-

стического отображения с задержкой

xk+1 = αxk(1− yk); yk+1 = xk, xk > 0, yk > 0.

Отображение имеет неподвижную точку (0, 0) для всех значений пара-

метра α. При α > 1 возникает нетривиальная неподвижная точка с коорди-

натами

x = y = 1− α−1.

Матрица Якоби, вычисленная в нетривиальной неподвижной точке, имеет

вид

J(α) =

[

1 1− α
1 0

]

.

Собственные значения матрицы Якоби определяются выражением

ρ1,2(α) =
1

2
±
√

5

4
− α.

Если α > 5/4, то мультипликаторы комплексные. Т.к. |ρ1,2|2 = ρ1ρ2 =
α− 1, то

r(α) = |ρ1,2| =
√
ρ1ρ2 =

√
α− 1.

Следовательно, в точке α = α0 = 2 нетривиальная неподвижная точка те-

ряет устойчивость, когда комплексно-сопряженная пара мультипликаторов

выходит на границу единичного круга.

Мультипликаторы в бифуркационной точке α = α0 = 2 равны

ρ1,2 = µ± iγ =
1

2
± i

√
3

2
= e

±iθ0,

Здесь

cos θ0 =
1

2
, sin θ0 =

√
3

2
⇒ θ0 = π/3.

Проверим условие невырожденности, учитывая, что θ0 = π/3
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r(α) =
√
α− 1, r′(α) =

1

2
√
α− 1

, r′(α0) = r′(2) =
1

2
̸= 0,

e
iπ
3 = cos

(π

3

)

+ i sin
(π

3

)

̸= 1, e
i 2π

3 = cos

(

2π

3

)

+ i sin

(

2π

3

)

̸= 1,

e
iπ = cos π + i sin π ̸= 1,

e
i 4π

3 = cos

(

4π

3

)

+ i sin

(

4π

3

)

̸= 1.

Рис. 3. Суперкритическая бифуркация Неймарка-Сакера

Следовательно, в системе из неподвижной точки рождается замкнутая

инвариантная кривая T .

Движение на замкнутой инвариантной кривой T определяется числом
вращения w [1-3]:

w =
θ

2π
mod 1.

Когда оно иррационально, замкнутая кривая всюду плотно заполняет-

ся траекториями (сечение Пуанкаре представляет собой гладкую замкнутую

кривую) и динамика квазипериодична (рис. 4(а)).

В случае, если w — рациональное число:

w =
p

q
,

где p, q — целые числа, то говорят, что имеет место резонанс p : q, так как

через q итераций траектория замыкается на замкнутой инвариантной кривой

(для рассматриваемого примера w =
θ0
2π

= 1 : 6, θ0 = π/3).

При рациональном числе вращения на замкнутой инвариантной кривой

имеется четное число периодических орбит, половина из которых устойчивые,

а половина — седловые. Сама же инвариантная кривая образована замыка-

нием неустойчивых многообразий WU
± седлового цикла (рис. 4(б)).
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(a) (б)

Рис. 4. (а) Замкнутая инвариантная кривая с иррациональным числом вращения. (б)
Замкнутая инвариантная кривая с числом вращения 1 : 6. Здесь F – неустойчивая
неподвижная точка. WU

±
, W S

±
устойчивые и неустойчивые многообразия седлового

6-цикла

6. Задачи для практических и лабораторных занятий

1. Для логистического отображения с задержкой

xk+1 = yk, yk = λxk(1− yk) + ε

найдите неподвижные точки, матрицу Якоби, а также ее след и определи-

тель как функции параметров λ и ε. Найдите линии бифуркации седло-узел,

бифуркации удвоения периода и бифуркации Неймарка-Саккера и нанесите

их на плоскость (λ, ε). Проверьте условия бифуркации Неймарка-Саккера.

2. Для двумерного необратимого отображения

xk+1 = yk,

yk+1 = byk − cxk + x2k

найдите неподвижные точки, матрицу Якоби, а также ее след и определи-

тель как функции параметров b и c. Найдите линии бифуркации седло-узел,

бифуркации удвоения периода и бифуркации Неймарка-Саккера и нанесите

их на плоскость (b, c). Проверьте условия бифуркации Неймарка-Саккера.

3. Для двумерного отображения

xk+1 = axk + yk, yk+1 = bxk + x3k

постройте области устойчивости неподвижных точек на плоскости парамет-

ров (a, b).
4. Для двумерного кусочно-гладкого отображения

xk+1 = eλ1 xk + eλ1(1−zk) − eλ1; (9)

yk+1 = eλ2 yk + eλ2(1−zk) − eλ2 (k = 0, 1, 2, . . . );
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zk =



















0, ϕk ≤ 0;
αΩ

q
ϕk, 0 < ϕk <

q

αΩ
;

1, ϕk ≥
q

αΩ
,

ϕk = xk − ϑyk +
q

2Ω
(0 ≤ zk ≤ 1)

рассчитайте численно границу бифуркации Неймарка-Саккера на плоскости

параметров (α,Ω). Параметры: q = 17, 8, P = 2q, λ1 ≈ −0.977, λ2 ≈ −0.232,
2 < α < 30, 3 < Ω < 20.

5. Напишите программу расчета линии бифуркации Неймарка-Саккера

на плоскости параметров (α,Ω) для двумерного отображения
{

xk+1 = eλ1 xk + sk{eλ1(1−zk)/2 − eλ1(1+zk)/2};
yk+1 = eλ2 yk + sk{eλ2(1−zk)/2 − eλ2(1+zk)/2},

sk =

{

1, ϕk ≥ 0;

−1, |ϕk < 0,

zk =















αΩ

P
ϕk, |ϕk| <

P

αΩ
;

1, |ϕk| ≥
P

αΩ
,

где ϕk = xk − ϑyk +
q

Ω
. Параметры: q = 17, 8, P = 2q, λ1 ≈ −0.977,

λ2 ≈ −0.232, 2 < α < 30, 2 < Ω < 20.
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