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1. Öåëü ðàáîòû

Èçó÷åíèå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ñè-
ñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé
÷àñòüþ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà êëàññà íåëèíåéíûõ èìïóëüñíûõ ñèñòåì, ïîâå-
äåíèå êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ðàçðûâíû-
ìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Íà÷íåì ñ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ àääèòèâíî âõîäÿùèìè â ïðàâóþ ÷àñòü îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè â âèäå
ñëàãàåìûõ[1]:

ẋ = f(t,x) +
∞∑
k=0

bkδ(t− tk), x, f , b ∈ Rn. (1)

Çäåñü δ � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ẋ =
dx

dt
. Â òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé

δ(t) = η′(t), ãäå η � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà:

η(t) = 0 (t < 0), η(t) = 1 (t > 0).

Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) � ýòî ôóíêöèè, êîòîðûå â ïðîìåæóòêàõ tk < t <

tk+1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

ẋ = f(t,x),

à â òî÷êàõ t = tk èìåþò ñêà÷êè, ðàâíûå

x(t+k )− x(t−k ) = bk, x(t±k ) = lim
t→tk±0

x(t). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ (15) ïðèâîäèòñÿ íèæå.

3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãèáðèäíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

3.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ c íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ àìïëèòóäíî-
÷àñòîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé ïåðâîãî ðîäà [2-5], ïîâåäåíèå êîòîðîé îïè-
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ñûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì óðàâíåíèåì âèäà:

ẋ = f(x) +
∞∑
k=0

bkδ(t− tk), f(x) = −λx, λ > 0. (3)

Ìîìåíòû èìïóëüñàöèè tk â (3) îïðåäåëÿþòñÿ [2-5]

tk+1 = tk + Φ(x(t−k )), k = 0, 1, 2, ...,

ãäå Φ(x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (÷àñòîòíàÿ ìîäóëÿöèîííàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà).

Âåëè÷èíû bk â ïðàâîé ÷àñòè (3) íàõîäÿòñÿ êàê [2-5]

bk = F (x(t−k )), k = 0, 1, 2, ...,

ãäå F (x) � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ (àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèîííàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà).

Ôóíêöèè Φ, F ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè è ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ. Â êà÷åñòâå ìîäóëÿöèîííûõ ôóíêöèé Φ, F â [2-5] âûáðàíà ôóíêöèÿ
Õèëëà:

Φ(x) = k1 + k2
(x/r)p

1 + (x/r)p
, F (x) = k3 +

k4

1 + (x/r)p
,

ãäå p = 1, 2, .... � ïîêàçàòåëü ôóíêöèè Õèëëà, îïðåäåëÿþùàÿ êðóòèçíó ìîäó-
ëÿöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê; k1, k2, k3, k4, r � ïàðàìåòðû, êîòîðûå ïðèíèìàþò
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ïðèìåðû ôóíêöèé Φ(x), F (x)
ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ p.

Êàê ìû îòìå÷àëè ðàíåå, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) êóñî÷íî-íåïðåðûâíî ñ
êîíå÷íûìè ðàçðûâàìè â òî÷êàõ tk, k > 0 (ñì. ðèñ. 2).

Ïðåäëîæåíèå 1. Âåëè÷èíû ñêà÷êîâ â òî÷êàõ ðàçðûâà t = tk îïðåäåëÿþòñÿ
âûðàæåíèåì

x(t+k )− x(t−k ) = bk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáëàñòè tk−1 < t < tk+1 óðàâíåíèå (3) çàïèñûâàåòñÿ
â ôîðìå

ẋ = −λ x+ bkδ(t− tk). (4)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) â ïðîìåæóòêå tk−1 < t < tk+1 áóäåì èñêàòü â âèäå

x(t) = x−(t) + [x+(t)− x−(t)]η(t− tk), (5)
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ãäå x±(t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ
tk−1 < t < tk è tk < t < tk+1 è óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ ẋ = −λ x.

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (4) è ó÷èòûâàÿ ÷òî η′(t− tk) = δ(t− tk), èìååì
ẋ−(t) + [ẋ+(t)− ẋ−(t)]η(t− tk) + [x+(t)− x−(t)]δ(t− tk) =

= −λ x−(t)− λ[x+(t)− x−(t)]η(t− tk) + bkδ(t− tk).
Ïîñêîëüêó ẋ±(t) = −λx±(t), òî

{x(t+k )− x(t−k )− bk}δ(t− tk) = 0, x(t±k ) = lim
t→tk±0

x±(t).

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, íàéäåì

x(t+k )− x(t−k ) = bk.

Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü, ñäåëàåì íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå. Òðåõìåðíûé
âàðèàíò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (3) áûë ïðåäëîæåí â [2] äëÿ îïèñàíèÿ ðåãó-
ëÿöèè òåñòîñòåðîíà â ìóæñêîì îðãàíèçìå.

Èçâåñòíî, ÷òî â ðåãóëÿöèè óðîâíÿ òåñòîñòåðîíà (Te) â ìóæñêîì îð-
ãàíèçìå îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò ëþòåèíèçèðóþùèé ãîðìîí (LH, luteinizing
hormone) è ãîíàäîòðîïèí ðåëèçèíã ãîðìîí (GnRH, gonadotropin-releasing
hormone). Â îòëè÷èå îò Te, êîòîðûé ãåíåðèðóåòñÿ â ìóæñêèõ ïîëîâûõ îð-
ãàíàõ (òåñòèêóëàõ), LH è GnRH ãåíåðèðóþòñÿ â îòäåëàõ ãîëîâíîãî ìîçãà,
ñîîòâåòñòâåííî â ãèïîôèçå è ãèïîòàëàìóñå. Ïîýòîìó äèíàìèêà LH è GnRH
òåñíî ñâÿçàíà ñ äèíàìèêîé íåéðîíîâ ìîçãà. Ïðè ýòîì GnRH ñòèìóëèðóåò
ñåêðåöèþ LH, â ñâîþ î÷åðåäü LH ñòèìóëèðóåò ñåêðåöèþ Te, à Te ïîäàâëÿåò
ñåêðåöèþ GnRH è LH [3].

Êàê îòìå÷àåòñÿ â [3], ñ òî÷êè çðåíèÿ èìïóëüñíîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ
êëåòêè ãèïîòàëàìóñà, ãåíåðèðóþùèå GnRH, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èì-
ïóëüñíûé ýëåìåíò (èìïóëüñíûé ìîäóëÿòîð), îñóùåñòâëÿþùèé àìïëèòóäíî-
÷àñòîòíóþ ìîäóëÿöèþ. Ïðè ýòîì óðîâåíü Te âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ìîäóëè-
ðóþùåãî ñèãíàëà, à óðîâåíü GnRH � â êà÷åñòâå ìîäóëèðîâàííîãî èìïóëüñ-
íîãî ñèãíàëà. Ñ óâåëè÷åíèåì óðîâíÿ Te èìïóëüñû ïîÿâëÿþòñÿ ðåæå, à èõ
èõ àìïëèòóäà (èëè ïëîùàäü) óìåíüøàåòñÿ ×òî êàñàåòñÿ íàáëþäàåìîãî èì-
ïóëüñíîãî ïðîöåññà ñåêðåöèè LH, òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåàêöèþ
íåïðåðûâíîé ÷àñòè ñèñòåìû íà èìïóëüñíûé ñèãíàë, ïîñòóïàþùèé îò ãèïîòà-
ëàìóñà [3].

Â ðàáîòàõ [2-5] èññëåäóåòñÿ òðåõìåðíàÿ ìîäåëü

dx1

dt
= −b1x1,

dx2

dt
= −b2x2 + g1x1,

dx3

dt
= −b3x3 + g2x2.

(6)
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(a) (á)

Ðèñ. 1. Ìîäóëÿöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè Φ(x), F (x) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿõ p
ôóíêöèè Õèëëà: (a) � ÷àñòîòíàÿ ìîäóëÿöèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà Φ(x); (á) àìïëèòóäíàÿ

ìîäóëÿöèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà F (x)

Ðèñ. 2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7), ãäå tk è tk+1 � òî÷êè ðàçðûâîâ

Çäåñü x1 � êîíöåíòðàöèÿ GnRH; x2, x3 � êîíöåíòðàöèè LH è Te, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïåðåìåííàÿ x1(t) ïðåòåðïåâàåò ñêà÷êè â ìîìåíòû âðåìåíè tk, k > 0

x1(t
+
k ) = x1(t

−
k ) + λk, tk+1 = tk + Tk, λk = F (x3(t

−
k )), Tk = Φ(x3(t

−
k )).

Óðàâíåíèå(3) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé âåðñèåé ìîäåëè (6).

3.2. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå

Çàïèøåì óðàâíåíèå (3) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå [6]

ẋ = −λx. (7)

Çäåñü x(t) èìåþò ñêà÷êè â ìîìåíòû âðåìåíè tk, k > 0:

x(t+k ) = x(t−k ) + bk, tk+1 = tk + Tk, bk = F (x(t−k )), Tk = Φ(x(t−k )).
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Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíîñòü x(t) ñëåâà îò òî÷åê
ðàçðûâà t = tk. Â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó òî÷êàìè ðàçðûâà (â èíòåðâàëàõ íåïðå-
ðûâíîñòè)

tk < t < tk+1, k = 0, 1, 2, ....

óðàâíåíèå (7) èìååò âèä

ẋ = −λx,
ðåøåíèå êîòîðîãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(tk) = x(t+k ) íàõîäèòñÿ

x(t) = e−λ(t−t+k ) x(t+k ).

Îòñþäà äëÿ t = t+k+1

x(t−k+1) = e−λ(tk+1−t+k ) x(t+k ) (8)

èëè

x(t−k+1) = e−λTk x(t+k ), Tk = Φ(x(t−k )),

ãäå x(t+k ) ( ñì. ðèñ. 2):

x(t+k ) = x(t−k ) + bk, bk = F (x(t−k )).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ x(t+k ) â (8), ïîëó÷èì

x(t−k+1) = e−λTk (x(t−k ) + bk), Tk = Φ(x(t−k )), bk = F (x(t−k )). (9)

Îáîçíà÷èì xk = x(t−k ). Òîãäà îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, ïîðîæäàåìîå óðàâ-
íåíèåì (7), çàïèñûâàåòñÿ [6]

xk+1 = e−λTk (xk + bk), Tk = Φ(xk), bk = F (xk), (10)

Φ(xk) = k1 + k2
(xk/r)

p

1 + (xk/r)p
, F (xk) = k3 +

k4

1 + (xk/r)p
.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3) ñ ðàçðûâíûì ðåøåíè-
åì ñâîäèòñÿ ê ãëàäêîìó îòîáðàæåíèþ (10).

4. Ñèñòåìû Ôèëèïïîâà

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îòíîñÿùèåñÿ ê ñè-
ñòåìàì Ôèëèïïîâà [1].

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ øèðîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé, íåïðåðûâíàÿ
ëèíåéíàÿ ÷àñòü êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

W (s) =
K

T · s+ 1
. (11)
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4.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (11), îïèñûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

T
dy

dt
+ y = K ·KF(ξ), (12)

ãäå T , K � ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè è êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è îáúåêòà; KF(ξ), ξ �
âûõîäíîé è âõîäíîé ñèãíàëû ìîäóëÿòîðà, ñîîòâåòñòâåííî.

Èìïóëüñû KF ôîðìèðóþòñÿ ìåòîäîì øèðîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè
ïåðâîãî ðîäà (ØÈÌ-1):

KF(ξ) =
1

2
[1 + sign(ξ)],

ξ = α(Vç − β y(k · a))− V0(t/a− bt/ac), k = 0, 1, 2, ...,

ãäå a � ïåðèîä ìîäóëÿöèè, b·c � ôóíêöèÿ, âûäåëÿþùàÿ öåëóþ ÷àñòü àðãó-
ìåíòà, Vç � ñèãíàë çàäàíèÿ, α � êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ, β � ÷óâñòâèòåëüíîñòü
äàò÷èêà îáðàòíîé ñâÿçè, V0 � îïîðíûé ñèãíàë ìîäóëÿòîðà.

Ïàðàìåòðû: T = 10−4 c; a = 2 · 10−5 c; Vç = 4.0 Â; V0 = 4 Â; 4 < K < 10
À; β = 1.0 Â/A; α > 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ = t/a è áåçðàçìåðíóþ äèíà-

ìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ x =
y

K
. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (12) ìîæíî çàïè-

ñàòü â ôîðìå

ẋ = λ(x−KF), KF =
1

2
[1 + sign(ϕ(τ)|τ=bτc − η(τ))], (13)

bτc = k, k = 0, 1, 2, ..., ϕ(τ) = q − x(τ),

η(τ) =
P

α
(τ − bτc), λ = − a

T
, q =

Vç
β · K

, P =
V0

Vç
q.

4.2. Ïîëó÷åíèå äèñêðåòíîãî îòîáðàæåíèÿ

Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (13) ìîæíî ñâåñòè ê ñòðîáîñêîïè-
÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå.

Â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà k < τ < k + 1

KF =

{
1, k < τ < τk;

0, τk < τ < k + 1,
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ãäå τk � ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ, êîòîðûé ïðè ØÈÌ-1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

τk =


k, q − xk < 0;

k + 1, q − xk >
P

α
;

α(q − xk)
P

+ k, 0 < q − xk <
P

α
.

(14)

Ïóñòü k < τ < τk, òîãäà KF = 1 è óðàâíåíèå (13) ïðèíèìàåò âèä

ẋ = λ (x− 1) .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì x(k) = xk:

x(t) = eλ(τ−k)

xk − λ τ∫
k

e−λ(s−ka)ds

 . (15)

Íàéäåì

τ∫
k

e−λ(s−ka)ds =
1− e−λ(τ−k)

λ
. (16)

Ïîäñòàâèâ (16) â (15), ïîëó÷èì

x(τ) = 1 + eλ(τ−k)(xk − 1).

Îòñþäà äëÿ τ = τk èìååì:

x(τk) = 1 + eλ(τk−k)(xk − 1).

Â èíòåðâàëå τk < τ < k + 1 ñèãíàë íà âûõîäå ìîäóëÿòîðà KF = 0 è
óðàâíåíèå (13) ïðèíèìàåò âèä

ẋ = λx, x(τk) = 1 + eλ(τk−k)(xk − 1), (17)

ðåøåíèå êîòîðîãî

x(τ) = x(τk)e
λ(τ−τk).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ x(τk), ïîëó÷àåì

x(τ) = eλ(τ−k)(xk − 1) + eλ(τ−τk).
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Äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè τ = k + 1 èìååì:

xk+1 = eaλ(xk − 1) + eλ(k+1−τk). (18)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

zk = τk − k,
ãäå zk � îòíîñèòåëüíàÿ äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà (êîýôôèöèåíò çàïîëíåíèÿ).

Ïîêàæåì, ÷òî 0 6 zk 6 1.
Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà k 6 τk 6 k + 1 ñëåäóåò, ÷òî

k 6 τk 6 k + 1.

Îòñþäà

0 6 τk − k 6 (k + 1)− k
è

0 6 τk − k 6 1⇔ 0 6 zk 6 1.

Îêîí÷àòåëüíî îòîáðàæåíèå, ïîðîæäàåìîå óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ (13),
ïðèíèìàåò âèä:

xk+1 = eλ(xk − 1) + eλ(1−zk) ≡ Q(xk), k = 0, 1, 2, ..... (19)

Êîýôôèöèåíò çàïîëíåíèÿ èìïóëüñîâ zk îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
àëãîðèòìîì (14):

zk =


0, xk > q,

1, xk < q − P/α,
α(q − xk)

P
, q − P/α 6 xk 6 q.

(20)

Èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ (19) îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà øàãà:

• ñíà÷àëà ïî xk âû÷èñëÿåòñÿ zk â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì (20);

• çàòåì ïîëó÷åííûé zk ïîäñòàâëÿåòñÿ â (19) äëÿ ðàñ÷åòà xk+1.

Îòîáðàæåíèå (19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

xk+1 = Q(xk), Q(x) =


QL(x) = eλ x+ 1− eλ, x 6 s−,

QM(x) = eλ x− eλ + eλ(1−z), s− < x < s+,

QR(x) = eλ x, x > s+,

ãäå z =
α

P
· (q − x), s− = q − P/α, s+ = q.

Êàê ìû âèäèì, â îòëè÷èå îò (10) îòîáðàæåíèå (19) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-
ãëàäêèì è íåïðåðûâíûì.
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5. Áèôóðêàöèîííûé àíàëèç

Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷ áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà.

5.1. Íåïîäâèæíûå òî÷êè è öèêëû äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå

xk+1 = Q(xk), k = 0, 1, 2, ..., (21)

ãäå Q() � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òî÷êó xk+1 íàçûâàþò îáðàçîì ðàíãà 1 ( rank-1
image) òî÷êè xk, à xk � ïðîîáðàçîì (preimage) xk+1.

Îðáèòîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû (21) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
x0, x1 = Q(x0), ...., xk = Q(xk−1), ....

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé, åñëè

x0 = Q(x0), (22)

ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x = Q(x).

Â äèñêðåòíîé ñèñòåìå (21) ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòîé èëè öèêëîì ïåðèîäà
m íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê

x0, Q(x0), Q2(x0), ..., Q
m(x0) = x0. (23)

Êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé m-é èòå-
ðàöèè Qm ôóíêöèè Q, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

Qm(x) = x, Qm(x) = Q(Q(. . . Q(x) . . . ))︸ ︷︷ ︸
m ðàç

(24)

5.2. Óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê è öèêëîâ

Íà÷íåì ñ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè x0.
Ââåäåì ìàëîå îòêëîíåíèå (âîçìóùåíèå) îò íåïîäâèæíîé òî÷êè x0: xk =

x0 + εk, ãäå εk � ìàëîå ÷èñëî.
Òîãäà âîçìóùåííîå äâèæåíèå â îêðåñòíîñòè x0 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

x0 + εk+1 = Q(x0 + εk).
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Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ Q(x) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè x0 ïîëó÷èì:

x0 + εk+1 = Q(x0) +
∂Q(x0)

∂x
εk +

1

2

∂Q2(x0)

∂x2
ε2
k + · · · . (25)

Îòáðîñèâ íåëèíåéíûå ÷ëåíû ðÿäà, çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ
ëèíåàðèçîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ

εk+1 =
∂Q(x0)

∂x
εk. (26)

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè

∣∣∣∣∂Q(x0)

∂x

∣∣∣∣ 6= 1. Êî-

ýôôèöèåíò ρ =
∂Q(x0)

∂x
íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Äëÿ ãèïåðèáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò òåî-
ðåìà Õàðòìàíà-Ãðîáìàíà:

Tåîðåìà Õàðòìàíà-Ãðîáìàíà. Ïóñòü Q : Rn → Rn èìååò íåïðå-
ðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè D ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè x0 (x0 = Q(x0), x,Q ∈ Rn) ñóùåñòâóåò ãî-
ìåîìîðôèçì ϕ, âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùèé òðàåêòîðèè èñõîäíîé
ñèñòåìû íà òðàåêòîðèþ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé
óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê áåñêîíå÷íî ìàëûì è ìàëûì êîíå÷íûì âîçìó-
ùåíèÿì ε = x − x0 îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ëèíåàðèçîâàííîãî îòîáðàæå-
íèÿ (26).

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x0 óñòîé÷èâà, êîãäà

|ρ| < 1, ò.å. − 1 <
∂Q(x0)

∂x
< 1.

Â ýòîì ñëó÷àå â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ïî òåîðåìå Õàðòìàíà-
Ãðîáìàíà òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ (21) ýêâèâàëåíòíà òðàåêòîðèè ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ

xk+1 − x0 =
∂Q(x0)

∂x
(xk − x0)⇒ xk+1 = ρxk + c, c = (1− ρ)x0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk = xk − x0 â ìàëîé
îêðåñòíîñòè x0 ñîîòâåòñòâóåò ñõîäÿùåéñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

lim
k→∞

εk = 0⇔ lim
k→∞

xk = x0,

åñëè |ρ| < 1.
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Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x0 íåóñòîé÷èâà ïðè |ρ| > 1, êîãäà ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, êîãäà
∂Q(x0)

∂x
= ±1.

Ïîíÿòèå ãèïåðáîëè÷íîñòè è òåîðåìà Õàðòìàíà-Ãðîáìàíà åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà íà öèêë ëþáîãî êîíå÷íîãî ïåðèîäà m.

Öèêë ïåðèîäà m óñòîé÷èâ, êîãäà ìóëüòèïëèêàòîð ρm

ρm =

∣∣∣∣∣
m∏
k=1

∂Q(xk)

∂x

∣∣∣∣∣ < 1

Êàê ìû îòìå÷àëè ðàíåå, ýòîìó öèêëó îòâå÷àåò m óñòîé÷èâûõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê x1, x2, x3, ...xm îòîáðàæåíèÿ

xk+1 = Qm(xk), Qm(x) = Q(Q(. . . Q(x) . . . ))︸ ︷︷ ︸
m ðàç

. (27)

Ïîðÿäîê àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè
íåïîäâèæíîé òî÷êè è öèêëà.

1. Íàéòè íåïîäâèæíûå òî÷êè èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x = Q(x). (28)

Äëÿ öèêëà ïåðèîäà m:

x = Qm(x), Qm(x) = Q(Q(. . . Q(x) . . . ))︸ ︷︷ ︸
m ðàç

. (29)

Óðàâíåíèÿ (28), (29) ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî.
2. Ïóñòü x0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òî åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ (28). Âû-

÷èñëèòü ìóëüòèïëèêàòîð ρ = ∂Q(x0)
∂x íåïîäâèæíîé òî÷êè x0.

3. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |ρ| < 1: åñëè |ρ| < 1, òî x0 �
óñòîé÷èâà; åñëè |ρ| > 1, òî x0 �íåóñòîé÷èâà.

4. Äëÿ öèêëà äîñòàòî÷íî íàéòè îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ
(27), ò.å. îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (29). Òîãäà ìóëüòèïëèêàòîð ρm öèêëà ïåðè-
îäà m

ρm =
m∏
k=1

∂Q(xk)

∂x

ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî àëãîðèòìó:xk+1 = Q(xk),

ρk+1 =
∂Q(xk)

∂x
ρk, k = 0, 1, ...,m− 1, x0 = x∗, ρ0 = 1.

(30)
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Çäåñü x∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ (29). Îðáèòà x1, x2, ..., xm = x0, ðàññ÷èòàííàÿ
ðåêóððåíòíî ïî (30) ïðè x0 = x∗ � ýòî è åñòü öèêë ïåðèîäà m.

Ïðèìåð
Íàéòè íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ

xk+1 = (λ− 1)xk − λx3
k ≡ Q(λ, xk),

0 < λ < 4, −1 < xk < 1

è èññëåäóéòå èõ óñòîé÷èâîñòü â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ.
Â ýòîì ïðèìåðå ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé

òî÷êè, äîïóñêàþùåé àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.
Ðåøåíèå
1. Íåïîäâèæíûå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

x = (λ− 1)x− λx3 ≡ Q(λ, x)

èëè
x = Q(λ, x), λx3 − (λ− 2)x = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: x0
1 = 0, x0

2,3 = ±
√

1− 2

λ
.

2. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ

∂Q(λ, x)

∂x
= λ− 1− 3λx2. (31)

2.1. Ïîäñòàâèâ x0
1 = 0 â (31), ïîëó÷èì ìóëüòèïëèêàòîð ρ1 ïåðâîé íåïî-

äâèæíîé òî÷êè x0
1: ρ1 = λ− 1.

Èç íåðàâåíñòâà
|ρ1| < 1

íàõîäèì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè x0
1: 0 < λ < 2.

2.2. Íåïîäâèæíûå òî÷êè x0
2,3 ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè λ ≤ 2. Ìóëüòèïëè-

êàòîðû ρ2,3:

ρ2 = ρ3 = λ− 1− 3λx2
∣∣
x=x02,3

= −2λ+ 5

Èç óñëîâèÿ |ρ2,3| < 1 íàõîäèì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè x0
2,3: 2 < λ < 3.

6. Áèôóðêàöèîííûå óñëîâèÿ

Ïóñòü îòîáðàæåíèå çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà λ âèäà

xk+1 = Q(λ, xk)
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èìååò ïðè λ = λ0 = 0 íåïîäâèæíóþ òî÷êó x0 = 0. Çäåñü Q(λ, x) � ãëàäêàÿ
ïî ôóíêöèÿ.

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèìûõ äàëåå áèôóðêàöèîííûõ óñëîâèé
ìîæíî íàéòè â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [7]).

À. Êàñàòåëüíàÿ áèôóðêàöèÿ (fold or tangent bifurcation)

• Ïóñòü ïðè λ = λ0 = 0

∂Q(λ0, x
0)

∂x
= +1

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∂Q(λ0, x
0)

∂λ
6= 0,

∂f 2(λ0, x
0)

∂x2
6= 0.

Òîãäà ïðè λ = λ0 èìååò ìåñòî êàñàòåëüíàÿ áèôóðêàöèÿ [7].

Á. Òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ (transcritical bifurcation)

• Ïóñòü

∂Q(λ0, x
0)

∂x
= +1

è

∂Q(λ0, x
0)

∂λ
= 0,

∂Q2(λ0, x
0)

∂x∂λ
6= 0

∂Q2(λ0, x
0)

∂x2
6= 0.

Òîãäà ïðè λ = λ0 èìååò ìåñòî òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ.

Â. Âèëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ (pitchfork bifurcation)

• Ïóñòü

∂Q(λ0, x
0)

∂x
= +1

è

∂Q(λ0, x
0)

∂λ
= 0,

∂f 2(λ0, x
0)

∂x2
= 0,

∂Q2(λ0, x
0)

∂x∂λ
6= 0

∂Q3(λ0, x
0)

∂x3
6= 0.

Òîãäà ïðè λ = λ0 èìååò ìåñòî âèëîîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ.
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Ðèñ. 3. Äâóïàðàìåòðè÷åñêàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà íà ïëîñêîñòè (λ, b) ïðè p = 4
[6]. Çäåñü Πi, i = 1, 2, 3, 4, 6 � îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè öèêëîâ ïåðèîäà i è Π∞ � îáëàñòè
õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè, ãäå N+, N− � ëèíèè êàñàòåëüíîé (fold, tangent) áèôóðêàöèè è

áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ñîîòâåòñòâåííî

Ã. Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà (�ip or period-doubling
bifurcation)

• Ïóñòü ïðè λ = λ0

∂Q(λ0, x
0)

∂x
= −1.

è ïóñòü

∂Q2(λ0, x
0)

∂x∂λ
6= 0,

1

2

[
∂Q2(λ0, x

0)

∂x2

]2

+
1

3

∂Q3(λ0, x
0)

∂x3
6= 0.

Òîãäà ïðè λ = λ0 èìååò ìåñòî áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà [7].

7. Ïðèìåð áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà

Â ýòîì ðàçäåë ìû îïèøåì áèôóðêàöèîííûå ÿâëåíèÿ â ñèñòåìå óïðàâëå-
íèÿ ñ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé. Íàñòîÿùèé ðàçäåë íà-
ïèñàí ïî ìàòåðèàëàì íàøåé ïóáëèêàöèè [6].
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Ðàññìîòðèì äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå (10)

xk+1 = Q(xk), Q(x) = e−λΦ(x) (x+ F (x)),

Φ(x) = k1 + k2
(x/r)p

1 + (x/r)p
, F (x) = k3 +

k4

1 + (x/r)p
.

Ïóñòü ïàðàìåòðû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (10) èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:
k1 = 40, k2 = 80, k3 = 0.0001b, k4 = 5b, ãäå 2 < b < 100, r = 2.7, p = 4,
0.003 < λ < 0.038. Â êà÷åñòâå âàðüèðóåìûõ âûáåðåì λ è b.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

x = Q(x)

èëè

x = e−λΦ(x) (x+ F (x)),

êîòîðîå ðåøàëîñü ÷èñëåííî.
Ïóñòü x0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ (10). Ìóëüòèïëèêàòîð íåïî-

äâèæíîé òî÷êè

ρ =
∂Q(x0)

∂x
,

∂Q(x)

∂x
= −λΦ′(x)e−λΦ(x)(x+ F (x)) + e−λΦ(x)(1 + F ′(x)).

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà äâóïàðàìåòðè÷åñêàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàì-
ìà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (λ, b), ïîñòðîåííàÿ ÷èñëåííî [6]. ×åðåç Πk,
k = 1, 2, 3, 4, 6, îáîçíà÷åíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè öèêëà ïåðèîäà k, à ÷åðåç
Π∞ � îáëàñòè ñ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé. Îáëàñòè Πk k = 1, 2, 4 ðàçäåëåíû
áèôóðêàöèîííûìè êðèâûìè óäâîåíèÿ ïåðèîäà N− (�ip). Áèôóðêàöèîííûå
ëèíèè N− ñãóùàþòñÿ è ñóùåñòâóþò òðàíñâåðñàëüíûå èì ëèíèè, âäîëü êîòî-
ðûõ ïðîèñõîäÿò êàñêàäû áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Îáëàñòü Π3 ñíàðóæè
îãðàíè÷åíà êðèâîé êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè (fold) N+.

Íà ðèñ. 4(a) ïðèâåäåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ
ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé óäâîå-
íèÿ ïåðèîäà. Òàêóþ äèàãðàììó äîâîëüíî ïðîñòî ïîñòðîèòü íà êîìïüþòåðå.
Äëÿ ýòîãî íàäî ðàññ÷èòàòü íåñêîëüêî òûñÿ÷ èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ. Ïåðâûå
1000�5000 çíà÷åíèé xk îñòàâèòü â ¾òåíè¿, à îñòàëüíûå, íàïðèìåð 1500�2000
çíà÷åíèé, îòëîæèòü íà ïëîñêîñòè (λ, x). Ïåðâûå ÷ëåíû ñëåäóåò îòáðîñèòü ñ
òåì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïåðåõîäíûé ïðîöåññ. Öèêëó ïåðèîäà 1 (íåïîäâèæíîé
òî÷êå) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíà òî÷êà, öèêëó ïåðèîäà 2 � äâå òî÷êè íà
îäíîé âåðòèêàëè, öèêëó ïåðèîäà 4 � ÷åòûðå è ò.ä.
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(a) (á)

(â)

Ðèñ. 4. (a) Ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç áåñêîíå÷íûé êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. (á)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòûðåõ áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà [6]. Ïóíêòèðíûå ëèíèè
ñîîòâåòñòâóþò íåóñòîé÷èâûõ öèêëàì. (â) Çàâèñèìîñòè ìóëüòèïëèêàòîðîâ öèêëîâ

ïåðèîäà m, m = 1, 2, 4, 8. Öèôðàìè 1, 2, 3, 4 îáîçíà÷åíû ìóëüòèïëèêàòîðû 1-, 2-, 4-, è
8-öèêëîâ, ñîîòâåòñòâåííî [6]

Íà ðèñ. 4(á), ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ óñòîé÷èâûõ è
íåóñòîé÷èâûõ 1-, 2-, 4- è 8-öèêëîâ [6]. Ïóíêòèðíûå äèíèè áèôóðêàöèîííîé
äèàãðàììû îòâå÷àþò íåóñòîé÷èâûì öèêëàì. Íà ðèñ. 4(â), ïðèâåäåíû çàâèñè-
ìîñòè ìóëüòèïëèêàòîðîâ 1-, 2-, 4- è 8-öèêëîâ îò ïàðàìåòðà λ, îáîçíà÷åííûå
öèôðàìè 1, 2, 3, 4, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè áèôóðêàöèÿõ óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Êàê
ìîæíî âèäåòü èç ðèñ. 4(á), ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó λ0, êîãäà ìóëüòèïëèêàòîð
îáðàùàåòñÿ â −1 (ρ = −1) ïðè λ = λ0, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (èëè 1-öèêë) òå-
ðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìÿãêî âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé 2-öèêë,
à 1-öèêë ïðîäîëæàåò ñóùåñòâîâàòü, íî ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ðîäèâøèé-
ñÿ öèêë ïåðèîäà 2 ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè λ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ÷åðåç
áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà â òî÷êå λ1 è âîçíèêàåò öèêë ïåðèîäà 4. Èçìå-
íÿÿ äàëåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ, ìîæíî óâèäåòü öèêëû ïåðèîäà 8, 16, 32, 64
è ò.ä. Ïðè ýòîì êàæäûé ðàç öèêë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, êîãäà ìóëüòèïëèêà-
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(a) (á) (â)

(ã) (ä) (e)

Ðèñ. 5. Èòåðàöèîííûå äèàãðàììû: (a) � óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (öèêë ïåðèîäà
1); (á)�(ã) � óñòîé÷èâûå 2-, 4- è 8- öèêëû, ñîîòâåòñòâåííî; (ä),(å) � îäíîïîëîñíûé è
äâóõïîëîñíûé õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû. Çäåñü O, OR � óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ

íåïîäâèæíûå òî÷êè

òîð öèêëà îáðàùàåòñÿ â -1. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ
óñòîé÷èâîãî öèêëà óäâîåííîãî ïåðèîäà. Íàêîíåö, ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà äèíàìèêà ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷íîé [6].

Íà ðèñ. 5 (à) ïðèâåäåíà èòåðàöèîííàÿ äèàãðàììà â îáëàñòè çíà÷åíèé λ,
êîãäà ìóëüòèïëèêàòîð óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ìåíÿåò çíàê ñ ¾+¿(0 <
ρ < 1) íà ¾−¿ (−1 < ρ < 0) ïåðåä áèôóðêàöèåé óäâîåíèÿ ïåðèîäà â òî÷êå
λ = λ0. à Íà ðèñ. 5 (á)-(ã) èçîáðàæåíû èòåðàöèîííûå äèàãðàììû 2-, 4-, 8-
öèêëîâ, ñîîòâåòñòâåííî, à íà ðèñ. 5 (ä),(å) � õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

Òî÷êà c íà ðèñ. 5 (ä),(å) � íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé, îïðåäåëÿ-
åìàÿ óñëîâèåì Q′(x) = 0. Äëÿ (10) òî÷êà c � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè Q(x). Òî÷êà c0 = Q(c) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ðàíãà
1 êðèòè÷åñêîé òî÷êè c, a òî÷êè c1 = Q2(c), c2 = Q3(c) � ñîîòâåòñòâåííî
îáðàçàìè ðàíãà 2 è 3. Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü ðîëü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â
áèôóðêàöèîííûõ ïåðåõîäàõ, à îãðàíè÷èìñÿ ëèøü êðàòêèìè êîììåíòàðèÿìè.
Çà ïîäðîáíîñòÿìè îòñûëàåì ê ñïåöèàëüíûì èñòî÷íèêàì ( ñì., íàïðèìåð, [8]).
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Òî÷êè c0, c1 � îïðåäåëÿþò ¾ðàçìåðû¿ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, èçîá-
ðàæåííûõ íà ðèñ. 5 (ä),(å). Îáëàñòü J íà ðèñ. 5 (ä),(å) íàçûâàåòñÿ ïîãëî-
ùàþùèì èíâàðèàíòíûì èíòåðâàëîì (invariant absorbing interval) Q(J) = J
[8]. Ïåðåõîä îò äâóõïîëîñíîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà (ðèñ. 5 (ä)) ê îäíî-
ïîëîñòíîìó (ðèñ. 5 (å)) ïðîèñõîäèò ÷åðåç ãîìîêëèíè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ [9]
â òî÷êå λH íà ðèñ. 4(a), êîãäà Q3(c) = OR. Â òî÷êå λ = λH âîçíèêàåò òàê
íàçûâàåìàÿ êðèòè÷åñêàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà (critical homoclinic orbit)
íåïîäâèæíîé òî÷êè OR [8].

Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �1.
Áèôóðêàöèè äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé

Äëÿ äëÿ îòîáðàæåíèé

xk+1 = axk − x3
k, xk+1 =

(1 + a)xk
1 + axk

, xk+1 = axke
−xk :

1. íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêè êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà a;
2. îïðåäåëèòå ìóëüòèïëèêàòîðû â ôîðìå ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåò-

ðà a;
3. îïðåäåëèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, îòâå÷àþùèå âîçìîæíûì áèôóðêà-

öèÿì;
4. ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå áèôóðêàöèîííûõ óñëîâèé;
5. ïîäòâåðäèòå ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ÷èñëåííûìè

ðàñ÷åòàìè áèôóðêàöèîííûõ è èòåðàöèîííûõ äèàãðàìì.
Äëÿ ðàñ÷åòà èòåðàöèîííûõ äèàãðàìì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììó

http://math.colgate.edu/math312/Spring1999/iterate.html.
Óêàçàíèå: ×òîáû ïðèìåíèòü áèôóðêàöèîííûå óñëîâèÿ, ïðèâåäåííûå â

ðàçäåëå 6., íàäî ïåðåïèñàòü îòîáðàæåíèÿ, ïîìåñòèâ òî÷êó áèôóðêàöèè (áè-
ôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà) è íåïîäâèæíóþ òî÷êó â íà÷àëî êîîðäè-
íàò.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �2.
Äèñêðåòíûå ìîäåëè ãèáðèäíûõ ñèñòåì

1. Ðàññìîòðèòå óðàâíåíèå

ẋ = −λx, x(t+k ) = x(t−k ) + F (x(t−k )), tk+1 = tk + Φ(x(t−k )), k = 0, 1, 2, ....
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1.1. Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå â ôîðìå

xk+1 = Q(xk), xk = x(t+k ), k = 0, 1, 2, ...,

ò.å. x(t+k+1) = Q(x(t+k )), x(t+k ) = x(t−k ) + F (x(t−k )), tk+1 = tk + Φ(x(t−k )).

1.2. Ðàññ÷èòàéòå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äëÿ p = 4, b = 50.0 è
0.0042 < λ < 0.0086. Ñðàâíèòå ñ äèàãðàììîé, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 4(à).
Îáúÿñíèòå, áóäóò ëè ðàçëè÷èÿ â äèíàìèêå.

1.3. Ñîñòàâèòü àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà íåïîäâèæíîé òî÷êè è àíà-
ëèçà åå ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Ïîñòðîéòå èòåðàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ
ñèòóàöèé 0 < ρ < 1, −1 < ρ < 0, ρ < −1. Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìóþ äèíàìèêó.

2. Èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �3.
Èññëåäîâàíèå áèôóðêàöèé â ãèáðèäíûõ è èìïóëüñíûõ ñèñòåìàõ

1. Ðàññìîòðèòå îòîáðàæåíèå

xk+1 = Q(xk), Q(x) = e−λΦ(x) (x+ F (x)),

Φ(x) = k1 + k2
(x/r)p

1 + (x/r)p
, F (x) = k3 +

k4

1 + (x/r)p
.

1.2. Ðàññ÷èòàéòå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äëÿ p = 3, b = 40.0 è
0.003 < λ < 0.03. Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìóþ äèíàìèêó.

1.3. Ñîñòàâèòü àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà öèêëà ïåðèîäà-1 è àíàëèçà
ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Íàéäèòå ÷èñëåííî ïîðîã ðîæäåíèÿ 2-öèêëà ÷åðåç
áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ïðîèëëþñòðèðóéòå ïåðåõîä íà èòåðàöèîííûõ
äèàãðàììàõ.

2. Èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �4.
Êóñî÷íî-ãëàäêèå äèñêðåòíûå ìîäåëè èìïóëüñíûõ ñèñòåì

Ðàññìîòðèòå ìîäåëü ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíî-èìïóëüñíîé
ìîäóëÿöèåé

ẋ = −λx.

Çäåñü x(t) èìåþò ñêà÷êè â ìîìåíòû âðåìåíè tk, k > 0:

x(t+k ) = x(t−k ) + b · F (x(t−k )), tk+1 = tk + Φ(x(t−k )),
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ãäå F (x), Φ(x) êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè [3]:

F (x) =


F1, 0 6 x < ∆1,

−aFx+ bF, ∆1 6 x < ∆2,

F2, x > ∆2,

Φ(x) =


Φ1, 0 6 x < ∆1,

−aΦx+ bΦ, ∆1 6 x < ∆2,

Φ2, x > ∆2.

aF =
F2 − F1

∆2 −∆1
, aΦ =

Φ2 − Φ1

∆2 −∆1
, bF =

F1∆2 − F2∆1

∆2 −∆1
, bΦ =

Φ1∆2 − Φ2∆1

∆2 −∆1
.

Ïàðàìåòðû: ∆1 = 1.5; ∆2 = 4; F1 = 3.0; F2 = 5.0; Φ1 = 60.0; Φ2 = 100.0;
1 < b < 10; 0.003 < λ < 0.038.

1. Ïîñòðîéòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü â ôîðìå êóñî÷íî-ãëàäêîãî îòîáðà-
æåíèÿ [9,10].

xk+1 = Q(xk), xk = x(t−k ), Q(x) =


QL(x), 0 6 x < ∆1,

QM(x), ∆1 6 x < ∆2,

QR(x), x > ∆2,

ãäå QL, QM, QR � ãëàäêèå ôóíêöèè.
2. Ñîñòàâüòå àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà ñ îäíèì èìïóëü-

ñîì íà ïåðèîäå.
3. Ñîñòàâüòå àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè-

÷åñêîãî ðåæèìà ñ îäíèì èìïóëüñîì íà ïåðèîäå.
4. Îïðåäåëèòå õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïðîèëëþñòðèðóéòå ðåøå-

íèå çàäà÷è íà èòåðàöèîííûõ äèàãðàììàõ.
5. Ðàññ÷èòàéòå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó ïðè âàðèàöèè λ. Îáúÿñíèòå,

÷òî ïðîèñõîäèò ïðè íàñûùåíèè ìîäóëÿòîðà.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �5.
Äèñêðåòíûå ìîäåëè øèðîòíî-èìïóëüñíûõ ñèñòåì

1. Ïîñòðîéòå ñòðîáîñêîïè÷åñêîå îòîáðàæåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ øèðîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé âòîðîãî ðîäà
(ØÈÌ-2), íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé
ôóíêöèåé (11). Îïèñàíèå ØÈÌ-2 è ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ïðè-
âåäåíû â [9,10]. Ïàðàìåòðû òå æå ñàìûå, ÷òî è äëÿ ìîäåëè (12) ñèñòåìû ñ
ØÈÌ-1.

2. Ñîñòàâüòå àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà ñ îäíèì èìïóëü-
ñîì íà ïåðèîäå (1-öèêëà èëè íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ).

22



3. Ñîñòàâüòå àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè-
÷åñêîãî ðåæèìà ñ îäíèì èìïóëüñîì íà ïåðèîäå. Ðàññ÷èòàéòå îáëàñòü óñòîé-
÷èâîñòè 1-öèêëà ïî êîýôôèöèåíòó óñèëåíèÿ α.

4. Ðàññ÷èòàéòå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó ïðè âàðèàöèè êîýôôèöèåí-
òà óñèëåíèÿ α. Îïðåäåëèòå, êàê ìåíÿåòñÿ äèíàìèêà ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè
1-öèêëà. Ïðîèëëþñòðèðóéòå ïåðåõîä íà èòåðàöèîííûõ äèàãðàììàõ.
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