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Цель работы: изучить связь многокритериального описания 

системы предпочтений лица, принимающего решение (ЛПР), и 

языка бинарных отношений. 

Теоретическая часть. 

1. Однокритериальный выбор 

Пусть Y – множество исходов в задаче принятия решений. 

Предположим, что каждый исход оценивается действительным 

числом из множества значений шкалы критерия в соответствии с 

отображением: 

f :Y→R, 

где f – целевая функция (критерий качества, критериальная функ-

ция, показатель эффективности, критерий оптимальности).  

Будем считать, что для ЛПР исход yi предпочтительнее исхода 

yj, если yi имеет не меньшее или большее значение  критерия каче-

ства f, чем yj:  

f(yi) ≥ f(yj) или f(yi) > f(yj). 

Фактически на множестве исходов Y задаются бинарные от-

ношения нестрого порядка R1 и строгого порядка R2.  Точки макси-

мума функции f(y) из Y образуют множество максимальных эле-

ментов 
nRMax Y  в модели  < Y, Rn >  (n=1,2). 

 Очевидно, что множество максимальных элементов из Y по 

бинарному отношению Rn (n=1,2) внешне устойчиво в Y. Следова-

тельно, для заданной выше системы предпочтений ЛПР задача оп-

тимального выбора сводится к задаче построения ядра бинарного 

отношения  нестрого порядка или  бинарного отношения  строгого 

порядка.  
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2. Многокритериальный выбор 

Предположим, что каждый исход оценивается несколькими 

числовыми показателями качества f1(y), f2(y),…, fm(y) со значения-

ми из множества значений шкалы соответствующего критерия, т.е.:   

fk: Y→R,  k=1,2,...,m. 

Будем считать, что для ЛПР исход yi предпочтительнее исхода 

yj, если вектор показателей качества f(yi)=(f1(yi), f2(yi),…, fm(yi)) ис-

хода yi доминирует  вектор показателей качества              

f(yj)=(f1(yj), f2(yj),…, fm(yj)) исхода yj :  

fk(yi) ≥ fk(yj), k=1,2,...,m,  и fl(yi) > fl(yj) хотя бы для одного номера 

k=l. 

 В этом случае отношение доминирования называется отноше-

нием Парето (RP). 

Аналогично, для ЛПР исход yi предпочтительнее исхода yj, ес-

ли вектор показателей качества f(yi)=(f1(yi), f2(yi),…, fm(yi)) исхода yi 

строго доминирует  вектор показателей качества f(yj)=(f1(yj), 

f2(yj),…, fm(yj)) исхода yj :  

fk(yi) > fk(yj),  k=1,2,...,m. 

В этом случае отношение доминирования называется отноше-

нием Слейтера (RS). 

Дадим ряд необходимых определений [3]. 

Определение 1. 

Если для некоторого исхода  у0Y  не существует исхода  у из 

множества Y, что (у, y0)  RP, то тогда исход y0 называется эффек-

тивным, или оптимальным по Парето решением многокритериаль-

ной задачи    fk(y) → max,  k = 1,2,..., m;  у Y. 
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Обозначим через   P(Y)  множество всех эффективных элемен-

тов множества Y (множество Парето). 

Пусть P(f) образ множества  P(Y) в пространстве критериев  

Rm, где f=(f1,f2,…,fm).  Множество  P(f)=f(P(Y))  называется множе-

ством эффективных оценок (множество Парето в пространстве кри-

териев). Множество P(f) состоит из недоминируемых  векторов по-

казателей качества, несравнимых между собой. 

Определение 2. 

Исход  у'Y называется слабо эффективным решением много-

критериальной задачи, или оптимальным по Слейтеру решением,  

если не существует исхода  у из множества Y, что       (y, у')  RS. 

Обозначим через   S(Y)  множество всех слабо эффективных 

элементов множества Y. Очевидно, что  P(Y)  S(Y). 

Пусть S(f) образ множества  S(Y) в пространстве критериев.    

S(f)=f(S(Y)) - множество слабо эффективных оценок. Как и ранее, 

множество S(f) состоит из недоминируемых  векторов показателей 

качества, несравнимых между собой. 

Аналогично однокритериальной задаче выбора, в многокрите-

риальной задаче выбор оптимального элемента необходимо произ-

водить в ядре отношения Парето (Слейтера), которое совпадает с 

множеством эффективных элементов P(Y) (слабо эффективных 

элементов S(Y)).  Выбор оптимального элемента в ядре отношения  

требует уточнения используемой информации о системе предпо-

чтений пользователя. 

Выбор в качестве лучших слабо эффективных элементов S(Y)   

множества Y при решении задач многокритериальной оптимизации 

на практике встречается реже, чем выбор эффективных элементов 

P(Y). 



 6 

Отметим также, что в однокритериальных и многокритери-

альных задачах принятия решений возможны различные системы 

предпочтений ЛПР, выраженные на языке бинарных отношений. 

Практическая часть. 

1. Построить отношение Парето RP  и его граф для случая двух 

показателей качества f1 и f2 на множестве исходов  

Y   { у1, у2,…, у7 } (образы исходов yi изобразить на плоско-

сти). 

2. Найти ядро отношения Парето на Y. 

3. Построить отношение несравнимости RН. 

4. Построить отношение Слейтера  RS и его граф. 

5. Найти ядро отношения Слейтера на Y. 

 

Решение.   

Изобразим образы исходов  yi  в пространстве (рис. 1):  

 

Рис. 1. Образы исходов 
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1. Используя определение доминирования по Парето, построим 

отношение RP и его граф (рис. 2): 

RP = {(у2, у1), (у3, у1), (у4, у1), (у5, у1), (у6, у1), (у7, у1), (у3, у2), (у4, у2), 

(у5, у2), (у4, у3), (у5, у6), (у4, у7), (у5, у7), (у6, у7)} – отношение Парето.     

 

Рис. 2. Граф отношения Парето 

2. Определим множество максимальных элементов по Парето: 

PRMax Y   {у4, у5} – множество максимальных элементов. 

Следует отметить, что наилучшие элементы в данном случае 

отсутствуют, а множество 
PRMax Y - внешне устойчиво, т.к. из вер-

шин графа, представляющих множество максимальных элементов, 

существуют ребра во все остальные вершины графа.  Следователь-

но,  
PRMax Y  является ядром отношения Парето (рис. 2). 

3. Построим отношение несравнимости  RН:  

RН = {(у2, у6), (у2, у7), (у3, у5), (у3, у6), (у3, у7), (у4, у5), (у4, у6), …}. 

Отношение несравнимости в многокритериальных задачах яв-

ляется симметричным,  но  не является транзитивным. 
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4. С помощью аналогичных действий построим отношение 

Слейтера RS и его граф (рис. 3): 

RS = {(у2, у1), (у3, у1), (у4, у1), (у5, у1), (у3, у2), (у4, у2), (у4, у3), (у4, у7), 

(у5, у7)} – отношение Слейтера.     

 

 

 

Рис. 3. Граф отношения Слейтера 

 

5. Определим множество максимальных элементов по Слейтеру: 

SRMax Y { у4, у5, у6} – множество максимальных элементов. 

Множество 
SRMax Y  –  внешне устойчиво, т.к. из вершин гра-

фа, представляющих множество максимальных элементов, суще-

ствуют ребра во все остальные вершины графа,  а  следовательно  
  
 

SRMax Y  является ядром. 
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Вопросы для самопроверки. 

1. Однокритериальный и многокритериальный выбор. 

2. Отношения Парето и Слейтера. 

3. Связь критериального языка описания выбора и языка би-

нарных отношений. 
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