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Цель работы: изучить возможность применения преобразова-

ния Фурье и дискретного преобразования Фурье к решению задач 

спектрального анализа, получить практику по математическому мо-

делированию сигналов и их спектров в среде MatLab, исследовать 

влияние формы импульса на спектр. 

Теоретическая часть 

1 Преобразование Фурье 

 Рассмотрим произвольный аналоговый сигнал x(t). Аналого-

вый сигнал – это функция, определенная для каждого значения аргу-

мента. Чаще всего аргументом является время, поэтому будем счи-

тать, что   x(t) – зависимость от времени. Кроме временного пред-

ставления сигнала, где сигнал есть функция времени x(t), использу-

ется также спектрально-частотное представление сигнала, в котором 

сигнал может быть однозначно представлен некоторой  функцией ча-

стоты S(ω). Функции x(t) и S(ω) связаны  преобразованием Фурье: 

( ) ( ) i tS x t e d t






  , (1) 

1
( ) ( )

2

i tx t S e d 






  , (2) 

где ω – круговая частота. 

Выражение (1) называется прямым преобразованием Фурье, а 

выражение (2) – обратным преобразованием Фурье. Функция  часто-

ты S(ω) – спектр сигнала x(t). Иногда ее называют также спектраль-

ной плотностью. 

В общем случае функция S(ω) принимает комплексные значе-

ния  и может быть представлена в виде: 

( )( ) ( ) iS A e    , (3) 

где ( ) ( )A S   и ( ) arg( ( ))S    –  (4)  
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амплитудный и фазовый спектры функции x(t) соответственно. 

Если сигнал x(t) действительная функция, то для спектра S(ω) 

выполняются следующие соотношения: 

( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ).

S S

A A

 

     

 

    
 (5) 

Здесь  S*(ω) – величина, комплексно сопряженная к S(ω). Из 

соотношений (5) следует, что амплитудный спектр действительного 

сигнала  – четная функция, а фазовый спектр – нечетная функция. 

Если сигнал – действительная четная функция, т.е. 

( ) ( )x t x t  , (6) 

то его спектр  S(ω) – также действительная четная функция: 

( ) ( ).S S    (7) 

Если сигнал – действительная нечетная функция, т.е. 

( ) ( )x t x t   , (8) 

то его спектр  S(ω) – чисто мнимая нечетная функция: 

( ) ( ),S S     (9) 

Рассмотрим примеры вычисления спектра для некоторых  сиг-

налов. 

1.1 Прямоугольный импульс 

Прямоугольный,  центрированный относительно начала отсчета 

времени, импульс  длительности  : 

1, / 2,
( )

0, / 2.

t
x t

t





 
 


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Для спектра  S()  будем иметь: 

/2

/2

( / 2)
( ) ( )

/ 2

i t i t sin
S x t e d t e d t


 




 



 
 

 

    . 

На рисунках 1-3 представлены графики  прямоугольного им-

пульса и его амплитудного и фазового спектров. 

 

 

Рисунок 1– Прямоугольный импульс 

 



 6 

Rectangular pulse AFC

-4/ -2/ 0 2/ 4/ 

A()



 

Рисунок 2 – Амплитудный спектр прямоугольного импульса 

Rectangular pulse PFC

-4/ -2/ 0

2/ 4/



()



-

 

Рисунок 3 – Фазовый спектр прямоугольного импульса 

Т.к. сигнал – действительная четная функция, то амплитудный 

спектр – четная функция, а фазовый спектр – нечетная функция. 

Можно также заметить, что амплитудный спектр имеет лепест-

ковый вид (рис. 2): главный лепесток с примыкающими к нему боко-
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выми лепестками. Ширина главного лепестка  
2




    обратно 

пропорциональна длительности импульса.  

Спектр данного сигнала постепенно затухает, занимая весь диа-

пазон частот. При лепестковом виде спектра вводится понятие его 

эффективной ширины, за которую принимают ширину главного ле-

пестка.  

Определим базу сигнала как произведение эффективной шири-

ны спектра  на его длительность  : 
B     . 

В случае прямоугольного импульса  2B  . 

Длительность сигнала и ширина его спектра подчиняются соот-

ношению неопределенности: для любого сигнала база сигнала не 

может быть меньше единицы. Ограничений максимального значения 

базы сигнала не существует. 

Можно сформировать сигнал большой длительности, имеющий 

и широкий спектр. Короткий сигнал с узким спектром, согласно со-

отношению  неопределенности, существовать не может. 

1.2 Односторонний экспоненциальный импульс 

Односторонний экспоненциальный импульс: 

, 0,
( )

0, 0,

ate t
x t

t

 
 


 

где a > 0 – произвольное положительное число.  

Для спектра  S()  будем иметь: 

0

1
( ) at i tS e e d t

a i





  

 . 

На рисунках 4-6 представлены графики одностороннего экспо-

ненциального импульса и его амплитудного и фазового спектров. 
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Рисунок 4 – Односторонний экспоненциальный импульс 

Exponential pulse AFC

0 2 4 6 8-2-4-6-8-10 /a

A()

1/a

1/5a

 

Рисунок 5 – Амплитудный спектр одностороннего                             

экспоненциального импульса 
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Рисунок 6 – Фазовый спектр одностороннего                            

экспоненциального импульса 

Односторонний экспоненциальный импульс имеет бесконечную 

протяженность во временной и частотной областях. Если определить 

его эффективную длительность  по уровню  1/e  от максимума, то 

для  получим: 

1

a
  . 

Аналогично определим эффективную ширину спектра по уров-

ню 0,1 от максимума. Из графика видно, что эта ширина приблизи-

тельно составляет:  

10a  . 

В этом случае база одностороннего экспоненциального импуль-

са  равна: 

10B      . 
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1.3 Гармонический сигнал 

a) Рассмотрим гармонический сигнал: 

1( ) ( )x t cos t . 

Для спектра  S()  будем иметь: 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )i tS cos t e d t       






     , 

где  
1

( )
2

i te d t 






   – дельта-функция. 

Сигнал 1( ) ( )x t cos t – действительная четная функция, по-

этому его спектр  S(ω) – также действительная четная функция,  

график которой представлен  на рисунке 7.  

 

 

Рисунок 7 –  Спектр гармонического сигнала 

b) Рассмотрим гармонический сигнал: 

1( ) ( )x t sin t . 

Для спектра  S()  будем иметь: 

  π 

-ω 

 

 
0 ω  

ω 

    S(ω) 

  

1 1 
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 1 1( ) ( ) ( )S i           . 

Сигнал 1( ) ( )x t sin t – действительная нечетная функция, 

поэтому его спектр  S(ω) – чисто мнимая нечетная функция,  график 

мнимой части которой представлен  на рисунке 8.  

 

Рисунок 8 – Мнимая часть спектра гармонического сигнала 

Любой периодический сигнал, разлагаемый в ряд Фурье,  есть 

сумма синусов и косинусов с разными частотами и амплитудами. 

Поэтому спектр любого периодического сигнала есть сумма дельта-

функций с соответствующими частотами и амплитудами. 

2 Дискретное преобразование Фурье 

Рассмотрим дискретный сигнал x(t). Под дискретным сигналом 

понимаем  последовательность чисел, являющихся значениями ис-

ходного физического сигнала в отдельные (дискретные) моменты 

времени и называемых отсчетами сигнала. Отсчеты берутся через 

равные промежутки времени T (T – интервал дискретизации). 

Для анализа спектра  дискретного сигнала воспользуемся дис-

кретным преобразованием Фурье (ДПФ). Последовательности из  N 

отсчетов сигнала {x(n)}, n=0,1,…, N-1 ставится в соответствие по-

  π 

-ω 
1 

0 ω 1 

ω 

Im(S(ω)) 

 -π 
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следовательность из N комплексных чисел {X(k)}, k=0,1,…, N-1  по 

формуле  прямого дискретного преобразования Фурье (ДПФ): 

21

0

( ) ( ) , 0,1,..., 1.
N i kn

N

n

X k x n e k N

 



     (10) 

Обратное дискретное преобразование Фурье (ОДПФ) задается 

формулой: 

21

0

1
( ) ( ) , 0,1,..., 1.

N i kn
N

k

x n X k e n N
N





     (11) 

ДПФ представляет собой дискретные отсчеты спектра дискрет-

ного сигнала, соответствующие частотам /n dn N  , где круго-

вая частота дискретизации ωd = 2π / T.  

Поскольку вычисление ДПФ требует порядка N2 операций 

умножения и   сложения, то на практике используют алгоритмы 

быстрого преобразования Фурье (БПФ), которые позволяют суще-

ственно уменьшить количество выполняемых операций.   При       N 

= 2 k число требуемых для вычисления ДПФ пар операций умноже-

ние-сложение может быть сокращено до числа, приближенно равно-

го  N log2N. 

Практическая часть 

Рассмотрим применение программы Signal Processing Tool 

(SPTool)  из состава программного комплекса MatLab для решения 

задач спектрального анализа дискретных сигналов. Вызов програм-

мы SPTool осуществляется с помощью команды sptool, вводимой в 

основном командном окне системы MatLab, как это показано на ри-

сунке 9. 
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Рисунок 9 – Запуск программы SPTool 

В результате введенной команды на экране компьютера отобра-

зится окно для работы с программой  SPTool, представленное на ри-

сунке  10. 

 

 

Рисунок 10 – Главное окно программы SPTool 

Главное окно программы SPTool состоит из строки меню и трех 

списков: Signals (Сигналы), Filters (Фильтры) и Spectra (Спектры). 
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Список Signals предназначен для просмотра сигналов, Spectra – для 

расчета и просмотра спектров сигналов.  

Для того, чтобы обрабатывать какие-либо сигналы с помощью  

SPTool, необходимо сформировать  эти  сигналы, а затем импортиро-

вать полученные векторы значений этих сигналов в программу  

SPTool.  

Допустим, что мы сформировали сигнал x(t) в  MatLab:  
t=0 : 0.01 : 50;  

x=0.6*sin(pi*t/7)+0.4*sin(pi*t/5) 

В результате в рабочем пространстве MatLab появился   вектор 

x. Импортируем его в программу SPTool.  

Выберем меню File окна  SPTool. В результате появляется до-

полнительное подменю (рис. 11), одним из разделов которого являет-

ся Import.  

 

Рисунок 11 – Меню File 

Выбор этого раздела приводит к появлению нового окна Import to 

SPTool, представленного на рисунке 12. 
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Рисунок 12 – Окно  Import to SPTool 

В разделе Source (Источник)  этого  окна указано место хранения 

загружаемого сигнала - рабочее пространство MatLab, так как  акти-

вирован переключатель From Workspace (Из рабочего пространства). 

Поэтому  все  имена  переменных  рабочего  пространства  представ-

лены  в списке  Workspace Contents (Содержимое рабочего простран-

ства). Выберем  необходимую переменную и  затем нажмем на кноп-

ку со стрелкой, указывающей на поле  Data. После этого в поле Data  

появится имя выбранной переменной. 

В поле Sampling Frequency (Частота дискретизации)   записыва-

ется  значение частоты дискретизации. Фактически этим параметром 

задается  временной  промежуток  T  между  отдельными  значения-

ми  выбранного вектора сигнала.  

В поле Name (Имя) вводится имя, под которым вектор сигнала 

будет записан в программе  SPTool.  

На рисунке 12 представлен результат выбора переменной х, ко-

торая будет записана в  SPTool под тем же именем с частотой дис-

кретизации 100 Гц, т.е. с интервалом дискретизации равным  0,01 с. 

После  этого  следует  нажать    на  кнопку <OK>  внизу  окна,  

и  импорт  сигнала  в  программу    SPTool   будет  произведен. Далее  

появится окно   SPTool (рис. 13). 
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Рисунок 13 –  Окно SPTool с импортированным сигналом 

В списке Signals появилась запись имени вектора сигнала и ак-

тивизировалась кнопка View (Просмотр)  под  этим  списком.  Кроме  

того,  станет  активной  и  команда Create (Создавать)  под  списком 

Spectra. Это  означает,  что можно просматривать график импортиро-

ванного сигнала, а также рассчитывать оценку спектра сигнала. Ана-

логично, можно импортировать в программу SPTool и другие сигна-

лы. 

Если векторы сигналов записаны в MAT-файл, то для их импор-

та необходимо, после  вызова окна  Import to SPTool,  активизировать  

в нем переключатель  From disk (С диска).  В  результате станет до-

ступным поле ввода MAT-file Name (Имя МАТ-файла) и кнопка 

Browse (Пролистать).  Записывая  в  первое из них  имя  необходимо-

го МАТ-файла  или отыскивая МАТ-файл при помощи Browse, вновь 

вызываем в списке  File Contents (Содержимое файла) его содержи-

мое. Последующие действия аналогичны ранее  рассмотренным.  

Для просмотра графика сигнала нужно выделить сигнал в спис-

ке Signals и нажать на кнопку View. Появиться окно Signal Browser, 

показанное на рисунке 14. 
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Рисунок 14 –  Окно просмотра сигналов 

В данном окне выводятся два графика. Нижний график пред-

ставляет панораму всего сигнала. Верхний график  показывает лишь 

фрагмент сигнала. В заголовке графиков указываются  имя сигнала, 

размерность соответствующего вектора и частота дискретизации.  

Кнопка Line Properties  панели инструментов окна  Signal 

Browser позволяет изменять цвета кривых, изображаемых в окне 

графиков.   

Кнопка панели инструментов Vertical markers with Tracking 

обеспечивает возможность получения значений аргумента и сигнала 

в двух точках графика.  Эти  точки  определяются  пересечением 

графика сигнала с  двумя  вертикальными  линиями.  

 Для  вычисления спектра сигнала достаточно  в списке Signals 

выделить тот сигнал, оценку спектра которого необходимо получить, 

и нажать на кнопку Create, расположенную под списком Spectra. При 

этом на экране появится новое окно  Spectrum Viewer (Обозреватель 

спектра), представленное на рисунке 15.  
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Рисунок 15 – Окно Spectrum Viewer 

 

Программа SPTool позволяет использовать различные методы 

спектрального анализа.  Для Фурье-анализа спектра сигнала в разде-

ле Parameters (Параметры) в поле Method (Метод) выбрать FFT 

(БПФ). В поле Nfft указать число точек ДПФ. Произведя настройку 

параметров анализа нажать на кнопку Apply (Применить). В меню 

Options (Опции) можно указать дополнительные настройки отобра-

жения спектра. 

Кнопки панели инструментов позволяют выполнять те же опе-

рации, что и применительно к просмотру графиков. 
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Вопросы для самопроверки 

1. Формулы преобразования Фурье. 

2. Амплитудный и фазовый спектры аналогового сигнала. 

3.  Четность и нечетность спектра действительного сигнала. 

4.  База сигнала. 

5. Дельтаобразный характер спектра гармонических сигналов.  

6. Формулы дискретного преобразования Фурье. 

7.  Вычисление спектра дискретного сигнала с помощью ДПФ. 

8.  Повышение спектрального разрешения ДПФ. 

9. Растекание спектра. 
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