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Лабораторная работа № 1
Аппроксимация функций

Методом наименьших квадратов найти коэффициенты

аппроксимирующего многочлена первой степени для опытных данных,

заданных в виде таблицы. Оценить относительную погрешность

аппроксимации. Построить график аппроксимирующей функции и опытные

данные.

i ix  iy

2N

i ix  iy

1 1,0 0,1 1 0,5 0,5

2 1,5 1,7 2 1,5 0,5

3 2,0 8,7 3 2,5 1,5

4 2,5 10 4 3,5 2,5

i ix  iy

4N

i ix  iy

1 0,1 1,0 1 0 20

2 0,2 1,5 2 10 10

3 0,3 2,5 3 20 0

4 0,4 4,0 4 30 30

i ix  iy

6N

i ix  iy

1 1,0 0,6 1 0 5,0

2 2,0 0,7 2 0,2 3,0

3 3,0 0 3 0,4 1,0

4 4,0 0,2 4 0,6 5,0

i ix  iy

8N

i ix  iy

1 0,5 0,8 1 0 2,0

2 1,5 0,5 2 0,1 0

3 2,5 0 3 0,2 2,0

4 3,5 0,7 4 0,3 4,0

i ix  iy

10N

i ix  iy

1 0 10 1 1,5 10

2 1,0 20 2 2,5 7

3 2,0 35 3 3,5 5

4 3,0 50 4 4,5 2

1N

3N

5N

7N

9N



 

 

 

 

Пример выполнения 

Используя метод наименьших квадратов, найти коэффициенты 

аппроксимирующего многочлена первой степени для опытных данных, 

заданных таблицей 

Вычислить относительную погрешность аппроксимации. Построить 

график аппроксимирующей функции и опытные данные. 

i ix  iy  

1 1,5 4 

2 2,0 0 

3 2,5 3,5 

4 3,0 6,5 

Решение. Составим расчетную таблицу, в которую внесем исходные данные: 

 

N  ix  2
ix  iy  ii yx  iŷ  ii yy ˆ  

i

ii

y

yy ˆ
 

1 1,5 2,25 4,0 6,0 3,75 0,25 0,06 

2 2,0 4,00 0 0 0,25 0,25  

3 2,5 6,25 3,5 8,75 3,25 0,25 0,07 

4 3,0 9,00 6,5 19,50 6,75 0,25 0,04 

  9,0 21,50 6,0 22,25    

n
  2,25 5,375 1,5 5,563    

 

Сформируем систему уравнений 









563,5375,525,2

,5,125,2

10

10

aa

aa
 

Решим эту систему 

10 25,25,1 aa  , подставим во второе уравнение системы 

,563,5375,5)25,25,1(25,2 11  aa  

,563,5375,50625,5375,3 11  aa  

00,7188,23125,0 11  aa  

.25,1425,1400,725,25,1 00  aa    

Таким образом, аппроксимирующей многочлен имеет вид: 

xy 00,725,14ˆ  . 



Вычислим значения iŷ  и занесем их в расчетную таблицу. Построим 

график аппроксимирующей функции  
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Лабораторная работа № 2
Методы решения нелинейных уравнений

Графически отделить указанные корни уравнений. Найти с точностью
5

10


  все корни уравнений, пользуясь методом секущих (1), методом

Ньютона (2), либо методом итераций (3).

1. 0,0cos
2

 xxx   (1)

2. ,0cos
2

 xx  все корни   (2)

3. ,05,0)1(
2


x

ex   все корни (3)

4. 0,0)1(
2




xex
x

 (1)

5. 0,02
2




xxe
x

  (2)

6. ,0
2

cos2 



x

x все корни  (3)

7. 0sin
2

 xx , все корни  (1)

8. 0
2

cos2 



x

x , первый положительный корень  (2)

9. ,0
4

3 



x

tgx   первый положительный корень  (3)

10. 0,0cos
22

 xxx   (1)



Пример выполнения 

Графически отделить корни уравнения .0,0
1

1  x
x

x  Найти с 

точностью 
5

10


  все корни уравнений, пользуясь методом секущих, либо 

методом Ньютона, либо методом итераций. 

Решение. Преобразовав исходное уравнение в виде ,0,
1

1  x
x

x  

построим по точкам левую и правую части уравнения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Из построения видно, что корень один ]9,0;7,0[*x . 

1. Уточним значение корня, используя метод секущих. Запишем 

,
1

1)(
x

xxf   проведя процедуру отделения корня,  нашли ,7,0a  

9,0b , .267,0)9,0()(;125,0)7,0()(  fbffaf  

Найдем вторую производную: 
22/1

)1(5,0)(


 xxxf , 

);2)1(25,0()(
32/3 

 xxxf  в промежутке ]9,0;7,0[  выполняется 

неравенство 0)(  xf , поэтому используем формулу (при 0)()(  afaf ), 

приняв 9,0
0

 bx ,     )(
)()(

)(
1

ax
xfaf

af
ax

i
i

i






.     

 Все вычисления сведем в табл.1. 

                                                                                             Таблица 1 

i i
x  )(

i
xf  )( ax

i
  

0 0,9 0,267 0,2 

1 0,76377 0,01877 0,06377 

2 0,75544 0,00120 0,05544 

3 0,75491 0,00007 0,05491 

4 0,75487 0,000003  

Получим значение 75487,0*x . 

1 2 3 х х* 

y 

1 

2 
1

1
 xy  

0,
1

2
 x

x
y  



2. Решим эту же задачу методом Ньютона. В качестве исходных 

данных будем использовать результаты предыдущего расчета. Имеем: 

,9,0;7,0  ba  ;125,0)7,0( f  ;267,0)9,0( f  0)7,0( f . 

Будем использовать формулу: 
)(

)(

1
i

i
ii xf

xf
xx





,  в качестве начальной 

точки возьмем ax 
0

, т.к. 0)()(  afaf . Предварительно определим 

значение  

42430,2
7,0

1

17,02

11

12

1
)7,0(

22








xx
f . 

Расчеты сведем в табл.2. 

                                                                                  Таблица 2 

i i
x  )(

i
xf  

0 0,7 0,125 

1 0,75156 0,00710 

2 0,78085 0,05382 

3 0,75864 0,00800 

4 0,75534 0,00099 

5 0,75493 0,00012 

6 0,75488 0,00001 

 

Получили  75488,0*x . 

Примечание: В расчетах использовали постоянное значение первой 

производной .42430,2)7,0( f  

 

3. Решим задачу методом простой итерации, приведя уравнение к виду, 

удобному для итераций. Функция ;
1

1)(
x

xxf    ]9,0;7,0[*x ; 

4243,2)7,0()(
max

 fxf . Функцию )(x  найдем из соотношения 

kxfxx /)()(  , считая для улучшения сходимости 
max

)(5,0|| xfk  , знак 

k возьмем таким же, что и знак )(xf   в промежутке ]9,0;7,0[ . 

.212,14243,25,0 k  Принимаем 5,1k . Тогда  

                       









x
xxxfxx

1
167,05,1/)()( . 

За начальное приближение возьмем 7,0
0
x ,  все остальные 

приближения определим по формуле 

















i

iii x
xxx

1
167,0

1
. 



Расчеты сведем в табл.3 

                                                                       Таблица 3 

 

 

Получили на 11-й итерации 75487,0*x , что совпадает с расчетами 

другими методами. 

 

i i
x  

1
)(




ii
xx  

0 0,7 0,78357 

1 0,78357 0,74384 

2 0,74384 0,75980 

3 0,75980 0,75280 

4 0,75280 0,75577 

5 0,75577 0,75449 

6 0,75449 0,75504 

7 0,75504 0,75481 

8 0,75481 0,75490 

9 0,75490 0,75486 

10 0,75486 0,75488 

11 0,75488 0,75487 



Лабораторная работа № 3
Численное интегрирование

Вычислить интеграл с использованием указанной в задании

квадратурной формулы, при этом на всем отрезке интегрирования

первоначально использовать пять узлов. Уточнить значение интеграла и

оценить погрешность результата методом двойного пересчета.

1. ,
2

2

2

1
4

2
dx

x
x 








 метод трапеций.           Ответ: 5,2500.

2.  dxx
4

1

,                          метод Симпсона.         Ответ: 4,6667.

3.  


3

1 ln1

e

xx

dx
,                   метод трапеций.          Ответ: 2,0000.

4. ,coscos

2/

2/

3
dxxx





 метод Симпсона.         Ответ: 1,3333.

5.  


4

0 121 x

dx
,                  метод трапеций.          Ответ:

3068,1)2ln2(  .

6.  dxx 

2

0

2
4 ,                   метод Симпсона.        Ответ: 3,1416.

7.  


5

0 132 xx

dx
,                метод трапеций.          Ответ: 0,9437.

8.  dx
x

x




9

4 1
,                      метод Симпсона.        Ответ: 8,3863.

9.  


9

4
32

)1( x

xdx
,                      метод трапеций.         Ответ: 0,1875.

10. dx
x

x




9

0 1
,                     метод Симпсона.        Ответ: 5,7726.

Пример выполнения



Вычислить dx
x

x 









4

1

3
2  с использованием квадратурной формулы, 

указанной в задании, первоначально взяв пять узлов. Уточнить значение 

интеграла и оценить погрешность результата методом двойного пересчета. 

Решение. Определяем координаты узлов при 4n  

;75,0
4

14








n

ab
x  ;0,1

0
 ax  0,4,...,75,1

01
 bxxxx

n
. 

x
xxf

3
2)(  . Вычислим значения подынтегральной функции в узлах 

интегрирования (табл.1) 

Таблица 1 

i  0 1 2 3 4 

i
x  1,0 1,75 2,5 3,25 4,0 

i
y  5,0 5,76779 6,89737 8,16410 9,5 

 

1. Вычислим интеграл методом трапеций 

.05945,21)82926,20)5,90,5(5,0(75,0
2

1

1

0

















 





n

i
i

n
n

y
yy

xI  

Удвоим количество узлов 8n ; ,375,0
8

14



x  0,1

0
 ax ;  

.0,4;...,375,1
801
 xxxxx

n
 

Вычислим значение функции в узлах интегрирования (табл.2) 

Таблица 2 

i  0 1 2 3 4 5 6 7 8 

i
x  1,0 1,375 1,75 2,125 2,5 2,875 3,25 3,625 4,0 

i
y  5,0 5,30841 5,76779 6,30798 6,89737 7,51930 8,16410 8,82567 9,5 

 

Вычислим интеграл    01523,21)79062,48)5,90,5(5,0(375,0
2/


n

I . 

Оценим погрешность результата 

,0029,0
15

01523,2105945,21

15

||
2/








nn

n

II
R  

таким образом, в последнем результате верными надо оставить два 

знака, 

01,21
3

2

4

1









 dx

x
x . 

20,82926 

48,79062 



2. Вычислим интеграл методом Симпсона. 

Решение. Определим координаты узлов при 4n  

.0,4,...,75,1;0,1;75,0
4

14
010







 bxxxxax
n

ab
x

n

 

x
xxf

3
2)(  . Вычислим значения подынтегральной функции в узлах 

интегрирования (табл.3) 

Таблица 3 

i  0 1 2 3 4 

i
x  1,0 1,75 2,5 3,25 4,0 

i
y  5,0 5,76779 6,89737 8,16410 9,5 

 

Вычислим интеграл по формуле Симпсона 

.00557,21)5,989737,62)16410,876779,5(40,5(
3

75,0

)424(
3

75,0
3210




nn

yyyyyI

 

Удвоим количество узлов ;8n  375,0
8

14



x , ;0,10  ax  

0,4,...,375,1 81  xxx n . Вычислим значения )(xf  в узлах (табл. 4) 

Таблица 4 

i  0 1 2 3 4 5 6 7 8 

i
x  1,0 1,375 1,75 2,125 2,5 2,875 3,25 3,625 4,0 

i
y  5,0 5,30841 5,76779 6,30798 6,89737 7,51930 8,16410 8,82567 9,5 

Подставим значения 
i

y  в формулу Симпсона 

   

.00049,21))16410,889737,676779,5(2

)82567,851930,730798,630841,5(45,90,5(
3

375,0

)4242424(
3

375,0
8765432102/





 yyyyyyyyyI
n

 

Оценим погрешность результата 

.0003,0
15

|00049,2100557,21|

15

||
2/








nn

n

II
R  

Таким образом, в качестве результата вычисления интеграла 

.000,21
3

2

4

1









 dx

x
x  



Лабораторная работа № 4
Методы решения дифференциальных уравнений

Методом Рунге-Кутты четвертого порядка найти частное решение

дифференциального уравнения на отрезке [a,b] с шагом 0,2.

1. .1,0,1)0(,  bayyey
x

                     Ответ: 
x

exy )1(  .

2. .1,0,0)0(),(2
2

 bayyxxy              Ответ:

2

1
2 x

exy  .

3. .2,1,0)1(,  bay
x

e
yy

x

Ответ: xey
x

ln .

4. .1,0,1)0(,
1

1

2





 bay

x

xy
y Ответ:

2
1 xxy  .

5. .2,1,1)1(,
32

2



 bay

x

xy
y Ответ: xy /1 .

6. .1,0,0)0(,2
2




bayxyxey
x

           Ответ:
2

2

2

x
e

x
y  .

7. .3,2,2ln)2(,
ln

 bay
xx

y
y Ответ: xy ln .

8. .2,1,0)1(,
)(2

4




 bay
x

yx
y Ответ: 

24
xxy  .

9. .2,1,0)1(,
)1(

2



 bay

x

xy
y Ответ:

x

x
y

ln
 .

10. .1,0,1)0(,
2

 bay
y

x
yy Ответ: 12  xy .



Пример выполнения задания 5. 

 

Методом Рунге-Кутты четвертого порядка найти частное решение 

дифференциального уравнения 
x

yx
y

1ln 
 , при начальных условиях 

;10 x  00 y  на интервале [1;2] с шагом 0,2. 

Решение. Определим число узлов и шаг интегрирования.  

Имеем: 2,0;2;1  xba  

0,2...;;2,1;1
5010
 xxxxax . 

Для расчетов будем использовать следующую формулу 

,
6

22
)(

4
)(

3
)(

2
)(

1
1

iiii

ii

kkkk
yy


  

где  

).,(

),
2

,
2

(

),
2

,
2

(

),,(

3
)(

4

2)(
3

1)(
2

)(
1

kyxxFxk

k
y

x
xFxk

k
y

x
xFxk

yxFxk

ii
i

ii
i

ii
i

ii
i















 

На первом шаге 

;2,0
1

101ln
2,0

1ln
2,0

0

00)0(

1








 














 


x

yx
k  

;1810,0
1,1

1)1,00(1,1ln
2,0

2/

1)2/()2/ln(
2,0

0

)0(

100)0(

2








 





















xx

kyxx
k

 

;1827,0
1,1

1)2/181,00(1,1ln
2,0

2/

1)2/()2/ln(
2,0

0

)0(

200)0(

3








 





















xx

kyxx
k

.1666,0
2,1

1)1827,00(2,1ln
2,0

1)()ln(
2,0

0

)0(

300)0(

4








 





















xx

kyxx
k  

                    

.18233,0
6

)1666,01827,021810,0220,0(
0

6

22
)0(

4

)0(

3

)0(

2

)0(

1
01










kkkk

yy
 

Дальнейшие расчеты проведем во вспомогательной табл.1. 



 

Таблица 1 

i  ix  iy  ),( ii yxF  )(i
ik  y  

 

0 

1,0 0 1,0 0,2 0,2 

1,1 0,1 0,9050 0,1810 0,3620 

1,1 0,090 0,4525 0,1827 0,3654 

1,2 0,1827 0,8330 0,1666 0,1666 

0y   
 y

6

1
 

0,1823 

 

1 

1,2 0,1823 0,8333 0,1667 0,1667 

1,3 0,2656 0,7667 0,1533 0,3067 

1,3 0,2590 0,7718 0,1544 0,3087 

1,4 0,3366 0,7141 0,1428 0,1428 

1y      0,1541 

 

2 

1,4 0,3364 0,7143 0,1429 0,1429 

1,5 0,4079 0,6650 0,1330 0,2660 

1,5 0,4030 0,6683 0,1337 0,2673 

1,6 0,4701 0,6249 0,1250 0,1250 

2
y   0,1335 

3 1,6 0,4699 0,6250 0,1250 0,1250 

 1,7 0,5324 0,5871 0,1174 0,2348 

 1,7 0,5287 0,5893 0,1179 0,2357 

 1,8 0,5878 0,5555 0,1111 0,1111 

3
y      0,1177 

4 1,8 0,5877 0,5555 0,1111 0,1111 

1,9 0,6433 0,5255 0,1051 0,2102 

1,9 0,6403 0,5271 0,1054 0,2109 

2,0 0,6931 0,4999 0,0999 0,0999 

4
y      0,1054 

5 2,0 0,6931    

Результаты интегрирования запишем в итоговую таблицу 2. 

Таблица 2 

i  0 1 2 3 4 5 

i
x  1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 

i
y  0,0 0,1823 0,3364 0,4699 0,5877 0,6931 
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