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1. Краткие теоретические сведения 

 

Доказано, что оптимальное решение задачи линейного 

программирования связано с угловыми точками многогранника 

решений, то есть с опорными планами, каждый из которых 

определяется системой m линейно независимых векторов jР , 

содержащихся в данной системе n21 P,...,Р,Р . Количество опорных 

планов, содержащихся в задаче, определяется числом сочетаний 
m
nС . Поэтому необходимо иметь метод, позволяющий осуществлять  

упорядоченный переход от одного опорного плана к другому, - 

алгоритм последовательного улучшения опорного плана. Такой 

алгоритм, являющийся основой современного метода, был 

опубликован в 1947г. Дж.Данцигом и получил название 

симплексного метода. Название метода возникло от термина 

"симплекс", что означает простейший многогранник n-мерного 

пространства, имеющий n+1 вершину. 

Алгоритм, реализующий этот метод, включает три этапа: 

1.  Способ определения исходного опорного решения. 

2.  Правило перехода к следующему "лучшему" опорному 

плану. 

3.  Критерий проверки оптимальности найденного решения 

или необходимости его улучшения. 

Найдем такие значения 
n21

x,...,x,x , которые обращают в 

минимум линейную форму 
nn2211

xc...xcxcZ   при условиях 

                        























.nm,n,...,2,1j,0x

bxa......xa

...................................

bxa......xa

bxa......xa

j

mnmn11m

2nn2121

1nn1111

                                     (1) 

Ограничения вида неравенств могут быть приведены к 

уравнениям введением неотрицательных переменных inx  ,  

которые называются дополнительными. В  линейную форму они 

входят с нулевыми коэффициентами. Необходимо заметить, что 

неравенства  
ijij

bxa  приводят к каноническому виду введением 
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дополнительных переменных с коэффициентом (-1), а неравенства 

 
ijij

bxa  - с коэффициентом (+1): 

     

).m,...,2,1i(bxxabxa

),m,...,2,1i(bxxabxa

n

1j
i1njij

n

1j
ijij

n

1j
i1njij

n

1j
ijij


















             (2) 

  Задача линейного программирования, в которой 

максимизируется линейная форма, может быть  приведена к задаче 

минимизации умножением всех коэффициентов jc  на (1). Таким 

образом, любая задача линейного программирования может быть 

записана в канонической форме. 

Симплекс-методом задача линейного программирования 

решается за конечное число шагов (итераций). На первом шаге 

отыскивается исходный опорный план, содержащий не более m 

ненулевых компонент, и на каждом шаге осуществляется 

нахождение нового опорного  плана со значением линейной формы 

не большим, чем у предыдущего для задачи минимизации  или  не  

меньшим – для задачи максимизации. 

При сведении задачи линейного программирования к 

каноническому виду  


)m,..,2,1i(,bxxa
iinjij

 коэффициенты 

при переменных inx   образуют систему m линейно-независимых 

векторов mn2n1n P,...,P,P  . В качестве исходного опорного плана 

принимается следующий: 
                                  ),b,...b,b,.0,...,0,0(X m21  

т.е. mmn22n11nn21 bx,...,bx,bx,0x,...,0x,0x   . 

Условия задачи можно представить в виде табл.1. 

Таблица 1 - Условия задачи 

№ Б С Р0 

1

1

Р

С

 2

2

Р

С

 

… 

j

j

Р

С

 
...

...

 n

n

Р

С

 1n

1n

Р

С





 

… 

mn

mn

Р

С





 

1 Pn+1 Cn+1 b1 a11 a12 … a1j. … a1n 1 … 0 

2 Pn+2 Cn+2 b2 а21 а22 … а2j … а2n 0 … 0 

                          
i Pn+i Cn+i bi ai1 ai2 … aij … ain 0 … 0 

                          
m Pn+m Cn+m bm am1 am2 … amj … amn 0 … 1 

m+1 x x Z0 Z1-C1 Z2-C2  Zj-Cj … Zn-Cn 0 … 0 
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Здесь столбцы: 

Б – вектора, соответствующие базисным переменным; 

СБ – коэффициенты линейной формы при соответствующих 

базисных переменных; 

Р0 – вектор-столбец свободных членов (значения базисных 

переменных опорного плана); 

mmn22n11no
bC...bCbCZ


  - значение линейной формы, 

соответствующее опорному плану; 

jP  - вектор-столбец коэффициентов при jx  в системе 

ограничений. 

Элементы (m+1)-й строки 
                 .C)aC...aCaC(CZ

jmjmnj22nj11njj



 

Первый шаг в анализе исходного опорного плана – проверка 

его на оптимальность. План является оптимальным, если в (m+1)-й 

строке отсутствуют положительные элементы (в задаче 

минимизации): 

                            mn,...,2,1j,0CZ
jj

 . 

Если же в (m+1)-й строке имеются положительные элементы, 

то это свидетельствует о возможности улучшения опорного плана. 

При переходе от одного опорного плана к другому 

осуществляют следующие вычисления: 

1. Выбирают вектор для ввода в базис, т.е. выбирают ведущий 

(разрешающий) столбец kP  среди векторов 
n21

P,...,P,P  по  правилу 

),CZ(maxCZ
jjjkk

  0CZ
jj
 . 

2. Выбирают вектор для исключения из базиса, т.е. выбирают 

ведущую (разрешающую) строку с номером   по правилу 

                        

kik

i

0a a

b

a

b
min

ik 





,   элемент ka   называется 

разрешающим. 

3. Переходят к новой симплексной таблице, соответствующей 

новому опорному плану. 

В столбцах Б, СБ, в  -й строке записывается 
k

Р   и 
k

C . новые 

элементы  -й (разрешающей) строки пересчитывают по правилу: 

            .nm,...,2,1j,
a

a
a,

a

b
b

k

/

k

/












                             (3) 
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Элементы столбца 
0

P  пересчитывают следующим образом: 

           m,...,1,1,...,2,1i,a
a

b
bb ik

k
i

/
i

 


 .                     (4) 

Аналогично пересчитывают остальные элементы матрицы 

коэффициентов и (m+1)-й строки 

                    

.a
a

a
)CZ()CZ(

),P,C(Z

m,...,1,1,...,2,1i,a
a

a

aa

ik
k

j

jj

/

jj

0Б

/

0

ik
k

j

ij

/

ij
















           (5) 

Замечания: 1.  Элемент (m+1)-й строки j столбца равен 

скалярному произведению вектора C  на jP  минус jC  

).mn,...,2,1j(   Дублирующий пересчет этих элементов по такому 

правилу позволяет контролировать правильность вычислений. 

Новый опорный план проверяют на оптимальность. План 

является оптимальным, если в (m+1)-й строке отсутствуют 

положительные элементы (в задаче минимизации): 

.mn,...,2,1j,0CZ
jj

  В случае неоптимальности расчеты 

повторяют. 

2. Если в разрешающем столбце все элементы 

,m,...,2,1i,0a ik   то линейная форма не ограничена на данном 

множестве планов. 

3. Признаком существования альтернативного оптимального 

плана является наличие в последней симплексной таблице нулевых 

элементов в (m+1)-й  

строке в небазисных столбцах. 

Альтернативный оптимальный план может быть рассчитан, 

если выбрать соответствующий столбец в качестве разрешающего 

и произвести один шаг симплексных преобразований. 
  

2 Примеры решения задач линейного программирования 

 

Производственно-экономическая ситуация задана следующей 

системой линейных ограничений 
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



















.0x,x,x,x

,10xxx3x2

,8x2xxx3

,46x7x3x7x

4321

4321

4321

4321

 

Найти максимальное значение целевой функции 
.x5x3xx2Z

4321
  

Запишем задачу в каноническом виде 

                 
















.10xxxx3x2

,8xx2xxx3

,46xx7x3x7x

74321

64321

54321

 

Преобразованную систему уравнений запишем в векторном 

виде 

       
077665544332211

PPxPxPxPxPxРxPx  , 

где 

   











































































































































10

8

46

P;

1

0

0

P;

0

1

0

P;

0

0

1

P;

1

2

7

P;

3

1

3

P;

3

1

7

P;

2

3

1

P
07654321

. 

Так как среди векторов 
j

P  есть три единичных, то можно 

записать опорный план:  ),10;8;46;0;0;0;0(X   т.е. 

;46x;0x;0x0x;0x
54321
  ;8x

6
  .10x

7
  

Условие задачи для первой итерации представим  в виде табл. 

2. 

Таблица 2 
i Б СБ Р0 2 1 -3 5 0 0 0  

Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 Р6 Р7 

1 P5 0 46 1 7 3 7 1 0 0 19 

2 P6 0 8 3 -1 1 2 0 1 0 6 

3 P7 0 10 2 3 -3 1 0 0 1 4 

m+1 jj CZ 
 

Z0 

0 

Z1-C1 

-2 

Z2-C2 

-1 

Z3-C3 

3 

Z4-C4 

-5 

Z5-C5 

0 

Z6-C6 

0 

Z7-C7 

0 
 

 

Примечание. Столбец  - проверочный, величина в нем 

содержащая равна сумме  ij
a .Дублирующий пересчет этого 
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столбца по формулам (3) позволяет контролировать правильность 

вычисления элементов 
ij

a . 

Столбцы: Б – базисные вектора; 

 СБ – коэффициенты линейной формы при базисных 

переменных; 

 
0

P  - базисные переменные .10x;8x;46x
765
  

Рассчитываем элементы (m+1)-й строки: 

          

.0CZCZCZ

;5CZ;3CZ;1CZ

;22)203010(C)P,C(CZ

;010080460)P,C(Z

776655

443322

11Б11

0Б0









 

На основании формального признака оптимальности 

симплекс-метода максимальное по абсолютной величине 

отрицательное число стоит в (m+1) строке вектора 
4

Р . 

Следовательно, в базис введем вектор 
4

Р . Определяем вектор, 

подлежащий исключению из базиса по величине 

           4
2

8

1

10
;

2

8
;

7

46
min

a

b
:0aдля)a/b(

min
i

i

iii

4

44



























 , 

что соответствует 2 строке. Следовательно вектор 6P  подлежит 

исключению.           

Столбец 4Р  и вторая строка являются разрешающими. 

Составляем симплекс-план второй итерации в табл. 3. 

Таким образом: разрешающий столбец k=4, 

                            разрешающая строка ℓ=2, 

                            разрешающий элемент .2aa
24k




 

Новые элементы разрешающей строки (второй): 

;4
2

8

a

b

a

b
b

24

2

k

/







 

;
2

1

a

a
a;

2

1

a

a
a;

2

3

a

a
aa

24

23/

23
24

22/

22
24

21/

21

/

1




 

.
2

1
a;0aa;1a

/

26

/

27

/

25

/

24
  
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Элементы столбца 0Р :  
ik

k

/

i
a

a

b
bib 



 . 

;61
2

8
10a

a

b
bb

;187
2

8
46a

a

b
bb

34
24

2

3

/

3

14
24

2

1

/

1





 

.206045018Z
/

0
  

Остальные элементы матрицы )a( ij : 
ik

k

j

ij

/

ij
a

a

a
aa 




. 

1-я строка 1i   :    ;
2

19
7

2

3
1a

a

a
aa

14
24

21

11

/

11
  

;
2

21
7

2

)1(
7a

a

a
aa

14
24

22

12

/

12



     

;17
2

0
1a

a

a
aa

;0a;
2

1
7

2

1
3a

a

a
aa

14
24

25

15

/

15

/

1414
24

23

13

/

13





 

.0a;
2

7
7

2

1
0a

a

a
aa

/

1714
24

26

16

/

16
  

3-я строка 3i  :       ;
2

1
1

2

3
2a

a

a
aa

34
24

21

31

/

31
  

;
2

7
1

2

)1(
3a

a

a
aa

34
24

22

32

/

32



  

;0a;
2

7
1

2

1
3a

a

a
aa

/

3434
24

23

33

/

33
  

.1a
a

a
aa

;
2

1
1

2

1
0a

a

a
aa;0a

a

a
aa

34
24

27
37

/
37

34
24

26
36

/
3634

24

25
35

/
35




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(m+1) строка 4i  :     ;
2

11
)5(

2

3
2a

a

a
aa 44

24

21
41

/
41   

;
2

7
)5(

2

)1(
1a

a

a
aa 44

24

22
42

/
42 


  

.0a;
2

5
)5(

2

1
0a

a

a
aa;0a

;0a;
2

11
)5(

2

1
3a

a

a
aa

/
4744

24

26
46

/
46

/
45

/
4444

24

21
43

/
43





 

Анализируем на оптимальность табл. 3; план не оптимален, 

т.к. в (m+1)-й строке есть отрицательное число (7/12) 

Таблица 3 

i Б СБ Р0 2 1 -3 5 0 0 0  

Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 Р6 Р7 

1 P5 0 18 -19/2 21/2 -1/2 0 1 -7/2 0 -2 

2 P4 5 4 3/2 -1/2 1/2 1 0 1/2 0 3 

3 P7 0 6 1/2 7/2 -7/2 0 0 -1/2 1 1 

m+1 jj CZ 
 Z0 

20 

Z1-C1 

11/2 

Z2-C2 

-7/2 

Z3-C3 

11/2 

Z4-C4 

0 

Z5-C5 

0 

Z6-C6 

5/2 

Z7-C7 

0 

 

 

Максимальное по абсолютной величине отрицательное число 

принадлежит столбцу 
2

Р . Определим вектор, подлежащий 

исключению из базиса 

7

12

21

218

12/7

6
;

2/21

18
min

a

b

min
i

i

2






























 - величины одинаковы. 

Выбираем 3-ю строку, вектор 7Р  подлежит исключению. 

Столбец 
2

Р  и 3-я строка являются разрешающими. Составляем 

симплекс-план 3-й итерации (табл.4). 

Таблица 4 

i Б СБ Р0 2 1 -3 5 0 0 0  

Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 Р6 Р7 

1 P5 0 0 -11 0 10 0 1 -2 -3 -5 

2 P4 5 34/7 11/7 0 0 1 0 3/7 1/7 22/7 

3 P2 1 12/7 1/7 1 -1 0 0 -1/7 2/7 2/7 

m+1 jj CZ 

 

Z0 

26 

Z1-C1 

6 

Z2-C2 

0 

Z3-C3 

2 

Z4-C4 

0 

Z5-C5 

0 

Z6-C6 

2 

Z7-C7 

1 

 
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Таким образом: разрешающий столбец   
2

Р   k=4, 

                            разрешающая строка     2 , 

                            разрешающий элемент   .2/7aa
32k




 

 Новые элементы разрешающей строки (третьей) 

;
7

1

2/7

2/1

a

a
aa;

7

12

2/7

6

a

b

a

b
b

32

31/

31

/

32

3

k

/

1









 

;0aa;1
2/7

2/7

a

a
a;1

a

a
a

/

35

/

34
32

33/

33
32

32/

32



  

.
7

2

2/7

1

a

a
a;

7

1

2/7

2/1

a

a
a

32

37/

37
32

36/

36



  

Элементы столбца ik
k

i
/
i0 a

a

b
bb:P 



 ; 

;
7

34

7

6
4

7

6
4

2

1

7

12
4a

a

b
bb

;0
2

21

7

12
18

2

21

2/7

6
18a

a

b
bb

22
32

3

2

/

2

12
32

3

1

/

1













 

.26
7

182

7

12

7

170

7

12
1

7

34
500Z

/

0
  

Остальные элементы матрицы )a( ij : 
ik

k

j

ij

/

ij
a

a

a
aa 




. 

1-я строка 1i  :  

;0a;11
2

3

2

19

2

21

2/7

2/1

2

19
a

a

a
aa

/

1212
32

31

11

/

11
  

 
;10

2

21

2/7

2/7

2

1
a

a

a
aa

12
32

33

13

/

13



     

 
;2

2

21

2/7

2/1

2

7
a

a

a
aa

;1a
a

a
aa;0a

a

a
aa

12
32

36

16

/

16

12
32

35

15

/

1512
32

34

14

/

14







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.3
2

21

2/7

1
a

a

a
aa

12
32

37

17

/

17
  

2-я строка 2i  : 

;0a;
7

11

14

22

2

1

2/7

2/1

2

3
a

a

a
aa

/

2222
32

31

21

/

21









  

 
;0

2

1

2/7

2/7

2

1
a

a

a
aa

22
32

33

23

/

23












  

 
;

7

3

14

6

2

1

2/7

2/1

2

1
a

a

a
aa

;0a;1a
a

a
aa

22
34

36

26

/

26

/

2522
32

34

24

/

24
















 

.
7

1

2

1

2/7

1
0a

a

a
aa

22
32

37

27

/

27









  

(m+1) строка 4i  : 

 
;2

2

7

2/7

2/7

2

11
a

a

a
aa

;0a;6
2

7

2/7

2/1

2

11
a

a

a
aa

42
32

33

43

/

43

/

4242
32

31

41

/

41
























 

;0a;0a
a

a
aa

/

4542
32

34

44

/

44
  

 
;2

2

7

2/7

2/1

2

5
a

a

a
aa

42
32

36

46

/

46












  

.1
2

7

2/7

1
0a

a

a
aa

42
32

37

47

/

47









  

Анализ плана 3-й итерации по элементам (m+1) строки 

показывает, что нет отрицательных значений )CZ( jj  . 

Следовательно, получен оптимальный план. Для него решение 

)0;0;0;7/34;0;7/12;0(X  , т.е. 

;0x;7/12x;0x 321  .0x;0x;0x;7/34x 7654   Получено 

максимальное значение целевой функции Z0=26, действительно  

                        .ед26
7

32
503

7

12
02Z   
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3. Индивидуальное задание студента 

 

Используя симплексный метод, найдите экстремальное 

значение Z  при указанных ограничениях: 

 

.0,0,0

;12364

;18326

;1432

max24

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ1.

 

.0,0,0

;824

;6236

;142

max23

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ2.

 

.0,0,0

;422

;12364

;22

max32

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ3.

 

.0,0,0

;204205

;6236

;143

max42

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ4.

 

.0,0,0

;3015610

;12263

;3353

max523

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ5.

 

.0,0,0

;6263

;123412

;23

max524

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ6.

 

.0,0,0

;3010156

;442

;532

max24

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ7.

 

.0,0,0

;60152012

;12236

;632

max22

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ8.

 

.0,0,0

;12434

;204105

;12

max42

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ9.

 

.0,0,0

;6263

;442

;124

max342

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ10.
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.0,0,0

;624

;6263

;122

max37

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ11.

 

.0,0,0

;126312

;3061510

;232

max24

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ12.

 

.0,0,0

;12443

;205104

;23

max545

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ13.

 

.0,0,0

;1242

;636

;3332

max23

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ14.

 

.0,0,0

;12364

;22

;12

max3

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ15.

 

.0,0,0

;105210

;3010156

;6342

max24

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ16.

 

.0,0,0

;24346

;6263

;122

max524

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ17.

 

.0,0,0

;12322

;623

;3332

max24

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ18.

 

.0,0,0

;123412

;424

;153

max224

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ19.

 

.0,0,0

;12434

;204105

;5,0

max724

321

321

321

321

321











xxx

xxx

xxx

xxx

xxxZ20.

 

 

Проверить полученный результат, используя встроенную 

надстройку Ms Excel «Поиск решения». 
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Контрольные вопросы
  

1. Сущность симплексного метода решения задачи линейного 

программирования. 

2. Как определить начальное допустимое (базисное) решение?. 

3. По каким правилам в симплексном методе переходят к 

новому базису? 

4. Как определить оптимальность полученного решения? 
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