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1.1. Постановка задачи численного интегрирования 

 

Многие задачи науки техники часто приводят к 

интегрированию неэлементарных функций. Эта проблема решается 

с помощью численных методов, которые и будут рассмотрены в 

этой главе. С геометрической точки зрения определенный интеграл 

от функции, заданной аналитически, удается вычислить 

непосредственно по формуле Ньютона - Лейбница. Она состоит в 

том, что определенный интеграл равен разности значений 

первообразной функции на отрезке интегрирования 

                                  )()()( aFbFdxxf

b

a

 .                            (1.1) 

Однако на практике этой формулой часто невозможно 

воспользоваться по двум основным причинам: 

1) вид функции f(x) не допускает непосредственного 

интегрирования, то есть первообразную невозможно выразить в 

элементарных функциях; 

2) значения функции f(x) заданы дискретно, на конечном 

множестве ix , то есть  функция задана в виде таблицы.  

В этих случаях используются методы численного 

интегрирования. Они основаны на аппроксимации 

подынтегральной функции некоторыми более простыми 

зависимостями (например, многочленами). 

Одним из таких способов, который может быть использован 

для вычисления, является представление подынтегральной 

функции в виде степенного ряда (ряда Тейлора). Это позволяет 

свести вычисление интеграла от сложной функции к 

интегрированию многочлена, представляющего первые несколько 

членов ряда. 

Рядом Тейлора для функции f(x) называется степенной ряд 

вида 
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!
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f
xffxf  (1.2) 

При представлении подынтегральной функции в виде ряда 

Тейлора обычно поступают следующим образом: вычисляют 

последовательно производные данной функции в точке 0х , а 

затем, пользуясь формулой (1.2), составляют ряд Тейлора. 
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Применяя рассмотренный способ, можно найти разложение в 

ряд Тейлора для многих функций, например: 

)(...
!

...
!3!2

1
32

 x
n

xxx
xe

n
x ;      (1.3) 

)(...
!)12(
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1253
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
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

x
n

xxx
xx

n
n ;   (1.4) 
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242

 x
n

xxx
x

n
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mxx nm ; (1.6) 

).11(......1
1

1 2 


xxxx
x

n       (1.7) 

).11(...)1(...
32

)1ln( 1
32

  x
n

xxx
xx

n
n      (1.8) 

Исходя из известных разложений (1.3) – (1.8), можно 

сформировать подынтегральные выражения для многих функций. 

При этом возможно использование следующих действий над 

степенными рядами внутри их интервалов сходимости: 

1) два степенных ряда можно почленно складывать и 

умножать поправилу умножения многочленов; 

2) степенной ряд можно почленно умножать на общий 

множитель; 

3) степенной ряд можно почленно интегрировать и 

дифференцировать любое число раз. 

Пример 1.1. Разложить в ряд Тейлора, сохранив три члена 

ряда, функцию )21ln()( xxf  . 

Решение. Заменим в разложении для )1ln( x  аргумент х на 

2х: 

32
32

3

8
22

3

)2(

2

)2(
)2()21ln( xxx

xx
xx 





 . 

Исходное разложение для )1ln()( xxf   справедливо в 

интервале )11(  x , а полученное разложение получается путем 

замены х на 2х, следовательно, его интервал сходимости будет 

)5,05,0()121(  xx . 

Остается решить вопрос о количестве членов ряда, которое 

необходимо оставить в разложении подынтегральной функции. Для 

знакоположительных рядов, если количество членов равно k, то 

ошибка, которую мы допускаем, заменяя сумму ряда его k-й 
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частичной суммой, равна сумме членов ряда, начиная с ( 1k )-й 

частичной суммы. 

Пример 1.2. Вычислить интеграл 
1

0

2 dxe x   с точностью  01,0 . 

Решение. Воспользуемся разложением подынтегральной 

функции в степенной ряд (3.3), заменив х на 2х: 
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Результаты вычисления с различным числом слагаемых, а 

также точное значение интеграла приведем в таблице 3.1. 

Таблица 1.1 

k 4 5 6 
Точное  

значение 


1

0

2 dxe x  3,1333 3,1777 3,1904 3,1945 

 

Оценим количество членов, которое необходимо оставить в 

разложении, чтобы вычислить интеграл с необходимой точностью 

. Так как ошибка, которую мы при этом допускаем, равна сумме 

отброшенных слагаемых, то  
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Заменим в знаменателе каждое из чисел ),...4(),3(  kk   на 

)2( k , тогда    
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Выражение в скобках есть сумма членов бесконечно 

убывающей геометрической прогрессии со знаменателем 
2

2




k
q . 

Сумма членов этой геометрической прогрессии будет 
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Из этого следует   .
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Зная необходимую погрешность вычисления, найдем число 

членов ряда, которые необходимо сохранить в разложении. 

Например, если 01,0 , то 100
2

)!1(
01,0

)!1(

2

1

1





 



k

k kk

kk
.  

Методом подбора решаем неравенство. 

Пусть 5k ,  тогда  1005,112
2

5!6

5



. Таким образом, 

достаточно пяти членов ряда, чтобы получить требуемую точность 

вычисления. 

Для знакочередующихся рядов допускаемая погрешность 

оценивается очень просто, и эта погрешность меньше абсолютного 

значения первого из отброшенных членов ряда. 

Пример 1.3. Вычислить 
1

0

sin
dx

x

x
с точностью  001,0 . 

Решение. Разложим подынтегральную функцию в ряд 

Тейлора, используя формулы (3.3) – (3.8): 

...,
!7!5!3

1
sin 642


xxx

x

x
     

тогда 
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1
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0
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

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
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
 

xxx
xdx

xxx
dx

x

x

 

Здесь ограничиваемся тремя слагаемыми, так как четвертый 

член .001,000003,0
7!7

1



 

 

1.2. Квадратурные формулы численного интегрирования 
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Более универсальными методами являются методы 

численного интегрирования, основанные на аппроксимации 

подынтегральной функции с помощью интерполяционных 

многочленов. В этом случае подынтегральная функция 

приближенно заменяется более простой (прямой или параболой), 

что позволяет заменить определенный интеграл интегральной 

суммой. В зависимости от способа ее вычисления получаются 

разные методы численного интегрирования (методы 

прямоугольников, трапецией, парабол и др.). 

Формула прямоугольников является простейшим методом, 

который непосредственно использует замену определенного 

интеграла интегральной суммой: 

              
n

ab
xxfdxxfI

n

i
i

x

b

a


 


,)(lim)(

10
.                (1.9) 

Принимая в качестве i  значения левых или правых концов 

отрезков ],,[ 1ii xx  получим соответственно формулы левых или 

правых прямоугольников (рис.1.1). 

y 

х a b 1i
x  ix  

y 

х a b 1i
x  ix  

a) 
б) 

y=f(x) y=f(x) 

Рис. 1.1. Метод прямоугольников: а) левых;   б) правых.  
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Часто используется формула прямоугольников, где в качестве 

i  берут середины отрезков ],[ 1ii xx  (метод средних). 

Предельную абсолютную погрешность метода можно оценить 

по формуле 

            ,)(
2

|| 1Mab
x

IIR nn 


                                            (1.10) 

где |)(|max
],[

1
xfM

ba
 .                     

Чем меньше интервал x , на которые разбивается отрезок 

],[ ba , тем точнее вычисляется интеграл. 

Пример 1.4. Вычислить по формуле прямоугольников 
2

1

dxx , 

разбив отрезок интегрирования на 10 частей. Оценить погрешность 

вычисления интеграла. 

Решение. Имеем 1,010/)12(;10;)(  xnxxf . Точками 

деления интеграла будут: .9,1,...,2,1;1,1,1 92010  xxxxxx  

Вычислим значения подынтегральной функции: ;100  xy  

,...049,11,11 y . 

Полученные значения поместим в таблицу 1.2. 

 

Таблица 1.2 
i  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9  

ix  1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9  

iy  1 1,049 1,095 1,140 1,183 1,225 1,265 1,304 1,342 1,378 11,9

81 

 

Используя формулу прямоугольников (1.9), получим: 

                                   .198,1981,111,0
9

0

 
i

in yxI  

Оценим погрешность метода:  

x
xf

2

1
)(  ; 

;5,0)1()(max
]2;1[

 fxf   .025,05,0)12(
2

1,0
nR  

Таким образом, .025,0198,1

2

1

 dxx  
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Метод трапеций использует линейную интерполяцию, при 

которой реальная функция на каждом интервале ],[ 1ii xx  

заменяется отрезком прямой, проходящей через точки с 

координатами ))(,()),(;( 11  iiii xfxxfx . В этом случае площадь 

криволинейной трапеции складывается из площадей элементарных 

трапеций (рис. 1.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Площадь каждой элементарной  трапеции равна произведению 

полусуммы оснований на высоту: 

x
yy

S ii
i 


 

2

1 . 

Складывая элементарные площади, получаем формулу 

трапеций для численного интегрирования 

                          
















 





1

1

0

2
)(

n

i
i

n
b

a

y
yy

xdxxfI .                 (1.11) 

Предельную абсолютную погрешность метода можно оценить 

по формуле 

             ,)(
12

|| 2

2

Mab
x

IIR nn 


                                        (1.12) 

где  |)(|max
],[

2 xfM
ba

 .              

Пример 1.5. Вычислить по формуле трапеций интеграл 




1

0
21 x

dx
, разбив отрезок интегрирования на 10 равных частей 

( 10n ). 

y 

a b x ix  
1i

x  

1i
y  iy  

n
y  

Рис. 1.2. Иллюстрация метода 

трапеций 

0
y  

)(xfy   
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Решение. Имеем ;
1

1
)(

2x
xf


  

 1,0;0,1,0
010

 xxxaxx ,…, .0,1,9,09  bxx n  

Вычислим значения подынтегральной функции в точках 

разбиения (табл. 1.3) 

Таблица 1.3 
i  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ix  0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

iy

 

1,00

0 

0,99

0 

0,96

2 

0,91

7 

0,86

2 

0,80

0 

0,73

5 

0,67

1 

0,60

9 

0,55

2 

0,50

0 

 

                                                     0998,7
9

1
1 





i

n

y                              

Используя формулу трапеций (3.11), получим 

78498,0)0998,7)500,0000,1(5,0(1,0
2

1

1

0

















 





n

i
i

n
n

y
yy

xI . 

Оценим погрешность. Предварительно найдем производные: 

;
)1(

2
)(

22x

x
xf




   ;

)1(

18
2)(

32

2

x

x
xf




   ;2|)0(||)(|max

],[
 fxf

ba
 

отсюда .0016,02)01(
12

1,0 2

nR  

Следовательно, .0016,07850,0 nI  

Метод Симпсона базируется на замене подынтегральной 

функции f(x) квадратичной параболой, которая строится по трем 

точкам (крайние точки и средняя точка) (рис. 1.3) По этим точкам 

строится интерполяционная функция  )(x  полином второй 

степени. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

a b x 1ix  
i

x  
1i

x  

1i
y  iy  1iy  

Рис. 1.3. Иллюстрация метода 

Симпсона 

)(xfy   
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В качестве )(х  можно приять интерполяционный многочлен 

Лагранжа, проходящий через точки  ),(),,(),;( 1111  iiiiii yxyxyx : 

    

))((

))((

))((

))((

))((

))((
)(

111

1
1

11

11

111

1
1

iiii

ii
i

iii

ii
i

iiii

ii
i

xxxx

xxxx
y

xxxx

xxxx
y

xxxx

xxxx
yx































    (1.13) 

Площадь под графиком функции )(х  на интервале ],[ 11  ii xx  

вычисляется с помощью определенного интеграла. Учитывая 

равенства xxxxx iiii   11 , получим 

).4(
3

)])((

))((2))(([
2

1
)(

1111

11112

1

1

1

1













 








iiiiii

x

x

iiiiii

x

x

i

yyy
x

dxxxxxy

xxxxyxxxxy
x

dxxS
i

i

i

i



 

Проведя эти вычисления для всех элементарных отрезков 

],[ 11  ii xx  и просуммировав эти выражения, получим 

                        
)42

...2424(
3

12

43210

0

nnn

n

i

in

yyy

yyyyy
x

SI












 .             (1.14) 

Полученное соотношение называется формулой Симпсона. 

Предельную абсолютную погрешность метода можно оценить по 

формуле: 

                 ,)(
180

||
4

Mab
x

II n 


                                             (1.15) 

где  |)(|max )4(

],[
xfM

ba
 .               

Если отыскание четвертой производной затруднительно или 

невозможно, то для оценки погрешности вычисления интеграла 

применяют метод удвоения шага. Для этого вычисляют значение 

интеграла при  выбранном шаге х (пусть найденное значение 

интеграла 1I ). Затем шаг удваивают и вновь проводят вычисления 

(пусть найденное значение есть 2I ). Тогда оценить погрешность 

при использовании двойного просчета можно по соотношению 

                                            


15

||
2/nn

II
,  

. 
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то есть при увеличении числа разбиений в два раза 

погрешность падает в 15 раз. 

Пример 1.6. Вычислить по формуле Симпсона 


1

0
21 x

dx
, разбив 

отрезок интегрирования на четыре части ( 4n ). Оценить 

погрешность методом двойного пересчета. 

Решение. Имеем: ;25,0;
1

1
)(

2



 x

x
xf  

.0,1...;;25,0;0 4010  xxxxxx n  

Вычислим значения подынтегральной функции в точках 

разбиения (табл. 1.4). 

                                                                                                    

Таблица 1.4 

i 0 1 2 3 4 

ix  0 0,25 0,5 0,75 1 

iy  1,0 0,9412 0,8 0,6400 0,5 

Подставляя в формулу (3.14), получим 

.78533,0)5,064,048,029412,041(
3

25,0

)424(
3

25,0
3210



 nn yyyyyI

 

Теперь возьмем 0,1...,,1,0;0;1,0 1010  xxxxx n . 

Значение подынтегральной функции приведены в таблице 3.5. 

Таблица 3.5 
i  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ix  0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

iy  1,0 0,9900 0,9615 0,9174 0,8620 0,8 0,7353 0,6711 0,6097 0,5525 0,5 

   

.78537,0)6097,07353,08620,09615,0(2

)5525,06711,08,09174,09900,0(45,00,1(
3

1,0

)424242424(
3

1,0
1098765432102/





 yyyyyyyyyyyI
n

 

Погрешность метода  

000003,0
15

|78537,078533,0|

15

||
2/








nn

n

II
R . 
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Таким образом, все пять знаков в интеграле должны быть 

точными. Для сравнения можно сопоставить приближенные 

значения интеграла с истинным значением: 

                         785398,0
41 0

11

0
2







 arctgx
x

dx
… 
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Индивидуальное задание студента  

 

Вычислить интеграл с использованием указанной в задании 

квадратурной формулы, при этом на всем отрезке интегрирования 

первоначально использовать пять узлов. Уточнить значение 

интеграла и оценить погрешность результата методом двойного 

пересчета. 

 

№ Интеграл Метод Ответ 

1.  
,

2
2

2

1
4

2
dx

x
x 








  

метод трапеций (Ответ: 5,2500.) 

2.  
dxx

4

1

 
метод Симпсона (Ответ: 4,6667.) 

3.  




3

1 ln1

e

xx

dx
 

метод трапеций (Ответ: 2,0000.) 

4.  
,coscos

2/

2/

3
dxxx





  
метод Симпсона (Ответ: 1,3333.) 

5.  




4

0 121 x

dx
 

метод трапеций (Ответ: 

3068,1)2ln2(  .) 

6.  
dxx 

2

0

2
4  

метод Симпсона (Ответ: 3,1416.) 

7.  




5

0 132 xx

dx
 

метод трапеций (Ответ: 0,9437.) 

8.  
dx

x

x




9

4 1
 

метод Симпсона (Ответ: 8,3863.) 

9.  




9

4
32

)1( x

xdx
 

метод трапеций (Ответ: 0,1875.) 

10.  
dx

x

x




9

0 1
 

метод Симпсона (Ответ: 5,7726.) 

 



 

16 
 

Пример выполнения задания4. Вычислить dx
x

x 









4

1

3
2  с 

использованием квадратурной формулы, указанной в задании, 

первоначально взяв пять узлов. Уточнить значение интеграла и 

оценить погрешность результата методом двойного пересчета. 

Решение. Определяем координаты узлов при 4n : 

;75,0
4

14








n

ab
x  ;0,1

0
 ax  0,4,...,75,1

01
 bxxxx

n
. 

x
xxf

3
2)(  .  

Вычислим значения подынтегральной функции в узлах 

интегрирования  

 

i  0 1 2 3 4 

i
x  1,0 1,75 2,5 3,25 4,0 

i
y  5,0 5,76779 6,89737 8,16410 9,5 

 

1. Вычислим интеграл методом трапеций: 

.05945,21)82926,20)5,90,5(5,0(75,0
2

1

1

0

















 





n

i
i

n
n

y
yy

xI  

Удвоим количество узлов: 8n ; ,375,0
8

14



x  0,1

0
 ax ;  

.0,4;...,375,1
801
 xxxxx

n
 

Вычислим значение функции в узлах интегрирования: 

 

i  0 1 2 3 4 5 6 7 8 

i
x  1,0 1,375 1,75 2,125 2,5 2,875 3,25 3,625 4,0 

i
y  5,0 5,308

41 

5,7677

9 

6,307

98 

6,897

37 

7,519

30 

8,164

10 

8,825

67 

9,5 

 

Вычислим интеграл    

01523,21)79062,48)5,90,5(5,0(375,0
2/


n

I . 

Оценим погрешность результата 

0029,0
15

01523,2105945,21

15

|| 2/ 





 nn
n

II
R  

20,82926 

48,79062 
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Таким образом, в последнем результате верными надо 

оставить два знака: 

01,21
3

2

4

1









 dx

x
x . 

2. Вычислим интеграл методом Симпсона. 

Определим координаты узлов при 4n : 

.0,4,...,75,1;0,1;75,0
4

14
010







 bxxxxax
n

ab
x

n

x
xxf

3
2)(  .  

Вычислим значения подынтегральной функции в узлах 

интегрирования  

 

i  0 1 2 3 4 

i
x  1,0 1,75 2,5 3,25 4,0 

i
y  5,0 5,76779 6,89737 8,16410 9,5 

 

Вычислим интеграл по формуле Симпсона (1.14): 

.00557,21)5,989737,62)16410,876779,5(40,5(
3

75,0

)424(
3

75,0
3210




nn

yyyyyI

 

Удвоим количество узлов: ;8n  375,0
8

14



x , ;0,10  ax  

0,4,...,375,1 81  xxx n
. Вычислим значения )(xf  в узлах: 

 

i  0 1 2 3 4 5 6 7 8 

i
x  1,0 1,375 1,75 2,125 2,5 2,875 3,25 3,625 4,0 

i
y  5,0 5,308

41 

5,7677

9 

6,307

98 

6,897

37 

7,519

30 

8,164

10 

8,825

67 

9,5 

Подставим значения 
i

y  в формулу Симпсона: 

   

.00049,21))16410,889737,676779,5(2

)82567,851930,730798,630841,5(45,90,5(
3

375,0

)4242424(
3

375,0
8765432102/





 yyyyyyyyyI
n

 

Оценим погрешность результата: 
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.0003,0
15

|00049,2100557,21|

15

||
2/








nn

n

II
R  

Таким образом, в качестве результата вычисления интеграла 

.000,21
3

2

4

1









 dx

x
x  
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