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Цель работы 

 

Изучение и получение навыков применения метода Бокса – 

Дженкинса для анализа финансово-экономического временного 

ряда. 

 

Краткие теоретические сведения 

 

Для изучения дисциплины надо знать: 

 основные понятия статистики: стат. Совокупность, выборка и 

т. д. 

 Методы организации стат. Наблюдения. 

 Основные статистики: средняя, дисперсия, медиана, методы 

их оценки: моменты, ММП и т. д. 

 Основные законы распределения. 

 Виды анализа статистических зависимостей и их 

характеристики: ковариация, корреляция, коэффициенты 

регрессии, методы из приближения: МНК и т. д. 

 Порядок проверки статистических гипотез. 

 Методы аппроксимации: ряды Фурье, полиномиальная, 

сплайны, вейвлеты и т. д. 

 

Задачи анализа временных рядов 

 выявление закономерности 

 прогнозирование 

 взаимосвязи (оценивание динамических моделей, 

отражающих краткосрочные и долгосрочные связи между 

экономическими переменными. 

 

Временные ряды 

В каких случаях данные необходимо рассматривать как 

временной ряд (time series). 

В обычных экономических моделях значения переменной 

зависят от одновременного значения других, то есть от текущего 

состояния экономической системы. Для анализа временных рядов 

характерно наличие переменных с лагом (запаздыванием). 

Элементами таких моделей являются случайные функции. Типа 
Y (t)= ξ (t)= f ( X (t− η ) ,Y (t− η ) ,ε (t))  



Временной ряд — совокупность наблюдений экономической 

величины в различные моменты времени t∈[1,T ] . Сетка времени, 

как правило, дискретная, равномерная. В каждый момент времени 

значение ряда рассматривается как случайная величина. Закон 

распределения со временем может меняться. Совокупность 

значения однотипных рядов при одном значении t называется 

сечением. Последовательность значений при фиксированном 

случае называется реализацией или траекторией временного ряда. 

Наиболее полно временной ряд описывается совместной 

функцией распределения 
F (xt 1

, x t2
...)

 или совместной плотностью 

(если она существует). 

Для построения этой функции необходима выборка 

реализаций ВР. Как правило доступна одна реализация ВР. Причѐм 

основные характеристики ВР постоянно меняются. Так что в общем 

только по наблюдениям о ВР почти ничего нельзя сказать. 

Если дополнительно известно, что ряд стационарный, можно 

сказать больше. 

Строгая стационарность наблюдается, если 
F (x t1

, xt 2
...)= F (x t1+ Δ , xt 2+ Δ ...)

для любых Δ. 

Если случайный процесс строго стационарен, ни одна из его 

характеристик с течением времени не меняется. 

У слабо стационарного процесса со временем не меняются 

матожидание, дисперсия, корреляционная и ковариационная 

функции. 

 

Виды случайных процессов: 

1. Белый шум (автокорреляция <>0 только при аргументе 0 и 

равна D, M=0 WN) строго стационарен. 

2. Нормальный (Гауссов). Белый шум: WN(0,D) 

3. Случайное блуждание. X t= X t− 1+ ε t M=X0, D=tD(epsilon) не 

стационарен. Ряд первых разностей — стационарный (WN) 

Теорема Вольда. Всякий недетерминированный слабо 

стационарный случайный процесс можно представить как 

X t− M = ∑
η = 0

∞

ψη ε t−η
, сумма модулей коэффициентов конечна. 

Процессы скользящего среднего. 
MA(q): X t=∑

η = 0

q

β η ε t− η

. 



Процесс стационарный, M=0, 

D= ζ
2
∑
i= 1

q

ψ i

2

,
Cov (η )= ζ ε

2∑
i= 0

q− η

β i β i+ η ρ (η )=
Cov (η )

Cov(0) Cov(>q)=0, 

соответственно порядок можно определить по ковариационной 

функции. 

Если значение случайного процесса определяется линейной 

комбинацией конечного числа его предыдущих значений и 

добавлением белого шума, такой процесс называется процессов 

авторегрессии порядка p и его общее уравнение имеет вид 

AR ( p): X t= ∑
i= 1

p

α i X t− i+ ε t
. В зависимости от коэффициентов этот 

процесс может быть стационарным и нестационарным. Условие 

стационарности — представимость в виде разложения Вольда 
MA(∞) . Условие представимости: корни характеристического 

уравнения 
λ p− α 1λ

p− 1− ...− α p= 0
по модулю меньше единицы. 

Иногда процессом AR(p) называют только стационарный. Для 

стационарного AR(p) M=0, автокорреляционная функция 
ρ (η )= α

η
Cov(η )= ρ (η )D . На практике порядок определяется по 

частным автокорреляционным функциям. 

ARMA(p,q). Стационарность определяется только AR частью. 

Может быть представлен как AR(inf). Автокорреляционная 

функция ведѐт себя как для AR при аргументе больше p. 

ARIMA(p,d,q) — класс нестационарных процессов, 

приводящихся к стационарным ARMA(p,q) за d последовательных 

шагов взятия конечных разностей. 

 

Анализ АРПСС проводится с помощью ЭВМ. 

Идентификация модели: подход Бокса-Дженкинса. 

1. Определить d добившись взятием конечных разностей 

стационарности ряда. 

2. Определить p по ЧАКФ 

3. Определить q по АКФ 

4. Определить параметры модели с помощью 

соответствующего ПО 

 

Критерии качества модели (используются для сравнения 

качества разных вариантов) 



1. Критерий Акаике 
AIC ( p ,q)= ln ζ̂ 2+ 2

p+ q

T
,ζ̂ 2=

SS

T− p− q , 

SS- дисперсия остатков. 

2. Критерий Шварца 
BIC ( p ,q)= ln ζ̂ 2+ lnT

p+ q

T  

Оба критерия учитывают дисперсию остатков и количество 

параметров. Увеличение количества параметров снижает качество 

модели, поэтому при идентификации модели нужно учитывать, что 

модель должна быть экономной, то есть использовать минимально 

возможное количество параметров. Критерий Шварца во многих 

случаях предпочтителен. 

Состоятельность модели определяется характером остатков — 

он должен представлять собой нормальный белый шум. Для 

проверки некоррелированности остатков используются: 

1. Критерий Дарбина-Уотсона 

2. Альтернативный критерий Дарбина 

3. Критерий Бокса-Пирса 

4. Критерий Бокса-Льюнга (Statistica) 

5. Тест Бройша-Годфри (предпочтителен) 

Для корректного выполнения численных процедур поиска 

значений параметров модели и вычисления критериев качества и 

состоятельности модели требуется, чтобы ряд остатков был 

нормально распределѐн. Для проверки нормальности 

распределения известно много критериев, например: Тест Харке-

Бера. 

 

Нестационарные ряды.  

TS — ряд с детерминированным трендом. Нестационарен 

относительно матожидания. Конечная память о случайных 

возмущениях. Приводится к стационарному взятием конечной 

разности (дифференцированием) — если тренд полиномиальный 

или выделением тренда — в любом случае. 

Если тренд линейный, то X (t)= a+ bt+ ξ t , взятие конечной 

разности даѐт 
Δ X (t)= X (t)− X (t− 1)= a+ bt+ ξ t− a− b(t− 1)− ξ t− 1= b+ (ξ t− ξ t− 1)  
стационарный ряд, или можно получить стационарный ряд, 

вычитая детерминированный тренд.  

DS — ряд с интегрированием (типа случайного блуждания с 



дрейфом). Нестационарен относительно дисперсии. Бесконечная 

память о случайных возмущениях. Приводится к стационарному 

дифференцированием. 

Процесс случайного блуждания с дрейфом: 
X (t)= μ t+ X (t− 1)+ ξ t . Взятие конечной разности даѐт 
Δ X (t)= μ t+ X (t− 1)+ ξ t− μ (t− 1)− X (t− 1)= μ+ ξ t  
 

Кажущиеся регрессии в DS 

У обоих рядов есть линейный тренд, но они отличаются 

случайной частью. Процедуры восстановления исходного ряда 

должны быть разными. Если ряд DS анализировать как TS (спутать 

их по наличию тренда), детерминированный тренд будет значимым 

(вместо мю получим b), но восстановлен такой ряд будет 

неправильно. 

1. Линейная регрессия случайного блуждания без дрейфа даѐт 

статистически значимый коэффициент множественной 

детерминации. 

2. С дрейфом коэффициент множественной детерминации 

будет ещй больше и будет стремиться к 1 с увеличением 

длины ряда. 

3. Оценка дисперсии по одной реализации оказывается 

заниженной. 

4. Остатки регрессии коррелированы с коэффициентом 

корреляции. 

5. T-статистика для проверки гипотезы о значимости 

коэффициента регрессии при времени смещена в сторону 

принятия гипотезы о наличии линейного тренда. 

6. Независимые случайные блуждания демонстрируют 

высокую корреляционную зависимость. 

Если ряд TS анализировать как DS, взятие конечной разности 

для такого ряда будет менее естественно, чем вычитание тренда, и 

может привести к большей дисперсии остатков, большему 

количеству оцениваемых параметров, и, как следствие, к меньшей 

адекватности модели, выражаемой ухудшением показателей AIC и 

BIC. 

Критерий Дикки-Фуллера (DF-test, ADF-test) (unit root test) 

позволяет различить ряды этих двух типов. 

Для применения ADF теста необходимо 

1. Быть уверенным, что дисперсия процесса постоянна 



(временной ряд — АРСС(p,q)). 

2. Отсутствуют интервенции. 

3. Дисперсия случайных приращений ξ t  постоянна. Для 

проверки гипотезы о наличии гетероскедастичности можно 

использовать тест Филлипса-Перрона (PP-тест), правда 

мощность его мала и на практике применяется он редко. 

4. Правильно выбраны p и q. 

5. Указать количество лагов — целая часть от 
4
√N  или 

количество лагов, для которого все оценки коэффициентов 

при приращениях (для AR-части) будут статистически 

значимыми. Учитывая сложность однозначного 

определения количества лагов, доверяют обычно 

результатам теста, которые не меняются при некотором 

изменении количества лагов. 

Процедура Доладо ADF теста. 

1. Для модели 

Δ X (t)= a+ bt+ (ρ− 1) X (t− 1)+∑
i= 1

p

δ iΔ X (t− i)+ ξ t

 

проверяется гипотеза

H 0 :ρ= 1

H 1 :ρ< 1 . Если t< η η , нулеувая 

гипотеза отвергается, ряд — TS. Если t> η η  нулевая 

гипотеза не отвергается, переходим ко второму пункту. 

2. Для модели 
Δ X (t)= a+ bt+∑

i= 1

p

δiΔ X (t− i)+ ξ t

 Проверяем 

статистическую значимость коэффициента b. Если 

коэффициент значим, ряд — DS. Если нет — переходим к 

следующему шагу. 

3. Для модели 
Δ X (t)= a+ (ρ− 1) X (t− 1)+∑

i= 1

p

δiΔ X (t− i)+ ξ t

 

(ряд без тренда) выполняем ADF тест. Если 
t< η μ , нет 

единичного корня и нет тренда, ряд — TS. Если t> η η , 

переходим к следующему шагу. 

4. Для модели 
Δ X (t)= a+∑

i= 1

p

δ iΔ X (t− i)+ ξ t

 проверяем 

значимость a. Если a не значимо, выполняем ADF-тест для 



модели 
Δ X (t)= (ρ− 1) X (t− 1)+∑

i= 1

p

δ iΔ X (t− i)+ ξ t

, 

используя критические значения η 0  



Задание. 

 

1. Взять данные интересующего Вас временного ряда, 

например, на сайте Госкомстата, или где-либо ещѐ. 

Количество значений N должно быть не менее 50. 

Количество сезонных периодов – не менее N/10 

2. Подобрать модель АРПСС(p,n,q). 

3. Подобрать модель САРПСС(p,n,q)(Ps,Ns,Qs). 

4. Подобрать модель САРПСС(p,n,q)(Ps,Ns,Qs) с 

интервенциями. 

5. Проанализировать показатели качества модели. 

6. Проанализировать остатки на предмет адекватности 

модели. 

7. Проанализировать прогноз. 

 

Порядок выполнения работы. 

 

Анализ АРПСС проводится в программе Statistica. Данные 

импортировать или вбить в Statistica. Идентификация модели: 

Подход Бокса-Дженкинса. 

1. Определить d добившись взятием конечных разностей 

стационарности ряда. 

2. Определить p по ЧАКФ 

3. Определить q по АКФ 

4. Определить параметры модели с помощью 

соответствующего ПО 

Анализ ряда с интервенциями см. в примере. 

Вычислить AIC и BIC для остационаренного ряда для p<3, 

q<3. Сформировать портфели моделей по обоим критериям. 

Проверить гипотезу о некоррелированности остатков (В 

Statistica используется критерий Бокса-Льюнга) 

Проверить гипотезу о виде распределения. 



Пример выполнения работы. 
 

Рассмотрим официальные квартальные данные ВВП в 

постоянных ценах 2008 года за 1995-2011 годы: 

http://www.gks.ru/free_doc/new_site/vvp/tab6a.xls 

Данные представлены в формате таблицы Excel. 

 
Для импорта в Statistica желательно, чтобы переменные 

располагались в столбцах. Транспонируем нужные строки на 

Лист2. 

Импортируем в Statistica нужный 

лист и добавляем переменную с 

номеров наблюдения и переменную без 

5 последних наблюдений для 

демонстрации качества прогноза. 

 

http://www.gks.ru/free_doc/new_site/vvp/tab6a.xls


Выбираем «Временные ряды и прогнозирование» и добавляем 

все переменные для анализа. 

Рассмотрим график ВВП. 

 
Ряд нестационарный, и имеет выраженную сезонную 

составляющую. Основная тенденция в данный период 

характеризуется ростом среднего значения. Растѐт также амплитуда 

сезонных колебаний (наблюдается мультипликативный сезонный 

тренд). 

Кроме того, наблюдаются, по крайней мере, 3 интервенции – 

точки, в которых параметры тенденции ряда существенно 

изменяются при изменении внешних обстоятельств. Первая 

наблюдается в 3-м квартале 1998 года и связана с дефолтом. Вторая 

наблюдается в 4-м квартале 1999 года и связана с изменением 

экономической политики правительством Примакова. Третья 

наблюдается во 4-м квартале 2008 и связывается, по-видимому, с 

экономическим кризисом. 

Рассмотрим графики АКФ и ЧАКФ. 



 
АКФ убывает, но каждые 4 года имеет локальный максимум 

за счѐт сезонной составляющей. 

 
ЧАКФ убывает, но имеет значительные размеры на лагах 1, 3 

и 5. 

Мультипликативный сезонный тренд часто встречается в 

финансово-экономических временных рядах и убирается 

логарифмированием ряда. 



 

 
Уберѐм линейный тренд взятием конечной разности первого 

порядка с лагом 1. 



 
Ряд выглядит стационарным относительно средней и 

дисперсии. Рассмотрим АКФ и ЧАКФ. 

 
АКФ имеет явные выбросы с лагом 2, 4, 6 и т.д. «Физика 

процесса» очевидна: если сейчас значение ряда достигло 

локального максимума, через 2 значения будет минимум, через 4 – 

опять максимум. 



 
У ЧАКФ кроме выброса на лаге 4 наблюдаются выбросы на 

лагах 2, 3, 5, возможно по тем же причинам. 

Попробуем избавиться от сезонной составляющей взятием 

конечной разности первого порядка с лагом 4. 

 



 
Ряд напоминает «Белый шум», но наблюдаются значительные 

флуктуации в районе интервенций. Рассмотрим АКФ и ЧАКФ. 

 
АКФ экспоненциально убывает, имея значительный выброс на 

лаге 4. 



 
ЧАКФ ведѐт себя аналогично. Попробуем модель АРПСС 

(1,1,1). 

 
Указываем соответствующие параметры модели. Добавляем 

взятие натурального логарифма и конечных разностей первого 

порядка с лагами 1 и 4. Указываем сезонный лаг 4 и модель 



сезонных колебаний с одним параметром авторегрессии и одним 

параметром скользящего среднего (для начала). Смотрим 

результат. 

 
Ни один из найденных параметров не выглядит достоверным. 

Поэкспериментируем с другими значениями. 

 
Модель с достоверными параметрами: АРПСС(1,1,0)(0,1,1) – 

один параметр авторегрессии для временного ряда и один параметр 

скользящего среднего для сезонной составляющей. 



Рассмотрим график остатков 

 
Наблюдаются заметный флуктуации в районе интервенций. 

Рассмотрим автокорреляции и распределение остатков. 

 



 
Остатки некоррелированы. 

 



 
С известной натяжкой распределение остатков можно считать 

нормальным. 

Рассмотрим прогноз. 

 



 
Прогноз на 5 ближайших значений укладывается в 90% 

доверительный интервал. 

Пример анализа прерванного временного ряда (ряда с 

интервенцией). 

В процессе анализа ВВП были отмечены три интервенции, но 

в классической модели АРПСС они никак не были учтены. 

Statistica позволяет учесть интервенции с помощью 

инструмента АРПСС с интервенцией. 



 

 
После выбора ряда и параметров АРПСС необходимо указать 

номер наблюдения и тип интервенции. Доступно три типа 

интервенции: 

1. Скачкообразная устойчивая – когда фактор начал 

действовать резко и со временем его значение не 

снижается. Фактически это воздействие означает резкое и 

устойчивое изменение среднего значения ряда и 



характеризуется одним параметром – сдвигом среднего. 

  
2. Скачкообразная временная - когда фактор начал 

действовать резко и со временем его значимость снижается. 

Этот тип интервенции характеризуется двумя параметрами: 

величиной скачка и скоростью спада. 

 
3. Постепенная устойчивая – когда фактор начинает 

действовать плавно и со временем его значение не 

снижается. Этот тип интервенции характеризуется двумя 

параметрами, определяющими скорость роста и сдвиг 

среднего, к значению которого асимптотически 

приближается величина фактора. 

 
Первая интервенция наблюдается в 3-м квартале 1998 года 

(наблюдение №15) и носит скачкообразный устойчивый характер. 

Вторая наблюдается в последнем квартале 1998 года – 



наблюдение №16 и носит постепенный устойчивый характер. 

Третья наблюдается во 4-м квартале 2008 – наблюдение №56 – 

постепенное устойчивое. 

 

 
Параметры интервенций значимы с достоверностью 95%, но с 

учѐтом интервенций параметры самой модели перестали быть 

значимыми. 



Рассмотрим АКФ и ЧАКФ. 

 

 
Они имеют значимые выбросы, что указывает на 

коррелированность остатков. 

Попробуем подобрать параметры модели так, чтобы значения 



параметров были достоверны. 

 

 
Достоверной оказалась модель АРПСС(2,1,1)(0,1,0), с тремя 

интервенциями. Это означает, что временной ряд описывается 

двумя параметрами авторегрессии и одним параметром 

скользящего среднего после логарифмирования и взятия конечной 

разности первого порядка с лагом 1 и конечной разности первого 



порядка с лагом 4. Сезонная составляющая учитывается только 

взятием конечной разности. 

 
Рассмотрим график остатков. 

 
С известной «натяжкой» можно считать, что на всѐм 

интервале наблюдения характер ряда остатков существенно не 

меняется. 

Рассмотрим АКФ и ЧАКФ. 



 

 
Достоверной коррелированности не наблюдается, ряд 

остатков можно считать белым шумом. 

Рассмотрим распределение остатков. 



 

 
Распределение остатков существенно не отличается от 

нормального. 

Рассмотрим прогноз. 



 

 
По сравнению с прогнозом, составленным без учѐта 

интервенций, границы доверительного интервала сузились, то есть 

точность возросла. 

Известно, что в III квартале 2011 года ВВП составил 10857, 

что хорошо соответствует прогнозу. В IV квартале 

Минэкономразвития официально прогнозирует ВВП на уровне 

около 11280 :-). 



Оценка качества модели 

Для сравнительной оценки качества моделей АРСС(p,q) для 

рядов, приведѐнных к стационарным, применяются 

информационный критерий Акаике 


N

qp
SSqpAIC

 2ln,

 
и информационный критерий Шварца 


N

qp
NSSqpBIC


 lnln,
, 

 где N- количество наблюдений, SS — сумма квадратов остатков, 

p,q — параметры модели. 

Наилучшей считается модель с минимальным значением 

критерия. 

Если значения показателей качества моделей близки, можно 

выбрать портфель моделей. В качестве меры близости можно 

использовать 
    











qpAICqpAICN

R
,,

2

1
11

 , где  
11,qpAIC  - значение AIC для 

наилучшей модели, и включать в портфель модели, для которых 

10R . 

В качестве примера проанализируем первую конечную 

разность курса доллара с 20.06.05 по 6.10.11. В Statistica подберѐм 

модели АРПСС для q<3, p<3. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 
Вычислим значения информационных критериев для всех 

вариантов и сформируем портфели моделей: 
p q SS AIC BIC Наилучшие R(AIC) R(BIC)

0 0 47,422 3,859086 3,859086 1487686 4382
0 1 46,712 3,845286 3,848722 32,10242 1,372615
0 2 46,695 3,846206 3,853079 65,7302 40,79677
0 3 46,682 3,847212 3,857521 143,853 1296,073
1 0 46,693 3,844879 3,848315 BIC 23,38778 1
1 1 46,689 3,846078 3,85295 59,47285 36,91302
1 2 46,385 3,84083 3,851139 AIC 1 9,009706
1 3 46,375 3,841899 3,855644 2,298249 300,5782
2 0 46,69 3,846099 3,852972 60,47282 37,53367
2 1 46,398 3,84111 3,851419 1,243779 11,20608
2 2 46,377 3,841942 3,855687 2,376719 310,841
2 3 46,366 3,842989 3,860171 5,371189 10197,19
3 0 46,677 3,847105 3,857414 132,344 1192,38
3 1 46,37 3,841791 3,855536 2,113209 276,3776
3 2 46,369 3,843054 3,860236 5,648661 10723,98
3 3 46,365 3,844252 3,864871 14,3573 395669,9

N= 1557 3,84083 3,848315 3,162278  
Портфель по критерию AIC включает в себя 5 моделей: 

{АРСС(1,2), АРСС(1,3), АРСС(2,1), АРСС(2,2), АРСС(3,1)}, по 

критерию BIC – 2: {АРСС(0,1), АРСС(1,0)}, причѐм портфели не 

пересекаются. Остальные модели вообще не имеет смысла 

рассматривать. Из портфеля можно исключить модели, для 



которых значения параметров определены недостаточно 

достоверно. Это модели портфеля AIC АРСС(1,3), АРСС(2,2), 

АРСС(3,1). В портфеле по AIC остаѐтся две модели: {АРСС(1,2) и 

АРСС(2,1)}. 

Относительно каждой модели, входящей в портфель, 

необходимо сделать выводы о еѐ адекватности. Адекватность 

модели определяется показателями остатков: они должны быть 

некоррелированы, и это означает, что систематическая 

составляющая хорошо отражается моделью, и они должны быть 

нормально распределены, это означает, что все параметры модели 

расчитаны корректно и степень их достоверности определена 

правильно. 

В Statistica некоррелированность остатков определяется по 

АКФ и ЧАКФ на коррелограммах. Статистика также рассчитывает 

портмано-статистику — критерий Бокса-Льюнга. Этот критерий 

плохо работает для рядов АР. 

 
В данном случае для модели АРСС(1,0) Статистика Бокса-

Льюнга показывает, что мы не можем принять гипотезу о 

некоррелированности остатков. 

Для проверки гипотезы о нормальности распределения берѐм 

ряд остатков и сравниваем его закон распределения с нормальным с 

помощью критерия Пирсона, критерия Колмогорова, критерия 

Харке-Берра или какого-либо ещѐ. 



 

 



 
В Statistica проверку нормальности можно выполнить, выбрав 

меню Анализ-Основные статистики и таблицы-Описательные 

статистики-Нормальность, указать там количество значений, 

критерии проверки 

 
Выбрать Таблицы частот и получить результаты: 



 
Критерий Колмогорова-Смирнова с поправкой Лиллиефорса 

показывает нормальность распределения (P<0,1). 

Критерий Шапиро-Уилка W также показывает, что 

распределение величин остатков можно считать нормальным. 
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