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 Цель лабораторной работы: 
1) познакомиться с приближенным численным методом вы-

числения интеграла с помощью разложения в ряд;  
2) изучить алгоритм приближенного вычисления интеграла; 
3) применить алгоритм для выполнения задания; 
4) научиться применять программный продукт MATHCAD 

для решения этой задачи.  
 

1. Основные теоретические положения 
 

Задача нахождения определенного интеграла полностью ре-
шается применением формулы Ньютона-Лейбница. Однако эту 
формулу не всегда возможно или удобно применять, так как полу-
ченные выражения для первообразных могут быть очень громозд-
ки или первообразная может не выражаться через элементарные 
функции. Для приближенного вычисления определённого интегра-
ла используются различные приближенные методы. Рассмотрим 
использование разложений в степенной ряд для решения этой за-
дачи. Степенные разложения удобны для этой цели, так как перво-
образные от степенных функций выражаются просто и вычисления 
сводятся к суммированию членов полученного ряда. Основой для 
таких приложений служат свойства функциональных рядов, отра-
женные в следующей теореме. 

Теорема 
Если функции un(x); n = 1, 2, ..., n, ... непрерывны на отрезке      

[a; b] и ряд 

   



x

1n
nn321 )x(u...)x(u..)x(u)x(u)x(u                  (1.1) 

равномерно сходится на отрезке [a;b], то ряд (1.1) можно интегри-
ровать почленно в пределах от а до х[a;b] и выполняется равен-
ство 

                      

  







x

a

x

a

x

a
n21

n3

x

a
21

...dt)t(u...dt)t(udt)t(u

dt...))t(u...)t(u)t(u)t(u(
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или 

                          









x

a 1n 1n

x

a
nn .dt)t(udt)t(u                                (1.2) 

Причем ряд (1.2) сходится равномерно на отрезке [a;b]. Раз-
ложение в ряд (1.2) позволяет вычислить приближенное значение 
интеграла. 

 
2. Задания к лабораторной работе 

 
1. Записать задание к лабораторной работе (задание выбира-

ется по указанию преподавателя с использованием номера студен-
та n в списке группы и номера группы N).  

2. Найти значения интегралов с применением программного 
продукта MATHCAD при помощи разложения  подынтегральной 
функции в степенной ряд с точностью   = 0,00001.  

3. Записать последовательность действий и результат реше-
ния.  

4. Оформить отчет. 
 
Рекомендуемая структура отчета. 
 
1. Задание.  
2. Описание хода лабораторной работы и запись полученных 

результатов.  
3. Контрольные вопросы.  
4. Ответы на контрольные вопросы.  
5. Библиографический список.  
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3. Индивидуальные задания 
 
Задание 1. Вычислить определенный интеграл  

         dx
x

1n
Nxsina

0











      

с точностью   = 0,00001, где  
n2
Nna 

   с помощью разложения 

функции в степенной ряд. 
Задание 2. Вычислить определенный интеграл   

           dx
x

1ea

0
N

x2




    

с   точностью  = 0,0001,  где 
Nn2

Nna



  , c помощью разложения 

функции в степенной ряд. 
Задание 3. Вычислить определенный интеграл с заданной 

точностью  = 0.00001, используя разложение функции в степенной 
ряд с помощью MATHCAD. Номер задания k определить по фор-
муле  

                                k = n mod 6+1,  
где mod - остаток от операции деления в целых числах.  
Например, 27 mod 6 = 3. 

1. 
b

a
dx

x
)x1ln( ,           где a = 0, b = 0.1n, 

1n
10


  . 

2. 
b

a
3 dx

x
xarctgx ,      где a = 0, b = 0.1n+0.2, 

4n
10


  . 

3. 
b

a
2 dx

x
1xcos ,         где a = 0, b = 0.1n+0.3, 

2n
10


  . 

4. 
b

a
dx

x
1x1 ,      где a = 0, b = 0.1n+0.2, 

5.0n
10


  . 
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5. 
b

a
2

x
dx

x
x1e ,   где a = 0, b = 0.1n+0,5, 

5.2n
10


  . 

6. 
b

a
2 dx

x
xcos1 ,         где a = 0, b = 0.1n+0.3, 

5.1n
10


  . 

 
4. Образец выполнения работы 

 
Пример выполнения работы:  
Выполним задание для N = 5, n = 27. 
Задание 1. Вычислить определенный интеграл 

                      dx
x

1n
Nxsina

0










  

с точностью  = 0,00001,  где   
n2
Nn:a 

 , с помощью разложения 

функции в степенной ряд. 

Решение. Так как подынтегральная  функция 
x

1n
Nxsin 









 не 

определена в точке х = 0, то доопределим ее следующим образом: 























0.xпри,0

0хпри,
x

1n
Nxsin

)x(f      

Разложим функцию y = sin x в степенной ряд. 
        


















1n

1n2
1n

1n2
1n

53

)!1n2(
x)1(...

)!1n2(
x)1(...

!5
x

!3
xxxsin  

 
Тогда подынтегральная функция разложится в степенной ряд 
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





























 ...

28!7
x5

28!5
x5

28!3
x5

28
x5

x
1

28
x5sin

x
1

7

77

5

55

3

33
, 

             ...
28!7
x5

28!5
x5

28!3
x5

28
x5

28
x5sin

x
1

7

2
13

7

5

2
9

5

3

2
5

32
1






















  

Вычислим 

                                       
272

527:a



  

                                    a = 0. 592593 
Проинтегрируем степенной ряд 

dx...
28!7
x5

28!5
x5

28!3
x5

28
x5dx

28
x5sin

x
1

7

2
13

7

5

2
9

5

3

2
5

32
1







































  

Тогда 

...
1528!7

x52
1128!5

x52
728!3

x52
328
x52dx

28
x5sin

x
1

7

2
15

7

5

2
11

5

3

2
7

32
3























  

 
Вычислим определенный интеграл 

    ...
1528!7

a52
1128!5

a52
728!3

a52
328
a52dx

28
x5sin

x
1

7

2
15

7

5

2
11

5

3

2
7

32
3

a

0























  

Наш ряд является знакочередующимся. Условия теоремы 
Лейбница выполняются. Поэтому ошибка вычисления суммы ряда 
не превосходит абсолютной величины первого отброшенного чле-
на. 

Найдем первые слагаемые, которое по абсолютной величине 
не превосходит заданной точности 0001,0  

328
a52:u

2
3

1 


  

;u054307,0u 11   
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728!3
a52:u 3

2
7

3

2 


  

;u10343736.4u 2
5

2    

1128!5
a52:u 5

2
11

5

3 


  

         ;u10547658.1u 3
8

3                         
В нашем примере достаточно взять два слагаемых. Тогда 

                        ,
728!3

a52
328
a52dx

28
x5sin

x
1

3

2
7

32
3

a

0 












  

.054263.0
728!3

a52
328
a52

3

2
7

32
3







  

Для проверки вычислим приближенное значение интеграла с 
помощью  MATCHCAD: 

dx
28
x5sin

x
1:I

a

0






      I = 0.054, 

Значения приближенно совпадают. 
 
Задание 2. Вычислить определенный интеграл 


a

0
N

x
dx

x

1e
2

                                                               

с точностью  = 0,0001, где 
Nn2

Nn:a



  , c помощью разложения 

функции в степенной ряд. 

Решение. Так как подынтегральная  функция 
N

x

x
1e

2


 не опре-

делена в точке х = 0, то доопределим ее следующим образом: 
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














0.xпри,0

0хпри,
x

1e
)x(f N

x2

     

Разложим функцию ex в степенной ряд:  







0n

n32
x

!n
x...

!3
x

!2
x

!1
x1e . 

Тогда подынтегральная функция разложится в степенной ряд 

....
!3

x
!2

x
!1

x

x

1)1e(
x

1 642

5
x

5

2









                          

Вычислим 

5272
527:a



        

                                                a = 0.542 
Проинтегрируем степенной ряд 

.dx...
!4

x
!3

x
!2

x
!1

xdx)1e(
x

1 2
11

2
7

2
3

2
1

x
5

2





















 

Тогда 

...
!134

x2
9!3
x2

5!2
x2

!1
x2dx)1e(

x

1 2
13

2
9

2
5

2
1

x
5

2
















  

Вычислим определенный интеграл 

...
!134

a2
9!3
a2

5!2
a2

!1
a2dx)1e(

x

1 2
13

2
9

2
5

2
1

x
a

0
5

2
















  

Наш ряд является положительным, так как 0 < a < 1, запишем 
ряд в виде: 

.
)1n4()!1n(

aa2

...
13!4

a
9!3

a
5!2

a
!1

1a2dx)1e(
x

1

0n

n2
2
1

642
2
1

x
a

0
5

2







 




















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Так как для членов ряда в скобках выполняется неравенство 

                             n2
n2

a
)1n4()!1n(

a



, 

то воспользуемся для оценки остаточного члена ряда геометриче-
ской прогрессией с начальным членом 1 и знаменателем a2. Оста-
ток ряда оценивается величиной 

                                  2

n2

n a1
a)x(r


 , 

где n – число членов ряда. 
Вычислим оценку для n = 6 

                                           2

12

6 a1
a:r


  

                                           4
6 10180672.9r   

                                           ;)x(r6   
      для n = 7 

                                          2

14

7 a1
a:r


  

                                           4
7 10700663.2r   

                                           ;)x(r7               
      для n = 8 

                                           2

16

8 a1
a:r


  

                                           5
8 109444496.7r   

                                           ;)x(r8   
видим, что достаточно взять n = 8. Следовательно, приближенное 
значение интеграла равно: 

                






8

0n

n2
2
1

519.1
)1n4()!1n(

aa2  

Для проверки найдем приближенное значение интеграла с 
помощью математического пакета MATCHCAD: 
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                
a

0

x
5

,dx)1e(
x

1:I
2

         519,1I   

Значения совпадают. 
Задание 3. Вычислить определенный интеграл с заданной 

точностью  = 0,00001, используя разложение функции в степенной 
ряд при помощи MATCHCAD.  

             
b

a

x
,dx

x
e1   где   a = 0,   b = 2,  = 0,5.   

Решение. Введем значения параметров a, b, . Например:  
a:=0     b:=2         := 0,5. 
Введем функцию: 

.
x
e1 x  

Затем выделим с помощью «мыши» переменную, по которой 
производится разложение. Для этого нужно перевести курсор на 
эту переменную, нажать на левую клавишу и, удерживая ее, про-
вести курсор по переменной. Переменная выделится черным цве-
том. Затем щелкнуть «мышью» на кнопке «symbolic». Появится 
меню, в котором нужно выбрать пункт «variable» и указать на 
пункт «expand series...». На экране появится запрос, в котором тре-
буется указать число членов разложения. Например, 8. И нажать с 
помощью мыши клавишу Ок. После этого ввода ЭВМ выдает на 
экран требуемое число членов разложения. Например: 
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5040

1x
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1x
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6
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4534232
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 

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
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





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Затем нужно щелкнуть «мышью» по рисунку с изображением 
интеграла. Появится меню, в котором нужно выбрать вычисление 
определенного интеграла. Поставим данные пределы а и b. Скопи-
руем разложение в ряд и внесем его под знак интеграла. Затем вы-
числим значение интеграла. Так как данные ряды сходятся на всей 
числовой оси, то результат дает нам приближенное значение инте-
грала. 
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Для определения точности вычислений нужно найти разло-
жение с большим числом членов и  найти  следующий  по  порядку 
член разложения, отличный от нуля. Проинтегрируем этот член в 
заданных пределах. Так как наши ряды знакочередующиеся, то по-
грешность не больше значения интеграла от этого члена. В нашем 
примере 

                         





 

b

a

678 .101.3dxx
40320

1  

Заданная точность достигнута.  
Указание. Для контроля следует вычислить приближенное 

значение интегралов непосредственно, используя средства  
MATHCAD. 
                                       Контрольные вопросы 

 
1. Понятие функционального ряда.  
2. Сходимость функционального ряда. Область сходимости.  
3. Ряд Тейлора для функции f(x).  
4. Область сходимости степенного ряда, теорема Абеля.  
5. Оценка остатка функционального ряда.  
6. Оценка остатка степенного ряда, а) в форме Лагранжа,       

б) в форме Коши.  
7. Оценка остатка для знакочередующихся и положительных 

рядов.  
8. Применение степенных рядов для приближенных вычисле-

ний функций и определенных интегралов.  
9. Разложения в степенной ряд основных функций 

)x1ln(,)x1(,xcos,xsin,ex    и области их сходимости.  
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