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Цель работы: 1. Изучить методы разложения многочлена на неприво-

димые множители  

 2. Изучить методы представления рациональной дроби 

в виде суммы простейших дробей.  

                        3. Освоить методику интегрирования рациональных 

дробей 

 4. Освоить методику применения ЭВМ при представ-

лении рациональной дроби в виде суммы простей-

ших дробей.  

 5. Решить индивидуальное задание. 

 

 

1. Теоретические положения 

 

1.1 Основные понятия 

 

Многочленом п-й степени называется выражение вида 
1

1 1 0( ) ...n n
n n nP x a x a x a x a

     , 

где аi – коэффициенты многочлена, действительные числа, число n 

- называется степенью многочлена. 

Корнем многочлена называется такое значение х1 (действи-

тельное или комплексное), при котором многочлен обращается в 

нуль, т.е. Рп(х)0. 

 Если х1 есть корень многочлена Рп(x), то Рп(x) делится без ос-

татка на (х-х1), т. е. Рп(x)=(x-х1)Qп-1(x)(следствие из теоремы Безу). 

Если многочлен  Рп(x) делится без остатка на (х-х1)
k
 (k - нату-

ральное число) и не делится на (х-х1)
k+1

, то число k называется 

кратностью корня. Рп(x)=(x-х1)
k
Qп-k (x)  

 

1.2 Разложение многочлена на неприводимые множители 

 

Всякий многочлен степени n разлагается на n линейных мно-

жителей вида (х-х1) и множитель, равный коэффициенту при х
n
, т. 

е.  Рп(x)=ап(x-х1)(x-х2)…(x-хn). 

Всякий многочлен n-ой степени имеет ровно n корней (дейст-

вительных или комплексных). 



 5 

Если многочлен Рп(x)с действительными коэффициентами 

имеет комплексный корень a+bi, то он имеет и сопряженный ему 

корень a-bi. 

Многочлен с действительными коэффициентами разлагается 

на множители с действительными коэффициентами первой и вто-

рой степени соответствующей кратности, т.е. 

1 2 12 2
1 2 1 1( ) ( ) ( ) ...( ) ( ) ...( ) sr mk k k m

n n r s sP x a x x x x x x x p x q x p x q       

где  k1+k2+…+kr+m1+…+ms=n. 

Пример:   Разложить на множители Р5(x)=х
5
+х

4
+х

3
+х

2
+х+1 

Сгруппируем слагаемые Р5(x)=(х
5
+х

4
+х

3
)+(х

2
+х+1)=  

=х
3
(х

2
+х+1)+(х

2
+х+1)=(х

2
+х+1)(х

3
+1)=(х

2
+х+1)(х

2
-х+1)(х+1). 

Дискриминанты многочленов (х
2
+х+1) и (х

2
-х+1) – отрицательны, 

следовательно, они являются неприводимыми множителями. 

 

1.3 Интегрирование рациональных дробей 

 

Всякую рациональную функцию можно представить в виде 

рациональной дроби, т. е. в виде отношения двух многочленов 
1

0 1

1
0 1

...( )

( ) ...

m m
m

n n
n

B x B x BQ x

f x A x A x A





  


  
 

Не ограничивая общности рассуждений, будем предполагать, 

что эти многочлены не имеют общих корней.  

Если степень числителя меньше степени знаменателя, то дробь 

называется правильной, в противном случае дробь называется не-

правильной. 

Если дробь неправильная, то, разделив числитель на знамена-

тель, можно представить данную дробь в виде суммы многочлена 

и некоторой правильной дроби: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

Q x F x
M x

f x f x
   

здесь  М(х)- многочлен, а  
( )

( )

F x

f x
 - правильная дробь. 

Пример:    
4

2

2 2

3 5 99 25
3 9 30

3 1 3 1

х х
х х

х х х х

 
   

   
. 
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Так как интегрирование многочленов не вызывает затрудне-

ний, то основная трудность при интегрировании рациональных 

дробей заключается в интегрировании правильных рациональных 

дробей. 

Правильные рациональные дроби вида: 

 

2

2

-целое положи-
I. ; II.

тельное число 2( )

корни знаменателя 
III.

комплексные

- целое 2,

IV. корни заменателя

комплексные

k

k

kA A

x a x a

Ax B

x px q

k
Ax B

x px q

 
 

   

 
 

   

 
  

 
  
 

 

называются простейшими дробями I, II, III, IV типов. 

Пусть требуется вычислить  
( )

( )

Q x
dx

P x ,  если дробь, стоящая 

под знаком интеграла, неправильная, то мы представим ее в виде 

суммы многочлена  М(х) и правильной рациональной дроби 
( )

( )

F x

f x
. 

Вид простейших дробей определяется корнями знаменателя f(x). 

Здесь возможны следующие случаи: 

I случай: Корни знаменателя действительные и различные, т. е. 

f(x)=(x-a)(x-b)…(x-d). Тогда будем иметь:  

                   
( )

...
( )

F x А В D

f x х а х b x d
   

  
  

и, следовательно,  

                         

( )
...

( )

...

F x A B D
dx dx dx

f x x a x b x d

A ln x a B ln x b D ln x d C

    
  

          

   
 

II случай: Корни знаменателя действительные, причем некото-

рые из них кратные, т. е.   f(x)=(x-a)
n
(x-b)

k
…(x-d)

m
. 

В этом случае дробь 
( )

( )

F x

f x
 разлагается на простейшие дроби типа: 
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       

   

1 11
1 1

11 1
1

( )
... ...

( )

... ...

n n k k

n n k k

m m

m m

A A B BAF x

f x x ax a x a x b x b

D DB D

x b x dx d x d

 

 





       
   

     
  

 

и мы приходим к интегралам от степенных функций. 

III случай:  Среди корней знаменателя есть комплексные не 

повторяющиеся, т. е.    f(x)=(x
2
+px+q)(x

2
+lx+k)…(x

2
+sx+r). 

В этом случае дробь 
( )

( )

F x

f x
 разлагается на простейшие дроби типа: 

2 2 2

( )
...

( )

F x Ax B Mx N Cx D

f x x px q x lx k x sx r

  
   

     
 

и мы приходим к интегралам, содержащим квадратный трехчлен в 

знаменателе. 

IV случай:  Cреди корней знаменателя есть комплексные крат-

ные, т. е.    f(x)=(x
2
+px+q)

m
(x

2
+lx+k)

n
…(x

2
+sx+r)

v
. 

В этом случае дробь 
( )

( )

F x

f x
 разлагается на простейшие дроби типа: 

1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2

( )
... ...

( ) ( ) ( )

...
( )

n n m m

n m

v v

v

A x B M x NA x BF x

f x x px q x px q x lx k

C x DM x N C x D

x lx k x sx r x sx r

 
     

     

 
   

     

 

 

2. Задание 

 

Вычислить интеграл 5

6

( )

( )

P x
dx

Q x  

1. Разложить знаменатель Q6(x) на неприводимые множители. 

2. Представить дробь 5

6

( )

( )

P x

Q x
 в виде суммы простейших дробей с 

    неопределѐнными коэффициентами. 

3. Найти полученные интегралы с использованием МАTHCAD. 

4. Найти вручную полученные интегралы от простейших дробей. 

5. Значения Р5(x) и Q6(x) взять из таблицы 1. 



Таблица 1 

 

№ Р5(x) Q6(x) 

1 6х
5
+17х

4
-27х

3
+12х

2
-19х+9 х

6
+3х

5
-9х

4
+4х

3
-3х

2
+9х-5 

2 2х
5
-2х

4
-22х

3
-13х

2
+43х+43 -2х

6
-5х

5
-х

4
+х

3
-11х

2
-16х-6 

3 8х
5
+36х

4
-13х

3
-286х

2
-163х+490 -х

6
-3х

5
+17х

4
+70х

3
+117х

2
+405х+675 

4 14х
5
-127х

4
+403х

3
-530х

2
+373х+315 3х

6
-17х

5
+6х

4
+58х

3
+99х

2
-297х-108 

5 7х
5
-51х

4
+159х

3
-260х

2
+207х-63 2х

6
-15х

5
+45х

4
-71х

3
+66х

2
-36х+8 

6 7х
5
+23х

4
+7х

3
-51х

2
-69х-52 -х

6
-6х

5
-14х

4
-17х

3
-6х

2
+20х+24 

7 4х
5
+4х

4
-68х

3
+21х

2
+536х+321 -х

6
-5х

5
+2х

4
+24х

3
-27х

2
-27х+162 

8 2х
5
+51х

4
+387х

3
+1189х

2
+1206х-230 -х

6
-11х

5
-32х

4
+38х

3
+328х

2
+544х+384 

9 9х
5
-4х

4
-31х

3
-48х

2
-27х-9 3х

6
+11х

5
+23х

4
+30х

3
+17х

2
-х-3 

10 5х
5
-16х

4
+34х

3
-7х

2
-30х+20 -2х

6
+7х

5
-12х

4
+12х

3
-4х

2
-3х+2 

11 4х
5
-х

4
-36х

3
+16х

2
+120х-121 -2х

6
+13х

5
-29х

4
+25х

3
-14х

2
+28х-24 

12 5х
5
+13х

4
-78х

3
+179х

2
-257х+158 х

6
-х

5
-6х

4
+34х

3
-71х

2
+63х-20 

13 7х
5
+42х

4
+15х

3
-212х

2
+50х+512 х

6
+х

5
-11х

4
-22х

3
-28х

2
-88х-96 



 9 

 

Продолжение таблицы 1 
 

14 76х
5
+158х

4
+103х

3
+4х

2
-27х-11 8х

6
+28х

5
+46х

4
+45х

3
+26х

2
+8х+1 

15 96х
5
-186х

4
+76х

3
+86х

2
-80х+27 8х

6
-4х

5
-14х

4
+33х

3
-31х

2
+13х-2 

16 3х
5
-14х

4
-16х

3
-18х

2
-6х+1 4х

6
+13х

5
+16х

4
+10х

3
+4х

2
+х 

17 -51х
5
+151х

4
-95х

3
+2х

2
+5 9х

6
-25х

5
+22х

4
-6х

3
+х

2
-х 

18 16х
5
+68х

4
+73х

3
+91х

2
+165х-121 4х

6
+51х

5
+204х

4
+327х

3
+186х

2
+36х+56 

19 48х
5
-304х

4
+659х

3
-567х

2
-64х+24 9х

6
-57х

5
+19х

4
+480х

3
-891х

2
+297х-81 

20 88х
5
-76х

4
-58х

3
+93х

2
+77х+19 32х

6
-32х

5
-136х

4
-140х

3
-76х

2
-23х-3 

21 16х
5
+18х

4
-8х

3
-17х

2
+2 3х

6
+5х

5
+4х

4
-2х

3
 

22 49х
5
+98х

4
+102х

3
-75х

2
-73х-14 5х

6
+27х

5
+45х

4
+14х

3
 

23 25х
5
+49х

4
+119х

3
+96х

2
-143х-56 3х

6
+10х

5
+31х

4
+56х

3
 

24 -7х
5
-21х

4
-139х

3
-250х

2
-79х-24 6х

6
+17х

5
+39х

4
+71х

3
+59х

2
+12х-4 

25 25х
5
-73х

4
+125х

3
-60х

2
+34х+159 5х

6
-13х

5
+54х

4
-116х

3
+79х

2
+9х-18 

26 -5х
5
+57х

4
+720х

3
+100х

2
-906х+994 3х

6
+26х

5
-53х

4
-445х

3
+1204х

2
-49х-686 

 



3. Образец выполнения задания 

 

Вычислить интеграл 
5 4 3 2

6 5 4 3 2

7 51 125 130 185 70

7 13 18 108 216

x x x x x
dx

x x x x x x

    

     
  

 

Разложим знаменатель Q6(x)=x
6
+7x

5
+13x

4
+x

3
-18x

2
-108x-216 на 

неприводимые множители. Для этого воспользуемся символьным 

оператором «factor», т.е. 

 

x
6
+7∙x

5
+13∙x

4
+x

3
-18∙x

2
-108∙x-216 factor  (x-2)∙(x+3)

3
∙(x

2
+4) 

 

Представим исходную дробь в виде суммы простых дробей с 

неопределенными коэффициентами  

5

2 3 2
6

( )

( ) 2 3 ( 3) ( 3) 4

P x A B C D Fx E

Q x x x x x x


    

    
 

Воспользуемся символьным оператором «parfrac» и разложим 

данную дробь на сумму простых дробей 

 
5 4 3 2

6 5 4 3 2

2 3 2

7 51 125 130 185 70
, ,

7 13 18 108 216

3 2 1 4 2 1

2 3 ( 3) ( 3) 4

x x x x x
convert parfrac x

x x x x x x

x

x x x x x

    


     


    

    

 

 

 Далее проинтегрируем получившееся выражение, используя 

символьный оператор  «  » 

2 3 2

2

2

3 2 1 4 2 1

2 3 ( 3) ( 3) 4

2 1 1 1
3 ln( 2) 2 ln( 3) ln( 4) atan( )

( 3) 2 2( 3)

x
dx

x x x x x

x x x x
xx

  
     

     

            




 

Вычислим вручную неопределѐнные интегралы от каждой из 

полученных простых дробей: 
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2 1

2

3 1

3 2

2

2 2 2 2

2

3 2
3 ln( 2) ; 2 ln( 3) ;

2 3

2 ( 3) 2
2 ;

2 1 3( 3)

2 ( 3) 1
2 ;

3 1( 3) ( 3)

2 1 2 ( 4) 1

2 24 4 4 4

1
ln( 4)

2 2

dx x C dx x C
x x

x
dx C C

xx

x
dx C C

x x

x xdx dx d x x
dx arctg

x x x x

x
x arctg

 

 

       
 


     

  


     

  

   
      

     


    



 





   

.C





 

 

Тогда интеграл от суммы нескольких функций равен сумме инте-

гралов от каждой из этих функций, т.е. будем иметь 

 

2 3 2

2 3 2

2

2

3 2 1 4 2 1

2 3 ( 3) ( 3) 4

3 2 4 2 1

2 3 ( 3) ( 3) 4

1 2 1
3 ln( 2) 2 ln( 3) ln( 4) arctg .

( 3) 2 2( 3)

x
dx

x x x x x

dx x
dx dx dx dx

x x x x x

x
x x x C

x x

  
     

     

 
     

    

 
             

   



    

 

Контрольные вопросы 

 

1.Дайте понятие многочлена п-й степени. 

2. Что называется корнем многочлена? 

3. Дайте понятие кратности корня. 

4. Дайте понятие комплексного числа. 

5. Сколько корней имеет многочлен п-й степени? 

6. Укажите символьный оператор системы MATHCAD, исполь-

зуемый для разложения многочлена на неприводимые множители. 

7. Какая дробь называется правильной? 

8. Дайте понятие правильной и неправильной рациональной дроби. 
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9. Дайте понятие простейшей дроби. Укажите основные типы про-

стейших дробей. 

10. Укажите символьный оператор системы MATHCAD, исполь-

зуемый для разложения правильной рациональной дроби на сумму 

простейших дробей. 

11. Укажите символьный оператор системы MATHCAD, исполь-

зуемый для нахождения неопределѐнных интегралов. 
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