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Цель работ: освоить необходимый математический аппарат, по-

могающий анализировать, моделировать и решать прикладные задачи. 

 

Задания по работам 

 

1. Тема «Введение в математический анализ». 

Найти предел . 

 

2. Тема «Дифференциальное исчисление функций одной перемен-

ной». 

Найти производную функции x

arctgx

y 45 . 

 

3. Тема «Функции нескольких переменных». 

Для функции  yxz 43cos   найти частные производные вто-

рого порядка. 

 

4. Тема «Интегральное исчисление». 

Найти интеграл dx
x

x






4

5
2

2

. 

Найти интеграл 
164x

xdx
. 

Найти интеграл 
 

x

dx

3cos2
. 

Вычислить определённый интеграл 


0

sin xdx. 

 

5. Тема «Дифференциальные уравнения». 

Найти общее решение дифференциального уравнения   

1 yyx . 

Найти общее решение однородного дифференциального уравне-

ния второго порядка с постоянными коэффициентами 

052  yyy . 

263

145
lim

3

23





 xx

xx

x
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6. Тема «Элементы линейной алгебры». 

Даны две матрицы 











241

321
A , 



















13

41

32

B .  

Найти: а) BAC  ; б) ABD  . 

 

7. Тема «Теория вероятностей». 

Три станка работают независимо друг от друга. Вероятность 

того, что в течение смены первый станок выйдет из строя равна 0,2, 

для второго станка эта вероятность равна 0,1, а для третьего – 0,3. 

Найти вероятность того, что 

а) все станки будут работать; 

б) выйдет из строя один станок; 

в) выйдут из строя два станка; 

г) хотя бы один станок выйдет из строя. 

 

8. Тема «Математическая статистика». 

Задан вариационный ряд выборки. Найти: выборочное среднее, 

выборочную дисперсию, выборочное среднеквадратическое отклоне-

ние, размах выборки. 

i
x  3 5 6 8 9 10 14 

i
n  2 10 15 20 38 11 4 

 

Примеры выполнения заданий с кратким описанием  

применяемых методов 

 

1. Тема «Введение в математический анализ». 

Пример. Найти предел . 

Решение.  

 

263

145
lim

3

23





 xx

xx

x






































3

3

23

3

3

263

145
lim

xнаделим

язнаменателстепеньстаршая

числителястепеньстаршая

xx

xx

x
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2. Тема «Дифференциальное исчисление функций одной перемен-

ной». 

Пример. Найти производную функции x

arctgx

y 45 . 

Решение. Воспользуемся формулой   uaaa uu 


ln .  

Тогда 





























x

arctgx
x

arctgx

x

arctgx

4
5ln55 44  

   











2

2
4

2
4

16

44
1

1

5ln5
16

44
5ln5

x

arctgxx
x

x

xarctgxxarctgx
x

arctgx

x

arctgx

3. Тема «Функции нескольких переменных». 

Пусть дана функция  yxfz , , определённая и непрерывная в 

некоторой области D. Полагая, например, consty  , получим произ-

водную 
   

x

yxfyxxf

x

z

x 










,,
lim

0
, которая называется частной 

производной первого порядка функции z по переменной х. Она также 

может обозначаться  yxfx , . 

Аналогично, полагая constx  , получим производную 

   
y

yxfyyxf

y

z

y 










,,
lim

0
, которая называется частной производ-

ной первого порядка функции z по переменной y. Она также может 

обозначаться  yxf y , . 











































32

3

32

3

333

3

33

2

3

3

26
3lim

14
5lim

26
3

14
5

lim
263

145

lim

xx

xx

xx

xx

xx

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

xx

.
3

5

26
3

14
5

2
lim

6
lim3lim

1
lim

4
lim5lim

00

00

32

3






























xx

xx

xxx

xxx
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Частными производными второго порядка функции  yxfz ,  

называются частные производные от её частных производных первого 

порядка: 























x

z

xx

z
2

2

 или  yxfxx , ; 





















y

z

yy

z
2

2

 или  yxf yy , ; 























x

z

yyx

z2

 или  yxfxy , ; 





















y

z

xxy

z2

 или  yxfxy , . 

Имеет место теорема о равенстве смешанных производных. 

Теорема Шварца. Если частные производные высшего порядка 

непрерывны, то смешанные производные одного порядка, отличаю-

щиеся лишь порядком дифференцирования, равны между собой. В 

частности, для  yxfz ,  имеем: 
xy

z

yx

z








 22

. 

Пример. Для функции  yxz 43cos   найти частные производ-

ные второго порядка. 

Решение. 

        

     ;43sin30343sin

4343sin43cos

yxxyx

yxyxyxconsty
x

z














 

        

     ;43sin44043sin

4343sin43cos

yxyyx

yxyxyxconstx
y

z














 

        

     ;43cos90343cos3

4343cos343sin3
2

2

yxxyx

yxyxyxconsty
x

z














 

        

     ;43cos124043cos3

4343cos343sin3
2

yxyyx

yxyxyxconstx
yx

z














 

        

     .43cos164043cos4

4343cos443sin4
2

2

yxyyx

yxyxyxconstx
y

z
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4. Тема «Интегральное исчисление». 

Неопределённым интегралом называется множество всех перво-

образных, то есть      CxFdxxf , где  xf  – подынтегральная 

функция;  dxxf  – подынтегральное выражение; dx  – дифференциал 

от переменной х. 

Основные свойства неопределённого интеграла 

1. Постоянный множитель выносится за знак интеграла, то есть 

     dxxfCdxxfC , где constC  . 

2. Интеграл от суммы двух функций равен сумме интегралов от 

этих функций, то есть            dxxgdxxfdxxgxf . 

3.      CxFdxxF , где constC  . 

Основные используемые интегралы приведены в таблице 1. Но-

мера со «звёздочкой» означают часто встречающиеся случаи соответ-

ствующих номеров без «звёздочек». 

Таблица 1 

Таблица неопределённых интегралов 

№ Формула № Формула 

1 2 3 4 

1    Cxdxdx 1  11   C
x

tg
x

dx

2
ln

sin
 

2  





C
n

x
dxx

n
n

1

1

,  

где 1n  

12  







 C

x
tg

x

dx

42
ln

cos


 

2* 
  C

x
xdx

2

2

 13 C
a

x
arctg

axa

dx





1
22

 

2**   Cx
x

dx
2  13*  


Carctgx

x

dx

12
 

3   Cx
x

dx
ln  

14 

 






C

xa

xa

axa

dx
ln

2

1
22

 

или 

 






C

xa

xa

aax

dx
ln

2

1
22

 
4   C

a

a
dxa

x
x

ln
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Продолжение таблицы 1 

1 2 3 4 

4*   Cedxe xx  15  


C
a

x

xa

dx
arcsin

22
 

5   Cxxdx cossin  15*  


Cx
x

dx
arcsin

1 2
 

6   Cxxdx sincos  16  


Caxx
ax

dx 22

22
ln  

7   Cxtgxdx cosln  17   Cchxshxdx  

8   Cxctgxdx sinln  18   Cshxchxdx  

9   Ctgx
x

dx
2cos

 19 Cthx
xch

dx
 2

 

10   Cctgx
x

dx
2sin

 20 Ccthx
xsh

dx
 2

 

21   C
a

xa
xa

x
dxxa arcsin

22

2
2222  

22 Caxx
a

ax
x

dxax 
22

2
2222 ln

22
 

Пример. Найти интеграл dx
x

x






4

5
2

2

. 

Решение. 

.
2

2
ln

4

9

141

1

4
91

4

9
1

4

9

4

4

4

9)4(

4

54)4(

4

5

2222

2

2

2

2

2

2

2

C
x

x
x

иформулы

таблица

x

dx
dxdx

x
dx

xx

x

dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x


































































 

Если подынтегральная функция представляет собой произведе-

ние, то внесение одного из сомножителей под знак дифференциала мо-

жет привести к табличному интегралу. 
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Метод подведения под знак дифференциала основан на равен-

стве          CxgFxgdxgf  . То есть главной задачей является 

приведение подынтегрального выражения к виду      xgdxgf . При 

этом нужно пользоваться формулой для расчёта дифференциала функ-

ции     xgddxxg  . Наиболее часто встречающиеся дифференци-

алы приведены в таблице 2.  

Таблица 2 

Таблица основных дифференциалов 

№ Формула № Формула 

1 
 

1

1






n

xd
dxx

n
n , 1n  4  xdxdx cossin   

1*  2

2

1
xdxdx  5  xdxdx sincos   

1**  xd
x

dx
2  6  tgxd

x

dx


2cos
 

2  xd
x

dx
ln  7  ctgxd

x

dx


2sin
 

3 
 

a

ad
dxa

x
x

ln
  8    arcctgxdarctgxd

x

dx


 21
 

3*  xx eddxe   9    xdxd
x

dx
arccosarcsin

1 2



 

Пример. Найти интеграл 
164x

xdx
. 

Решение. 

 

 

.
48

1

48

1

44

1

2

1

13

1

162

1

162

1

2

1

16

1

1

2

16

1

16

2

224

2

2

4*44

C
x

arctgC
t

arctgC
t

arctg

формула

таблица

t

dt

xt

обозначим

x

xd

xd
xформула

таблица
xdx

xx

xdx


















































 

 



 10 

Замечание: часто при нахождении неопределённых интегралов 

полезно пользоваться формулой 

       dttf
k

bkxdbkxf
k

dxbkxf  
11

, где 0k . 

Пример. Найти интеграл 
 

x

dx

3cos2
. 

Решение. 

 
 
 

  .3
3

1

3

1

9

1

cos3

1

33cos

3

3

1

3cos 222

Cxtgcttg

формула

таблица

t

dt

xt

обозначим

x

xd

x

dx






















 

 

Пусть  xf  непрерывна на отрезке  ba;  и  xF  одна из её пер-

вообразных, тогда справедлива формула 

)()()()( aFbFxFdxxf
a

bb

a

 , называемая формулой Ньютона-Лейб-

ница. 

Пример. Вычислить определённый интеграл 


0

sin xdx. 

Решение. 

    .2110coscoscossin
00

 


xxdx  

5. Тема «Дифференциальные уравнения». 

Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 

имеют вид:         02211  dyyQxPdxyQxP . 

Алгоритм решения:  

1) Перенесём     dyyQxP  22  в правую часть уравнения: 

        dyyQxPdxyQxP  2211 . 

2) Разделим переменные, используя пропорцию: 

 
 

 
 

dy
yQ

yQ
dx

xP

xP

1

2

2

1  . 
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3) Проинтегрируем левую и правую части уравнения: 

 
 

 
   dy
yQ

yQ
dx

xP

xP

1

2

2

1 . 

Также уравнение с разделяющимися переменными может иметь 

вид:    ygxfy  . 

Алгоритм решения:  

1) Заменим 
dx

dy
y  , получим уравнение вида    ygxf

dx

dy
 . 

2) Разделим переменные, используя пропорцию: 
 

 dxxf
yg

dy
 . 

3) Проинтегрируем левую и правую части уравнения: 

 
   dxxf

yg

dy
. 

Пример.  Найти общее решение дифференциального уравнения 

1 yyx . 

Решение. 

1 yyx , 

1 yyx , 

1 y
dx

dy
x , 

x

dx

y

dy


1
, 

 
 x

dx

y

dy

1
, 

 
 





x

dx

y

yd

1

1
. 

Замечание: в случае, когда в левой и правой частях дифференци-

ального уравнения интегралы обращаются в логарифмические функ-

ции, необходимо прибавлять не постоянную С , а постоянную Cln . 

Это позволяет упростить ответ, воспользовавшись такими свойствами 

логарифмов, как 
b

a
bababa lnlnlnилиlnlnln   ( 0b ). 

Возвращаясь к нашему дифференциальному уравнению, полу-

чим  
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Cxy lnln1ln  , 

Cxy ln1ln  , 

Cxy 1 . 

Таким образом, общее решение исходного дифференциального 

уравнения имеет вид 1 Cxy . 

Дифференциальное уравнение вида 0 ycybya , где 

cba ,, числа (причём 0a ), называется линейным однородным диф-

ференциальным уравнением второго порядка с постоянными коэффи-

циентами. 

Структура общего решения линейного однородного дифферен-

циального уравнения второго порядка с постоянными коэффициен-

тами имеет вид  

2211 yCyCyoo  , 

где 21, CC числа, а  xyy 11   и   xyy 22 частные решения, образу-

ющие фундаментальную систему решений.   

Фундаментальную систему 1y  и 2y  образуют в случае, когда от-

ношение const
y

y


2

1 . 

Эйлером было предложено частное решение искать в виде 
kxey  , где constk  . Тогда 

kxeky  , 
kxeky  2

. Подставив 

yyy ,,  в уравнение 0 ycybya , получим  

02  kxkxkx ecekbeka , 

  02  ckbkaekx
. 

Из последнего уравнения получим 02  ckbka , это равен-

ство называется характеристическим уравнением. В зависимости от 

корней этого уравнения, общее решение находится тремя способами. 

Если дискриминант характеристического уравнения 

042  acbD , то уравнение имеет два различных вещественных 

корня 
a

Db
k

2
1


  и 

a

Db
k

2
2


 . Тогда общее однородное реше-

ние исходного дифференциального уравнения второго порядка с по-

стоянными коэффициентами имеет вид xkxk
oo eCeCy


 21

21 . 
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Если дискриминант характеристического уравнения 

042  acbD , то уравнение имеет два одинаковых вещественных 

корня 
a

b
kk

2
21  . Тогда общее однородное решение исходного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэф-

фициентами имеет вид  xCCey
xk

oo 


21
1 . 

Если дискриминант характеристического уравнения 

042  acbD , то уравнение имеет два комплексных корня. Пусть 

iddddD  111 22 , где 0d , 1i . Тогда 

корни характеристического уравнения будут равны 

ii
a

d

a

b

a

idb

a

Db
k 





 

2222
2,1 .  

Общее однородное решение исходного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами в этом 

случае имеет вид     .sincos 21 xCxCey x
oo     

Замечание: характеристическое уравнение можно получать, де-

лая следующие замены 
2ky  , ky  , 10  ky . 

Пример. Найти общее решение однородного дифференциаль-

ного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами 

052  yyy . 

Решение. Используя замену 
2ky  , ky  , 1y , получим харак-

теристическое уравнение 0522  kk . Дискриминант квадратного 

уравнения 0162045144 D , тогда 

  iD 411611616  . 
 

i
ii

k 21
2

212

2

42
2,1 





  – 

комплексные корни, следовательно, выберем формулу из случая 3 

 2,1   .  

Тогда общее решение однородного дифференциального уравне-

ния второго порядка с постоянными коэффициентами 

0352  yyy  имеет вид     xCxCey x
оо 2sin2cos 21  . 

6. Тема «Элементы линейной алгебры». 
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Произведением матрицы  nmA   на матрицу  knB   называ-

ется матрица  kmC  , элементы которой вычисляются по формуле: 

njinjijiij bababac  ...2211 , где mi ,1 ; nj ,1 . 

Замечание: Число столбцов первой матрицы равно числу строк 

второй. 

Пример. Даны две матрицы 











241

321
A , 



















13

41

32

B .  

Найти: а) BAC  ; б) ABD  . 

Решение. 

а) 





































150

149

13

41

32

241

321
BAC , так как 

    9331221

3

1

2

32111 
















c ; 

  14134231

1

4

3

32112 
















c ; 

    0321421

3

1

2

24121 
















c ; 

  15124431

1

4

3

24122 
















c . 

б)

















































11102

5145

12161

241

321

13

41

32

ABD , так как 
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    11312
1

1
3211 










d ; 

  164322
4

2
3212 








d ; 

  122332
2

3
3213 








d ; 

    51411
1

1
4121 










d ; 

  144421
4

2
4122 








d ; 

  52431
2

3
4123 








d ; 

    21113
1

1
1331 










d ; 

  104123
4

2
1332 








d ; 

  112133
2

3
1333 








d . 

7. Тема «Теория вероятностей». 

Пример. Три станка работают независимо друг от друга. Вероят-

ность того, что в течение смены первый станок выйдет из строя равна 

0,2, для второго станка эта вероятность равна 0,1, а для третьего – 0,3. 

Найти вероятность того, что 

а) все станки будут работать; 

б) выйдет из строя один станок; 

в) выйдут из строя два станка; 

г) хотя бы один станок выйдет из строя. 

Решение. Пусть в схеме кружок со знаком «плюс» означает, что 

станок в течение смены работает исправно, тогда кружок со знаком 

«минус» означает, что станок выйдет из строя. 
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работаютстанкивсе = и и

или иии иили
станокодин

строяиз ии=выйдет

выйдут = и ииз строя
два станка

или ии и иили

строяизвыйдет ии1=
станокодинбыхотя

 
а)  

𝑝 = 0,8 ∙ 0,9 ∙ 0,7 = 0,504;  
б)  

 

 

𝑝 = 0,2 ∙ 0,9 ∙ 0,7 + 0,8 ∙ 0,1 ∙ 0,7 + 0,8 ∙ 0,9 ∙ 0,3 = 0,308; 
в)  

 

 

𝑝 = 0,2 ∙ 0,1 ∙ 0,7 + 0,8 ∙ 0,1 ∙ 0,3 + 0,2 ∙ 0,9 ∙ 0,3 = 0,092; 
г)  

 

𝑝 = 1 − 0,8 ∙ 0,9 ∙ 0,7 = 0,496. 
8. Тема «Математическая статистика». 

Пример. Задан вариационный ряд выборки. Найти: выборочное 

среднее, выборочную дисперсию, выборочное среднеквадратическое 

отклонение, размах выборки, асимметрию, эксцесс. 

i
x  3 5 6 8 9 10 14 

i
n  2 10 15 20 38 11 4 

Решение. Объём выборки: 100411382015102 n . 

1) Выборочное среднее:  

14,8
100

814

100

414111038920815610523



x . 

2) Выборочная дисперсия:  

5,70
100

7050

100

414111038920815610523 2222222

2 


x ; 

2,414,85,70 22 S . 

3) Выборочное среднеквадратическое отклонение: 

05,22,4~
2

2  SS . 

4) Размах выборки: 11314 R . 

 

Контрольные вопросы 

III

0,7 0,3

I

0,8 0,2 0,10,9

II
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1. Сформулируйте теоремы о пределах. 

2. Запишите формулу первого замечательного предела. Перечислите 

следствия. 

3. Запишите формулу второго замечательного предела. Перечислите 

следствия. 

4. Дайте определение производной функции. 

5. Приведите уравнения касательной и нормали к кривой в данной 

точке. 

6. Дайте определение дифференциала функции. Приведите связь 

между дифференциалом и производной функции. 

7. Сформулируйте лемму Ферма. 

8. Сформулируйте теорему Лагранжа о среднем. 

9. Сформулируйте теорему Коши о среднем. 

10. Сформулируйте правило Лопиталя. 

11. Что называется функцией нескольких переменных? 

12. Что такое частная производная? 

13. Сколько различных частных производных 4-го порядка имеет 

функция от трёх переменных? 

14. Что такое полный дифференциал? Его геометрический смысл. 

15. Напишите уравнение касательной плоскости и нормали к поверх-

ности. 

16. В чём заключается геометрический и функциональный смысл гра-

диента? 

17. Дайте определение первообразной функции. 

18. Что называется неопределенным интегралом? 

19. Дайте определение операции интегрирования. Запишите соотно-

шения, устанавливающие связи между интегрированием и дифферен-

цированием. 

20. Сформулируйте основные свойства неопределенного интеграла. 
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21. В чем суть способа интегрирования,  введением  множителя )(x  

под знак дифференциала? Запишите соответствующую формулу. 

22. Напишите формулу интегрирования по частям для неопределен-

ного интеграла. 

23. Укажите типы интегралов, вычисление которых целесообразно 

производить при помощи метода интегрирования по частям. 

24. Понятие определенного интеграла. 

25. Какова формула Ньютона-Лейбница для вычисления определен-

ного интеграла? 

26. Перечислите свойства определенного интеграла. 

27. Вычисление площади плоской фигуры, ограниченной линиями, за-

данными уравнениями в декартовой системе координат, или в поляр-

ной системе координат, или заданной параметрически. 

28. Дайте определение дифференциального уравнения. Что называ-

ется решением дифференциального уравнения? 

29. Дайте определение порядка дифференциального уравнения. 

30. Что называется общим решением дифференциального уравнения, 

частным решением? 

31. Укажите общий вид дифференциальных уравнений с разделяющи-

мися переменными, а также алгоритм их решения. 

32. Укажите общий вид линейных дифференциальных уравнений. При 

помощи какой замены решается тип данных уравнений? 

33. Укажите общий вид дифференциальных уравнений Бернулли. При 

помощи какой замены решается тип данных уравнений? 

34. Дайте определение дифференциальных уравнений высших поряд-

ков. 

35. Укажите общий вид линейного однородного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами и методы его решения. 

36. Дать определения операций сложения, умножения матриц, умно-

жения матрицы на число. 

37. Каким условиям должны удовлетворять размеры матриц при сло-

жении, умножении? 
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38. В чём заключаются свойства алгебраических операций: коммута-

тивность, ассоциативность, дистрибутивность? Какие из них выпол-

няются для матриц при сложении, умножении, а какие нет?   

39. Дать общее определение определителя квадратной матрицы. 

40. В чём заключается правило треугольников? 

41. Перечислить свойства определителей. 

42. Что такое единичная матрица, каковы её свойства? 

43. Что такое алгебраическое дополнение элемента матрицы? 

44. Что такое обратная матрица? Для каких матриц она определена? 

45. Сформулировать теорему о существовании и единственности об-

ратной матрицы. 

46. Какие системы называются совместными, несовместными, опреде-

лёнными, неопределёнными, однородными, неоднородными? 

47.  Как записать и решить систему в матричной форме? 

48. Что такое  ранг  матрицы?  Сформулировать теорему  Кронекера-

Капелли. 

49. Написать формулы Крамера. 

50. Что такое элементарные преобразования матрицы? 

51. В чем заключается метод  Гаусса для решения  систем  линейных 

уравнений? 

52. Какими свойствами обладают  решения однородной  системы ли-

нейных уравнений? 

53. Может ли однородная система линейных уравнений быть  несов-

местной? При каком условии она имеет более одного решения? 

54. Сформулируйте классическое определение вероятностей. Укажите 

недостатки этого определения. 

55. Какое событие называется достоверным, невозможным, случай-

ным? 

56. Дайте определение полной группы событий. 

57. Какие события называются несовместными, совместными, проти-

воположными, независимыми? 
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58. Сформулируйте статистическое определение вероятностей. Назо-

вите условия существования статистической вероятности. 

59. Сформулируйте теорему умножения вероятностей. 

60. Сформулируйте теорему о формуле полной вероятности. 

61. Какие виды случайных величин вы знаете? 

62. Перечислите важнейшие характеристики случайных величин. 

63. Какие важнейшие распределения случайных величин вы знаете? 

64. Какие виды вариационных рядов вы знаете? 

65. Какие графики используются для изображения дискретных вариа-

ционных рядов? 

66. Перечислите важнейшие точечные характеристики выборки. 

67. Дайте понятие доверительного интервала. 
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